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Gottfried Wilhelm Von Leibniz

Gottfried Wilhelm von Leibniz nacié en Leipzig el
21 de junio (1 de julio) de 1646. En 1661 entrd a la
Universidad de Leipzig como estudiante de filosofia
y leyes, en 1666 recibié el grado de doctor en
Derecho en Altdorf. Al afio siguiente, conocio al
diplomatico Baron von Boineburg, por cuya suge-
rencia entrd al servicio diplomatico del Elector de
Mainz. Del afio 1672 trabajé como representante
diplomatico de Mainz ante la corte de Luis XIV.
Durante este periodo tuvo la oportunidad de visitar
Londres, donde conocid a los mas eruditos mate-
maticos, cientificos y tedlogos ingleses de ese
momento. En 1676 acepts el puesto de biblioteca-
rio, archivista y consejero de la corte ante el
Duque de Brunswick. E! resto de su vida lo paso en
Hanover, excepcién hecha de un breve intervalo
durante el cual viajé a Roma y Viena con el propdsi-
to de consultar documentos relativos a la historia de
ta casa de Brunswick. Murié en Hanover el 14 de
noviembre de 17186.

Como matematico, Leibniz tiene el honor de haber
inventado, junto con Newton {en 1675), el calculo
diferencial. Como cientifico, aprecié y promovio el
uso de la observacion y la experimentacion: “Prefie-
ro —dijo~ a un Leeuwenhoek que me dice lo que
ve gue a un Descartes que me dice lo que piensa”.
Como historiador, enfatizé la importancia del

estudio de documentos y archivos.
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Se quiere construir la parte conica de un embudo valiéndonos de un civculo de hojalata. Para ello
se corta un sectoren dicho circulo v, con el resto, se construye el cono (Figura 1). éCudntos grados debe

tener el arco del sector que se ha cortado para que el embudo alcance la mayor capacidad posible?

La longitud del arco de aquella parte que se aprovecha pava el cono se representa con x. Por lo
tanto, la generatriz serd el radio, R, del circulo de hojalata, y la circunferencia de la base serd igual
a x. Elrvadio v de la base del cono se determinard por la igualdad:

X
2Mr=x = r=—
27T

t
2
H=\R -’ = [RP -
\ 47
El volumen del cono equivale a: |
m nl x Y v
V==rll = } R* —— |
3 \2n) N 4
n |R*x’ x®

3\eny'  (@en’

LN -l
'

‘11

o

Para que el volumen V sea mdximo entonces y tiene que ser mdxtmo, porlo tanto aplicamos prumera

derivada igual a cero: v' =0

e

2 4 5 2 p2

’ ) 2 Iiq IO
R RPN €. A SO |
(2ny (2m) J 3

El arco x tiene alvededor de 2959 v, en consecuencia, el arco del sector cortado equivaldria

aproximadamente a 65 grados.
~ i - — - _ : — S
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. Definir e mterpretar la denvada.

» Conocer la diversidad de aphcacxones que tiene la derivada ' - ]

’ Comprencler los dlferenCtales

INTRODUCCION

RECTA SECANTE A UNA CURVA

Consideremos una funcion f(x), representada
por la grafica.

que corta a la grafica en los puntos de abscisa x,,
Xs.
Del grafico vemos que su pendiente es:

ﬂ-ﬁ\wwovw e »WMWMWWM m“""w

R :__,.: -----------

La ecuacion se halla tomando cualquier
punto (x; y) en la recta.
Por definicion de pendiente:

= Z,: y=mx+f(x)-mx,

Ejemplo

Halle la ecuacion de la recta secante a la grafica
de f(x)=x°-2x-3, que corta en los puntos de
abscisa -1; 4.

Resolucion:
Graficando f y la recta.

L L e S —

A G W A A A S D A Ak S e e e

Hallando su pendiente:

m,. = >—0 =1
S 4-(-1)
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Lumbreras Editores Algebra
Por definicion de pendiente: Resolucion: (x:y)
y-0
m, = =l = y=x+1 B e .
*T x—(=D Y Sf :(2,5)
. larecta secante enlos puntos mencionados es :
y=x+1. E
RECTA TANGENTE A UNA CURVA §
Consideremos la funcion f(x) representada :
graficamente por: Z- ‘
o Hallemos su pendiente en x,=2
f(x) S 2, 1} (n2
oo S ML e fO) 1) (e 1) (2% +1)
E xy—>2 X = 2 Xy =2 — 2
i E E Xy—2 xl 2 xl—->2 M
; ; E E = m,=2+2=4
”/ t E : Por definicion de pendiente
‘ *o *n 4 Y2 h m,:él—y_5 = y-5=4x—-8
Z xX—2
2 y=4x-3
f(x;)—f(x
m, = ( )‘() x( o) La idea de la derivada esta relacionz:zz
L~ Xo

Cuando x, se aproxima a x,, la pendiente de
la recta secante se aproxirmara a la pendiente de
la recta tangente.

AR a2 IR X8 mmm VRIS AATAAIA RN YN, P asi vls A,

= i SO0
. K=o, X1—Xp

%"rmw 2200 aabedl sasassanaasd WAMNMWWQM“ PP PEPRU L
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Luego, la ecuacion de la recta tangente
tommando cualquier punto (x; y) de la recta:

—f(x,)
X—Xo

m, = = y=mx+f(x,)-mx,

= Z,: y=mx +§(x,)-mx,

Ejemplo
Hallar la ecuacién de la recta tangente ala grafica
de la funcién f(x)=x*+1 en el punto de abscisa 2.

400

directamente con la pendiente de la re:z
tangente a la curva (grafica de f) en un punto ==
dominio.

Se llama diferencias a los incrementos
positivos 0 negativos que toma una funcién o unz
variable independiente y se asignan con la letra A
Asi, por ejemplo, tenemos y=f(x)=x"
Incrementando x, la funcion sera:

(x +Ax)" = x% +3x*Ax + 3x(Ax)? +(Ax)°

El Incremento sufrido por la funcién cuando la
variable ha aumentado su valor en Ax es:

Ay = (x + Ax)’ - x* = 3x%Ax + 3x(Ax)* +(Ax)’
L.uego, el cociente de los dos incrementos se
llama cociente incremental y es:

Ay f(xy +Ax)-1(x,)
AXx AX
Llamando x = x,; +Ax
Ay _f(x)-f(x,)
AXx X — X,
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Derivadas

I)ERIVADA

DEFINICION
Sea la funcion y=f(x) uniforme y continua en

el intervalo <a; b> y x,e<a;b>, se llama
derivada de la funcién y=f(x) en el punto x, al
limite (si existe) del cociente incremental cuando
Ax -0 (xeDom f).
En este caso se dice que y=f(x) es derivable o
diferenciable en x,,.

im f(xo +AX)—f(x,)

Ax—0 Ax

Se designa con la notacion f'(x,), notacién

de Lagrange; Cauchy la denota por D delante de
la caracteristica asi: D f(x); hay ademads la

notacion de Leibnitz que la escribe en la forma

g—% y también se designara algunas veces por y'.

Ejempio 1
Halle la derivada de f(x)=2x° en el punto x,,
Xy € Dom f

Resolucion:

'(xy) = lim Ko+ 1) =)
h—0 h

3 _9,.3

—lim 2(xy +h)” - 2x;

h—0 h
. 2(x5 +3x3h + 3x,h? + h?) - 2x3
=lim —

. 6xgh+3x,h? +h®
=hm

h—0 h

=1lim 6x; +3x,h+h? = 6x;
h—0

=~ f(xy) = 6x2

Ejemplo 2
Halle la derivada de f(x)=senxen x=x,, x,eR

Resolucion:
Por definicion

o Y - 1 SEN(Xy +h) —senx,
Fx) = b h

. Senx,cosh+cosx,.senh-senx
=lim——4— """ 0
h—0 h

. senxg(cosh-1) +cos x, [ senh )
= lim —— =
h—0 h h

2

0
1
sen
. h se
=limsen x, s =+ COS X, = COS X,
h—0 ] 4 h

2

Ejemplo 3
Halle la derivada de la funcién f(x)=Inx en Xo;
x,€ R*

Resolucion:
De la definicion:

In(x, +h)-Inx,

F'(xp) = fim h
|
= lim lln( Xo ”‘]z lim (m( 1+-f-‘--Dh
h—0 h X, h—0 X,
. -t
[ R YR |©
“limn|[ 1+ | =L
h—xy L x(}) ) xo
f'(xo):—l-; X, >0
X0
Definicion

Se dice que una funcioén es diferenciable en todo
intervalo |, si f'(x,) existe para todo X, €1, ental

caso f'(x,) se llama la derivada de f(x) en el
punto x,el.
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'FUNCION DERIVADA

p— Add [Py ey

Cuando una funcién y=f(x), definida en el intervalo <a; b> tiene derivada en todos los puntos de

<a: b>, es decir, que para cada punto x,, talque X, € <a; b > existe el limite del cociente incremental

la correspondencia que existe entre los puntos de <a;b>y los valores de la derivada de y=f(x) en cadz
uno de ellos recibe el nombre de funcién derivada, conocida ésta, basta sustituir x por x, para tener ic

derivada en el punto Xx,.

INTERPREIACION GEOMEI'RICA BE I.A DERWADA

Consideremos la funcién f(x) cuyo grafico es:

f

AERE
e })/'. ".r’::' :E':
A -3
o (gt h) — Hx
ET, A
g T

o — A AN W W v e

. . A aw v v e AR A &' LECHIEE

=3
o
+
ot

f(xg+h)=f(xy)
h
Tomando limite cuando h tiende a cero.

limf(x0 +h)-f(x;) ' (x,)

h—0 h

Del grafico tana =

Entonces, f'(x,) representa la pendiente de la

recta tangente a la grafica de la funcion f(x) en el
punto Xx,.

.........
e et
L

' .
Wl Y

Fl valor de la derivada de f en cualquier
punto xeDom f, es igual a la pendiente de
la recta tangente a la curva y=f(x) en
cualquier punto (x; f(x))

Ejemplo:

Hallar la pendiente de la recta tangente a la
parabola y=x".

a. En el vértice.

b. En el punto de abscisa x=1/2
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Resolucion:

ay

P = 2x (usando la definicion)

a. Lapendiente en x=0 es 2(0)=0

1

2

1 1
b. Lapendiente en x=7 es 2 [-2—)

Ejercicio para el lector

Aplicando las derivadas halle las pendientes y =
inclinacién de la tangente a cada una de las cunvz:
siguientes en el punto cuya abscisa se indica:

a. y=x°'-2; x=1

b. y=2x——%x2 X =3
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CAPITULO VIl
-—_—  _— Denvadas

Dada la funcién y=f(x), se llama recta
tangente a la curva y=f(x) en x, o tangente a la

grafica de f en el punto (x,;f(x,)) ala recta T
que cumple las siguientes condiciones:

[ T pasa por (x;;f(x,))

Il. T tiene pendiente f'(x,), es decir, T es Ia
recta cuya ecuacion es:

T y—f{(xp)

=f'(xy) ; x& Dom f

......................................

>e llama recta normal a la curva y=f(x) en x,
a larecta N que cumple las siguientes condiciones:

. N pasa por (x,; f(x,))
[I. N es perpendicular a la recta tangente a la

curva en (x,;f(x,)), es decir, N tiene

]
pendiente —— , €S decir, N es la recta
f'(x,)
cuya ecuacion es:
N y“f(x(}) - |
X — Xy f'(xo)
N f
T
f(xo) -----------------
—] ;({) x

Ejemplo:
Hallar la ecuacién de la recta tangente y la recta
normal a la parabola:

f(x)=4x°-7x+3, en el punto P donde la

3

pendiente de la normal es = -

Resolucion:
Hallando la derivada de f en x,,.
f'(x,) = lim f(xo +h)—f(x,)

h—0 h

i L0 + D) ~70x, +h) + 3] [ 4x2 - 7x, +3]
h—0 h

Simplificando f'(x,) = 8x,—7

Usando la pendiente de la recta normal.

] 3 5
= f! —__-
TONRE (por dato) = f'(x,) .
i 3
Graficando T

————————

x_'xO "‘2/3

N i _y—1(x) 3 y-1/9
5 11 3x 13
: : — S N : = e —
De donde: T: y 3x+9 , T
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f(x)- f(xo) .

4 oo

lim
X—Xqg X — Xg

f(x)-f(x;) _ lim flx) —f(x) _ _

% X—Xg X — Xy

IIm
X*—)Xﬁ x — xg

x=x, es tangente al grafico de {.

d. A

x=x, es tangente al grafico de f en X,.

e N O ]

S Wy P e e aed N AR RS W e i

Xp -

—
—

00 -1(x;)

X-—>Xg X — Xg

im f(X) o f(xo) _

XX X — X,

i f(x)-f(x,)
X—rXq X"XO

-+ o0

-+ 0O

x=x, es tangente al grafico de f en x,.
x=Xx, es tangente al grafico de f.

Lo S . - P A YR w S - - s Tl
- o G S M, S R - S ey R . mmemn, et e o el e o RS . . e -,
- - - ER L (oL 2 -t e - S g e L T - . . "mem . o e T ' - - ", \ gt
), P ™ .- s . = - - e - -
N =~ o K = i -~ M e, . NP - - KR ' . = - e 3 - - - -, - ' " X
-~ = - L e % g T Tew s g L Ll anus =m » . B I RO o =TTz =
- - X . e Ve o - o - X - — . -
. - - . e - " ' el e
- K ' e e
3! i 1 B T it T T A LN V- o S 4 . T T
- - - -- - - - . es - o T R T L MM S
R -:._ :: - . -~ " . 3 . . " i -.-:_:_:- -_.:.-:-{ S, _.E._:_.:: .:._._:: R - e W ol ST DL T T A S s s T
Y, P o'e e =l " "ee oo . e - " - - X0 —

Definicion (Derivada por la derecha) Definicion (Derivada por la izquierda)
Dada la funcidon f(x), la derivada por la Dada la funcién f(x), la derivada por iz

derecha, de f(x) en el punto x; es: izquierda, de f(x) en el punto x; es:

. f(x,+h)—-f(x,)
| — 1 0 0
(%) i h ) h—0" h

si tal limite existe. si tal limite existe.
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CONDICIONES DE EXISTENCIA ° . .0~ ™. " ¢

En consecuencia inmediata de la definicion

de limite, f'(x,) existe siy sdlo si las derivadas
laterales existan y son iguales, es decir:
f'(xo) — f'_(xo) = f'+(x0)

Ejemplo:
Ver si f(x)=|sen x| es diferenciable en x=0.

Resolucion:
f(0+h)-f(0)

f' (0)=lim

h-s0*
T IsenhI:l
h—-0*
f' (0)= lim f(0 +_h)—f(0) b Isenh] 1
h—0~ h h—0" h

. f(x)=|senx| no es diferenciable en x, ya que

f' (0)=f"_(0).

Pl

" TEOREMA 3

} S1 una funcidon es diferenciable en x,,
entonces fes continuaen x,.

Demostracion

Debemos demostrar que lim f(x)=1(x,)

X—Xp

im f(x)=ligg f((x, +h)=§‘i_)m0 (f(xp +h)—f(x;,)+f(xg))

X=Xy h
=lim f(x,) +lim ( f(-{" * h)-_ f(xﬁ] -h
h—0 h—0 h

~. f(x) es continua en x.

El reciproco del teorema no necesariamente
se cumple, es decir, si f es continua en x;, no §
implica que sea diferenciable en x,.

Ejemplo:

Sea f(x) =|x]

f(x) es continua en VxeR, en particular es
continua en x,, sin embargo, no es diferenciable
en x=0 puesto que ' (0)=1 A f' (0)=-1y
como f'.(0)#f'_(0) = no existe f'(0).

1 Corolario
St la funcién f ¢s derivable sobre el intervalo 1,

| Corolario

f es definida en [a; b] diremos que f es derivable en
| todo elintervalo [4; b] silo es en <a; b> y ademis
| existe £, (a) y fL(b).

" W e T Al ST - e i) ) e R Zn aldies e n o2 4
. S V7 A - 3 et Y LR Ll
CHE ' 7k - N3N Y SR R g b ox b
BE - I R R e
U . e v e e
; b, f. I " A,.". X .'C_'. : . o -- J:".

Sea f(x)=k keR = dk _ 0: VkeR

dx
Demostracion
Sea x,€ R
f'{x)=1im f(ﬁh): flx) = lim K-k _ 0
h—0 h h—0

= jk =0; Vk constante real.

Sea f(x)=x", neZ’ = {'(x)=nx"!

e L

Demostracion
. n _ I
F'x) = ng f(x +_h) _f(x) _ nggg- h)4 b's

Lx" +nx™! 4+ n(n-1) xX"Phf+ .+ h")—-x“
= lim 2 _

h—0 - h B
nx™h + =D x"?h%+... +h"
=lim — S
h—0 h

= Li_ng(nx“’ + n(nz— ) x"*h+...+ h“‘) =nx""

S P(xX)=nx""':neN A xeR
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Ejemplos:

Si f(x)=x? = f'(x)=2x

Si f(x)=x° = f'(x)=3x?

Si f(x)=x"" = f(x)=50x®

i
- . T v,
:- » " .l.’ ‘l.. {
. - ¥t ‘« - z e ol n,"
e TEOREMA SIS AT S
" apep, IS

d _ d e —
" (kf(x)) =k g f(x) ; k=cte.

Ejemplos:
Si f(x)=4x" = f'(x)=4-5x* =20x"
3 3

Si g(x)—gx — g(x)_§ x> = 6x°

Si h(x)=-5x° = h'(x)=5-3x% =-15x2

Si f(x)=g(x) +s{x) = f'{(x) =g'(x) +s'(x)

Demostracion
F(x)= LI.T} JChetaics (por definicion)
i (BOc+h) +5Cx +h)) — (g(x) +5(x))
N h—0 h
= lim 18(x +h)-g(x)]+(s(x +h)-s(x))
h—0 h
_ lim( g(x +h)-g(x) ) X “m( s(x +h)-s(x) )
~ h0 h h—0 h
=g'(x)+s'(x)

s (g(x) +s(x)) =g'(x) +s'(x)

Ejemplos:

Si f(x)=3x*+5x+7 = f(x)=6x+5
Si s(x)=4x"+14 = s'(x)=4-9x® = 36x°

o e & -& &
R, TEQREMA

; A ] _f_l

Si f(x)=x" = lf(x)-“-—-x’n ' neN

—
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Ejemplos:

Si f(x)=vx = f'(x)= d( %)

Ejemplos:

3

Si f(x)=x = f’(x):%x =§-x

{f(X) g(X)} f(X)*—g(X)+g(X) f(x

P el P el s

Demostracion
Por definicion

___(f( x) +g(x)) = lim f(x +h)g(x +h)-f(x)g(x)

h—0 h

Sumando y restando: f(x+h).g(x) al numerador
_im f(x+h)£g(x+ l_1)-—g(_xl}+g£{){f (Jﬁh):_f(le

h—0 h

= llrn f(x+ h)( glx+h)-g(x) ]+hm g(x) flx+h)-f(x)
h h-0 h

e 9 a
=f(x) g g(x) +g8(x) dxf(X)
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delg®)f™ g Bl

e —-

i {f(x) g(x) f(x)—f(X) g(X)

Demostracion
Por definicion

f(x+h) f(x)
LN RICI R . gix+h) g0
dx! g(x) ] h-o h

I g(x) f(x+h)-f(x)-g(x +h)
= im 2" - Z —
h—0 h-g(x+h)-g(x)

Sumando y restando en el numerador f(x) g(x)
se tiene;

iy 8O (x +h) - F(x)] - F(x)|g(x +h) ~ g(x)
h—0 h-g(x+h)-g(x)

[ f(x+h)-f(x) ] e f(x)(g(x-!-h) ~g(x) ]
h h—D h
lim g{x+h) g(x)

h—{

lim g(x)

h—->0

——

d d
g(X)a—; f(x)-f (x)ag(x)

- aa

——
L

g%(x)  8(x)=0

DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA

Derivadas

_ di®)  d o)
dx

[1(g(x))] =(g(x))-g'(x)

Demostracion
Cuando la variable es x+h, entonces la funciéon g
correspondiente es g(x+h). Entonces

Ag = g(x +h)-g(x) ;esdecir Ag+g(x) =g(x +h),
esto indica f(g(x+h))= f(g+ Ag) y entonces
Af =f(g+Ag—f(g)).

Ahora, debido a que Ag #0 podemos escribir:

Af A Ag
Ax Ag Ax’

Ax=h

Es decir;
Al _fg+ag) gl+h)-glx)
Ax Ag h
Tomando limite:

lim S = jim [8¥48)=f(glx) 8

h—=0 h Ag 0 Ag k-0

g(x +h)—g(x)
h

da . dg(x)
= dg d 4 (8). ir

Regla de la cadena.

Sea f(x) una funcién biyectiva y f*(x), la
funcion inversa de f (x) se tiene:

R X T o
Demostracion:

Sabemos f* o0 f(x)=x
Derivando respecto a x

(D) .Fx) =

d
De donde —f* = -
dy (}’) f(X)

dx

Ejemplo 1
Halle la denvada de la funcién:

f(x)=2x"+x -3 x +6 respecto a x

Resolucion:

f () =(2x")' + (x)'=(3/x ) +(6)

1
= 2- 5x4+1--§x 7 4o

= f'(X)=10X4— 3 —‘;2 +1
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Ejemplo 2 Resolucion:
8+ x° (242 _ 12
Halle la derivada de: f(x)= 5~ g(x) = (3x*~5x +2)
= g(0)=2(3x ~5x+2) 4 L (3x* —5x+2)
Resolucion: 2 dx
£ ()= (3—X)-2X—(8fx2)(—1) —x?+6x+8 _ | 2 1 (6x-5)
(3-x)° (3 - x)* 2 J3x?~5x+2
= g'(x)= 6x -5
Fjemplo 3 2J3x%2 —5x +2

Halle la derivada de: g(x)= v3x?-5x+2

TABLA DE DERIVADAS DE FUNCIONES :E}ﬁﬁlENTALFS B |

En lo que sigue f es una funcién diferenciable de x, las funciones inversas se definen con los valores
principales.

J— e ————————————————— 31t 0 e
E 1. a—-(l—c=0, C es constante 10. a—i—-a“” =a;’{""}na df(x)
| __
d . o d d d |
2. —f"(x)=nf""{x).—f(x —e'™ =" f(x
LR () =nf*'(x). —1(x) ™ ax (x)
i 3. isen(f(x))-—.cos(f(x).-g-—-f(x) H. —d-arc senf(x) ~"-' : d f(x)
| dx dx dx JI-f(x) dx
2 d d
4. —(cosf(x)) =—sen(f(x)).—f(x) 19 —g-arc cos flx) = — l - d s
3 o > - dx N e SR
: d d
. 5. —tan{f(x)) =sec’f(x).—f(x
% dx (X)) ( dx (x) 13. -g—arc tanf(x) = 12 f—g-f(x)
| dx +%(x) dx
d . d
- 6, —cot(f(x)) =-cscf(x).—f(x)
: dx dx 14. -—(—j—-arc cotf(x) = —— l vd' f(x)
| i 4 dx F+f°(x) dx
3
. 7. —secf(x) =secf(x)- tanf(x)—f(x) d 1 g
: dx dx 15. —arc secf(x)=+£— - —f{x)
L d d dx (NP () -1 dx
. 8. —cscf(x) =—cscf(x)- cotf(x)—f(x)
* 9. ilogaf(x)zlogae~ d f(x),a>0Anazl - siflx)<-1
. flx) d 1 d
| 16. —arc cscflx)=F- ; . —f(x)
" d _ di(x) dx fO)f(x) -1 dx
. Inf(x)
dx f(x)

:

*\M.-— KLY A Y I A YA YN O YA A AP N A PPN Y N g o A W A A W LA) 1L P Ly EA A A A W G WA AP HAWSAR G Ay OGP0 50 WA S0 SOV AN PNV 0w O5 4 OTHAE S E A ALY LR S RS WO e W e W 0 R Wa il JN) M) G fI KRG DERAVEN R WA DWW R W WS 0 W 7 Viuln AR AR N AL AR LN N A Al L8 A, W A AW WA W Y IR RN # Rl P da e 4 o A G e ey 0 Wy A
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CAPITULO VI

Derivadas

%

Ejemplo 1
Dervar las siguientes funciones:

a) f(x) = 3sen’(5x)
b) g(x)=In(x*+5x-1)+e**!

c) h(x)=arc sen(5x)+arc tan(7x-1)

Resolucion:

Usando las derivadas de las funciones elementales:

, d
a) f'(x)=(3sen5x)' =3.2sen{5x). i (sen 5x)

=6sen S5x . cosdx . P (5x)

=6.sendx.cosbx.5 = 30senbx.cos5x

b) g'(x)= (fx (In(x*+5x-1) + 'aq; (e**h)

d 2
o +5 _]
(X X )

; +e¥ '-CL(SJC“*-])
X +ox -1 dx

2xX+5
_ +e3x+l 3

x*+5x—-1

d d
—(5x) —(7x-1

in .
JI-(5x)? 1+ (Tx-1)°
5 7

— - -
J1-925x%  49x* —14x

Ejemplo 2
Halle la derivada de: y=2x"+x— Ix +6

Resolucion:

y'=(2x°) + () = (¥x)'+(6) =10x* + péx"zf?’

Ejemplo 3

Dertvar la funcion f(x)= 3/ senx +Inx-3x°

Resolucion:

f'{x)= %(senx +Inx-3x*)(senx +Inx —3x2)'

f'(x)= %(senx-r In x —3x* )(cosx +—l——6x)
X

Ejemplo 4
Derivar la funcion

f(x)= ln(\[x +Vx + arcsenx)

Resolucion:

: (\/x+\/§ +arcsenx)'

f'(x) =
\/x+\/; +arcsenx

-1/2
o) (1 ) L

f'(x)= . —X

2

\/x +Vx +arcsenx

Ejemplo 5

Denvar la funcién f(x)= ge'+Vx

Resolucion:

f'(x)= [2"”‘/’_" In 2](e"‘ +vx)

f'(x) =22 1n 2]( e + %x‘w)

Ejemplo 6
Dada la funciéon f(x)=x", halle f'(1)

Resolucion:
Tomando logaritmos

Inf(x)=Inx"

Inf(x)=xInx
Tomando derivadas:

Inf(x)] =[xInx)

-f(—L-)--f’(x):lnx—kx-—;-

= '(x)=f)lnx +1]

f'(x)=x"linx+1]
= (D) =1lnl+1]=1
Ejemplo 7

Calcular la derivada de orden n de la funcién:
f(x) = 2%
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Resolucion: Ejemplo 1
f'(x) =2%(3)in2=3In2- 2% Halle a y b, de modo que:
f'(x)=3In2-2°*(3)In2= 3*(In2)* - 2** o
f"(x)=32(In2)? - 2**(3)in2= 3*(In2)* . 2* W e L
x°-3x+b; x<2

fn(X) — 3n (ln 2)!‘: . 2Sx
sea derivable o diferenciable en x=2

Ejemplo 8 Resolucion:
Calcular la ecuacion de larecta tangente ala curva '
y=x*, en el punto donde x=2. Tenemos: f,(x) = 2 . f,(x) = x* —3x +b

L E(2)=62) = Ex—:"’;)z —2x-3

= —a=] = a=-1

En (o) : -1-b=-2 = b =1

.
X

Ejemplo 2
Analizar si la funcién f(x)=|x| es diferenciable
en x=0.

Sea: = x° '(x) =

ea: f(x)=x* = f'(x)=2x Resolucion:
= f'(2)=4=a pendiente de la recta x; x20

tangente en x=2 Tenemos: f(x)= {

-X; x<0

Ademas: (2,4)e L+

= 4=2a+b,como: a=4 = b=-4

-. La ecuacion de la recta tangente es:
L: y=4x-4

CONDICION DE EXISTENCIA DE LA DERIVADA
Sea la funcion f definida por:

f(x); x<a
f= <

,(x);x>a o

| Vemos que no cumpie con la segunda condicion
Existe la derivada de f en el punto x=a, si se de existencia:
cumple que: [ f(x)=6(x); fi(x)=x; f,{(x)=-x

_ Vemos que: 1# -1
. f{a) =1f1(a
(@) = f(a) . la funcion: f(x)=|x|, no es diferenciable er

I f'(a)=f',(a) x=0
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CAPITULO VIII Derivadas

——

/ APLICACION DE LA [)ERIVADA /

CALCULO DE LIMITES .

1. REGLA DE H'OSPITAL Resolucion:
. O oo . t T | ( ){au\
Apllcado a las formas: —, hmﬂ (senx)™ = lm}te .
o0 X—— X~ —
| f X f & fr in(sen.x)]
ki ( ) mlim (x] ilm (x) = |im (x) ..... In[;etj ]
g Xp g(x} x—e g (x) x—e¢ g (x) AHC g'“(x] — lim e
s i S AN RS EAAAL o imesinepe S LR ARCARNN NN AN N 00 ever mecsnesare” T
Se deriva separadamente las func10nes f(x)yg(x); ’ 1
hasta que el limite de la fraccién sea determinada. = o
T esc? 1
. =lime " —e ¥ =zl =]
Ejemplo 1 .
Z
a _ X
Calcular lim >—2 :a>1
x—a g~ - g°
Ejemplo 4
Resolucion: . Inx—x+1
, Calcular Ilim .
. (x¥*-a*) .. ax*'-a‘lna >l X —-x
l;m - = IIm -
et -a2) T4 Ina-0 Resolucion:
a-l _ _a _ !
_aa a’Ina _1-Ina C (nx-x+1)' . ;—1+0
a’lna Ina lim —— = lim -
x—1 (x...x ) x=1]—x (lnx+l)
Ejemplo 2 | ( 1 1]'
(. x X Yy —
. a +b* P X
Calcular lim =lim ——
x=0{ 2 Hl(l——x Inx—-x )
1
Resolucion: , T2
| : = hm! . = S
- a¥+h* X X
C(af4b . mEET —| x*(Inx+DInx+>— |- x*(nx+1)
lim =lime X
x—0 X 9 x—0 s -
A X 7 — _l — 1
,{In[a+b ] - _ )
T i 1-1 2
_ llrI}} e {x]
2 (axlna+b"’!nb} Ejemplo 5 9
=limea" 2 JzelVab _ [h Calcular lim 522X
x—0 x—0 X
Ejemp[o 3 Resolucion:
Calcular lim (senx)@* . (sen3x)’ . (cos3x)3 _
: lim = lim =3
X3 x—30) (x) x—0 I
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1A DERIVADA EN EL ANALISIS DE FUNCIONES

1. GRAFICA DF FUNCIONES

A

DE LA PRIMERA DERIVADA

Teniendo en cuenta que la primera derivada
representa la pendiente de larecta tangente a una
curva en un punto determinado, se tendran los

siguientes casos:

v oo —
0 x 0 X
pendiente positiva pendiente cero pendiente negaliva
f es creciente maximo 6 minimo f es decreciente

felativo

La funcion tiene un mMaximo
o minmo relativo

f'(x) <0 | La funcion es decreciente

Del grafico se observa:

412

Como f'(x)>0 en xe<a,c>uU<e,+0>

la funcion es creciente

Como f'(x})=0en x=a v x=Cc v x=¢e

f(a)| . .
> Minimos relativos

f(e);

f(c)} maximos relativos

Como f'(x)<0 en xe<-«,a>u<c,e>
la funcion es decreciente

Sl

DE LA SEGUNDA DERIVADA
Yi f YA f YA ;
0] x O g j; 0 X
'(x)>0 {"(x,) =0 f{x}>0
" es concava punto de inflexion "f" es coOncava
hacta arriba enx = xg hacia abajo

La funcion es concava hacia

"(x)>0 arriba

e ——

La funcién tiene un punto de
f'(x) =0 | inflexién (donde cambia la

concavidad)
1

y LLa funcion es céncava hacia
| f"(x) <0 abajo

Del grafico se observa

e Como f"(x)>0 en xe<—-e,b>u<d, +o>
lIa funcidén es coéncava hacia arriba.

e Como f"(x)=0en x=b v x=d

(b, f(b))
(d, f(d))

- puntos de inflexion

e Como f"(x)<0 en xe<b,d>

la funcion es concava hacia abajo.

Ejemplo 1
Graficar la funcion:
f(x)= -{-3- - -)i -6x
3 2
Resolucion:
Tenemos:

f'(x})>0 = (x-3)(x+2)>0

XE =00, =2> U< 3, +oo>

La funcion es creciente.



CAPITULO VHI Derivadas
- Dernvaaas

f'(x)=0 = x=3 v x=-2 Resolucion:
, , 2x(x? —1)- x*(2x
f(-2) =10/3 | minimos relativos x" -1
—2
f'(x)<0 = (x-3)(x+2)<0 =
(x*-1)
XeE<-2,3>
La funcion es decreciente. —— (5% -1 )2 e9y (2 (52 1 )2x)
B 4
Analizando la segunda derivada (x*-1)
f'(x)>0 = 2x~1>0 = xe<1/2;00> C 6x2+2
En xe<l1/2;+oco> (x2—1)3

la funcién es cédncava hacia arriba.

1
f'"(x)=0 = XZE f'(x)>0 = x<0:fes creciente

Analizando la primera derivada

f'(x)=0 = x=0:minimo o méximo

1 37 , N
es punto de inflexion.

27 12 f'(x)<0 = x>0:fesdecreciente
f'(x)<0 = 2x-1<0 & xe<-:1/2> Analizando la segunda derivada
Fn xe<-o1/2> f'"(x)>0 = xe<-0o,—-1>U<] 400>
la funcion es concava hacia abajo. f"(x)=0 = xe@ = Z punto de inflexién.

Ahora con toda la informacién que tenemos f"(x)<0 = xe<-11> es céncava hacia

procedemos a graficar la funcion. abajo
Con toda esta informacién realizamos la gréafica:
AY
AY
-1 0 1
X

Ejemplo 2
Graficar la funcién:

-lﬁﬁ--&hhm--ﬂ—l-1-b-h-'---n-—lq--_*h

2

X
f{(x)=
(x) -
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Ejemplo 3
Respecto a la funcion:

f()=x"+ax+b, a,be N
Indicar verdadero (V) o falso (F)

[. Tiene 3 raices reales.
[[. Tiene una sola raiz negativa.
iIl. Posee inversa.

Resolucion:

Al analizar la primera dernvada se observa:

f'(x)=5x"+a>0, VxeR

entonces, f es creciente siempre.
Ademas, f(0)=b, f(0)>0
Bosquejando la grafica se tiene:

AY

Vemos que solamente tiene una sola raiz real que

es negativa puesto que: x,<0
LLa respuesta es FVV

2. MAXIMOS Y MINIMOS

Si tenemos X, € Df , se cumple:

|
0 X 0 X 0 )I(O

f’(xo) = {) /\f"(XO ) >0
lenemos un minimeo
en x = X

414

f’(xo) = () Af"(xo) < ()
tenemos un mMaximo
en x = x,

Algebra

v Y — 0| " Existe un minimo en x,
[xo) =01 (xo) > 0 que viene a ser: f(xg)

, _ y Existe un maximo en x,
Fixg) =0} 1"(xg) <0 que viene a ser: f(x,)

Ejemplo 1

Halle la altura maxima que alcanza un proyvect
lanzado verticalmente hacila arriba con un:z

velocidad inicial de 10 my/s.

Resolucion:

max

~ - O R T - - - -

V,=10my/s

A A AR e MR e W N am

T N A R

1
Sabemos por MRUV que h=vt- Egt‘? .....

Derivando respecto a t se tiene:

Vv

h'=vy—-gt=0 = t=-"
g
= t=1—qzls
10

Reemplazando en (o) :

] 10
h=v,+-g=10+—=15m
Vo8 >

= h . =1om

Es la altura maxima porque:
h"(1)=-g=-10<0
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Ejemplo 2 Ejemplo 3
Halle el maximo valor del volumen del cilindro que Calcular la maxima area del rectangulo inscrito en la

se puede inscribir en una esfera de radio V3 m . region encerrada por la curva y=-x"+3yeleje X.

. Resolucion:
Resolucion:

v =7nr‘(2H) = n(3 -H*)(2H)

v=2n(3H-H%) ...... (o) 2
Denvando respecto de H A=(2a)f(a)=(2a)(3-a")

— a3
Vl___2n(3_3H2):0 — H=1 A""'2(3a d ) ....... (a)
Derivando respecto de “a”

Reemplazando en () A'=2(3-3a2)=0 = a=1

v=2n(3-1)=4n
Reemplazando en () :

= Via =4nm’ A=2(3-1)=4u’
Es el volumen maximo porque: Es el area maxima porque:
v'(1)=2n(-6(1))<0 A"(D=2(-6(1))<0

1A DERIVADA EN EL ANALISIS DE ECUACIONES

1. TEOREMA DEL VALOR MEDIO
Dada la funcion f continua y derivable en [a; b]; entonces:

Y A
f(b)| __

Elx06<a,b> tal que

. _f(b)-1(a)..
E { %) = b-a

M O I Y A T BT RN S’y Sy Al o mmmw«wvmmj

wmmmwm-um\“

f(b)-f(a)

- — — - e e — b — —
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Ejemplo 1
Sea la funcion;

f(x) = ag!+ax+ax’+ax+a,

tal que tiene una raiz x;; donde x;€<0;1>,sise
cumple que:

a a a a.
D+t e—24d43, =Kk
5 4 3 2

Determine el valor de k.

Resolucion:
Asumimos la funcion:

2

5 4 3
dpX a X ds X AqX

5 4 3 2

g(x) = TagX

Aplicamos el teorema del valor medio en el
intervalo <0, 1> para g{x) se tiene I x,e<(;1>

tal que:

g’(X0)= g(li:ﬁ(O) o (0)

Pero observamos que g'(x,)=1f(x,) y como x,

es raiz de x, entonces:
f(x,)=0 = g'(x,)=0

Reemplazando en (o)

g(1)-g(0)=0
g(1) = g(0)

= 20,322,938 520
\....5 : 2 >

v

1t

K=0

2. TEOREMA DEL CERO

Sea la funcion f continua en el intervalo:
<a, b> se cumple que si:

f(a)f(b)<0 = Ix,e<a;b>
tal que f(x,)=0

416

Graficamente:

AY AY
f(b)

4 AR TR AR AR Ak T e AN

f(a)

" o e
4 o
55T et
=g ! e
oy W L TE o
%% 5, M A LK

El hecho que f(a) xf(b) > 0, no quiere decir
que no existe una raiz en <a; b> porque se
puede dar:

Y A
f(b){---\------------
fla)[~""" '
T a b X

Tenemos f(a)f(b) > 0 y vemos dos raices: |
X Xy en<a; b> |

B R P N AR

Ejemplo 1
Hallar una raiz de la funcién f(x)=2x’+x-1, en
forma aproximada.

Resolucion:
Se observa que:

f(0)=-1

f(1)=2
Por el teorema del cero se tiene:
Como f(0) . f(1)<0

= dx,€<0,1>/f(x,)=0
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A —————————— -

Graficando se tiene:

-
o

wr- -l wmh G An wm = e e -

Aproximando la raiz x, estableciendo una

semejanza entre los triangulos ADOA ~ ABAC

| 2

= — = ———

= 1-Xxy=2x, = 1=3x, = xoz%

3. TEOREMA DE LA RAiZ MULTIPLE
Si o es una raiz de multiplicidad k de la
funcion f(x) se cumple:

fla)=0 A f'(0)=0 A f"(a)=0
A f"(o)=0 A ... A f“- () =0

Donde: f (“x‘)‘ =0 es la derivada de orden (k-1) de

f(x).

Ejemplo

Si la ecuacion: f(x)=x"+ax+b; tiene como raiz
doble a 1.

Calcular (a+b)

Resolucion:
Tenemos: f(x) = x>+ax+b
Como 1 es raiz doble se cumple:

f(1)=0 A f'(1)=0

f(x) = xX>+ax+b = l+a+b=0 ...... (o)
f'(x) = x’+ax+b = 5+a=0
a=-5
En (o) : b=4
. a+b=-1

4 SUMA DE LAS POTENCIAS DE LAS RAICES

Se tiene la funcion polinomial f(x) y f'(x) su

f'(x)

derivada al efectuar la division f(x) , por Horner

se tiene:
| f'(x)
L
f(x)1]
a
—_—‘T——_—-——* —ias . ————————
A, &) Ay Ay ceennee. B iorens
donde

a, =X + Xy + X35+t Xy
donde x;, X,, X3, ....., X, SON raices de f(x) que es
de grado n.
Ejemplo

Si: Xy, Xy, X3, Xz X5 SON raices de: x°+x+1=0.
Calcular:

X& 4+ x84+ X3 +x3+Xg
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e

Resolucion:
Sea:

f)=x+x+1 = f'(x)=5x"+1
f'(x)

dividiendo f(x) , por Horner.

5 0 0 0 |
0 0 0 0 -5 -5
00 0 0 O

0 0 0 0 0 O

-1 0 0 0 0 O

-1 0 0 0 4 4
5 0 0 0 -4 =5 rerrrcreeenn
b
a0a1a2a3a4a5

= a, =X +x5+x5+X, +x5 =—4

5. SOLUCIONES REALES
Dadas las funciones f y g cuyas graficas son:

AY

Fl namero de intersecciones de sus graficasfy g
nos indican el niimero de soluciones reales de la
ecuacion f(x)=g(x).

Ejemplo

Indique el nimero de soluciones reales de la
ecuacion x’+x-3 =0

418

Resolucion:
Tenemos: x°=3-x
Graficando ambos miembros tenemaos:

Se observa que la ecuacién tiene una soiz
solucion real.

Ejemplo 2

Indique el nimero de soluciones reales de la

105

ecuacion x —|senx|=0

Resolucion:
Tenemos: x'°°=|senx]
Graficando ambos miembros tenemaos:

Se observa que la ecuacién tiene 2 soluciones
reales.
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| DERIVADAS PARCIALES

Sea f una funcién en dos o mas variables. Resolucion:

Tenemos f una funcion de tres variables: of 5 5 9
— =6xy" +12x
w=f(x,vy,2z) 0x ~ Y
Se tiene: La variable y se comporta como una constante.
of
i evivada parcial de f respecto a x. - 30xy" +24x°y
X

Qﬁ derivada parcial de f respecto a y. La variable x se comporta como una constante.

dy

3 Ejemplo 2

éi derivada parcial de f respecto a z. Obtener las derivadas parciales de la funcién:

z
Para obtener las derivadas parciales de una funcién f(x;y; 2) = 3x%yz’'- : Yz
respecto a una variable en referencia; las demas 7
variables se asumen como si fueran constantes. Resolucion:
Las dernivadas parciales tienen aplicacion en of ;1 4
matematicas superiores como, por ejemplo, en la 9 x bxyz" ~ -y
resolucion de ecuaciones diferenciales.
-a—f =3x%z" - :_3_)0,22
Ejemplo 1 J y
Dada la funcién: f(x;y) = 3x%°+2x5)?
oty O Of LB N S
allar — —
ox ° dy 9z 7
| DERIVACION [MmPLICITA |
Nos permite derivar una funcién sin Como x=1, entonces y=1

necesidad de despejar y en funcion de x.
Para realizar este proceso se debe tener en cuenta
algunos aspectos, como por ejemplo: Ejemplo 2

Reemplazando: 1+2y'+2+y'=0 = y'=-1

* xy=x’ = l.y+xy'=2x Haslle la pendiente de la recta tangente a la curva:
+ = 3 cuando x=1
. xy3 =213 — l'y3 +x(3y2 .yn)zgx-zm o ny
3 Resolucion:
De la condicién: xy3+2xy = 3
Derivando ambos miembros:
Y’ +x(3y°y)+2y+2xy'=0

como x=1, entonces y=1

Ejemplo 1
Dada la siguiente relacién: xy*+x%y = 2
Halle: y', cuando x=1

Resolucion: | | 3

. = —  ——

Como xy* +x%y=2 Reemplazando: 1+43y'+2+2y'=0 y :
Derivando ambos miembros: | | %
Y +x(2yy )+ 2y +x%y' =0 . la pendiente es .-
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/ [IFERENCIALES

Sea f una funcién definida sobre un intervalo
abierto que contiene a “a”.
Tratemos de aproximar las ordenadas f(x)
cercanos a “a”. Usemos una funcidn lineal por

ser lo mas simple:

¢Cual debe ser la pendiente de £, para

conseguir una aproximacion éptima de f(x) para
valores de x cercanos a “a”?

v Consideremos el error E(Ax) , pues depende de
4x, al hacer nuestra aproximacién. Tratemos de
{ minimizarlo.
flatAx)
jm—-—'f(a) __ ! e %
a at+Ax X

Zn: y=f(a) + m(x-a) ; m: pendiente

(ecuacién punto pendiente de & )

En x=a+Ax la ordenada mediante t es E(Ax) =f(a +Ax)-(f(a) +m - Ax)
aproximadamente la ordenada segin larecta £ _
(a+Ax), o sea:

fla+Ax)=f(a)+m(a+Ax—a) Vemos que cuando Ax tiende a cero E(Ax

también tiende a cero.
Esto significa que para valores muy proximos &
“a” cualquier recta da una buena aproximacian

E{(Ax)
AX
saber cOmo es el error en la aproximacién pars

=fla+Ax)-f(a)-m Ax

Ejemplo:
Dado f(x) =%/x , calcular aproximadamente £(8,1) Consideremos
usando una recta de pendiente (1/3).

. Esta fraccion nos hace

Resolucion: :
cada valor del incremento Ax.
f(x)=¥x .
1 1 E(Ax) f (51_ +Ax)-f(a) - mAXx
=5, Ay=0,l=i-6; m=3 Ax Ax
Sabemos que: f(a+Ax)=f(a)+m-Ax _ E(Ax) fla+Ax)~f(a) o
=» f(8+fla]zf(8)+—%--i% Ax Ax i
1 Bl Para la aproximacién optima: lim -(A)f-)- =0
= fB)=¥8+—=— Ax—0  AX
30 30 Tenemos que:
= f(§,1) = 20,033 _
lim [f(a"'w_.m]:o
-~ 38,1=2,033 4x-0 Ax
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e e e e A VGOD

= him fla+Ax)—f(a) o
A x—0 Ax

h— e

/]
-

= f'(a)-m=0

= m ={'{(a)

En conclusion, la aproximacion de f en los valores
cercanos a “a’ mediante una recta se hace 6ptima
cuando f es derivable en “a” y dicha recta tiene
por pendiente a f'(a). Es decir, hablamos de la
recta tangente a f en x=a.

fla+Ax) =f(a)+f'(a)Ax

Definicion (diferencial o incremento de f)
El diferencial de f en x=a correspondiente al
incremento Ax viene dado por:

df(a) =1'(a) - Ax |

I. Una funcion es diferenciable en x=asi |
existe elf(a).

2. Si para todo xeA existe f(x), decimos |
aye fesdiferenciahleenA ..
3. Yavimos que fes diferenciable en “a” si |

({2 )

ysolosifesderivable en“a”.
4. Seaddiferenciableenx VYxecA

54’-‘% For L A e WFW‘)—P\”’WWW AR,

i) =100 -Ax |

AR AT AAAAAAATRARIV AR s wmmmﬁmmvf

e e T Y T N A7 N 07 A AT 11

Ejemplo 1

Si f(x)=x"
= df(x) = 3x°. Ax
es decir d(x*)=3x%. Ax

Ejemplo 2
Sif(x) =x

= df(x)=1-Ax

grn—
es decir: | dx=Ax’|

&

WMMW

Luego: d(x’)=3x*-dx
En general; idf x)*,f"(x)'dk’%

Ovm-r ¥ WY AN BRI A A A A, ANWN.MMW

Ejemplo 3
Dado f(x)=x*, calcular Af,si Ax=0,3 y x=3

Resolucion:
Sabemos: Af=f(x+Ax)-f(x)

= f(3+0,3)-f(3)
= £(3,3) -f(3)

= (3,3)*-3?

= 1,89

Ejemplo 4

Sl la longitud del radio de un circulo es 8,25 m. En
cuanto se incrementa su area, si el radio se
incrementa en 0,05 m.

Resolucion:
El area del circulo es: A(r)= 1 1

Como r,=8,25 y Ar=10,05

= AA=A(r, +Ar)-A(r)

= A(8,3)-A(8,25)
= 711 (8,3)°- 1 (8,25)?
= 0,8275 1 m?

Ejemplo 5

Calcular en forma aproximada $/3127

Resolucion:
Asumimos f(x)= ¥x
donde: a=3125, f(a)=%/3125 =5

Como: f(a+Ax)=f(a)+f'(a)dx

f(3125+2) = f(3125) + f'(3125)(2)
Tener en cuenta que:

|

f! — 4 4/5
(x) 5x
1 1

f1(3125)=—(3125)"%° =

= F(3125) = (3125) 3125
1

. f(3127)=5 2

(3127) =5+ 515=(2)

= Y3127 =5,00064
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(AiLcuLo INTEGRAL

En el capitulo de derivadas a partir de una funcién se obtiene su derivada, a ello se llama CALCULC
DIFERENCIAL. Ahora el problema es que a partir de la derivada se debe obtener la funcion, a esto se

conoce como CALCULO INTEGRAL.

INTEGRAL INDEFINIDA

Consideremos un problema donde a partir de
la derivada se busca hallar la funcion.
Consideremos:

_dy 4,0
dx
Por conceptos de derivada sabemos que una de

las funciones cuya derivada es ((:y =3x*; puede
' X

ser: y=x". Igualmente se puede ver que existen
otras funciones con esta propledad como Son:

]

y=x"+1; y=x"+ 5 en general y=x"+c; donde

“c” es una constante arbitraria para denotar la
operacion de encontrar la funcion general de
donde proviene la derivada.

Se utiliza el simbolo: I que se llama una integral

o simbolo de integracion.

En general:

m}?ﬁ W

Zacds L r/mwmwﬁwmwmmm e e e G e Gt WM‘.}

Si d(F{,x)+c) B f(x}
d-x -

{

:

%

g ' s
:

»

%

1

f

denotamos j f(x)dx F(x)+c

y se iee, " “la integral de f(x) diferencial de
. oXes F(x)-!-c” |

T mnN N Ve gty BN o o e g e e e U M NN R

e 7 T, 0 £ AR Al A B RS AL EL P M SN A, O, MW LB AR LA 2w A3 LAY LS 1) SV LIS GG N AP A F SIS TR D 4 £ AN G A A »«j

La funcién f(x) se llama integrando; dx indica la
variable en términos de la cual debe darse la
funcion resultante.
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F(x)+c, se llama la integral de f(x); donde ¢ es
una constante de integracion en nuestro ejemplo:

J‘(sz)dxzx3 +C

Ejemplos

Jcosxdx =senx+c

d(senx +c)

porque: =COS X

()
I(x5+2x+3)dx:£6—+x2+3x+c

porque:
[ B h )
dd }; +x°4+3x+c |=x"+2x+3
A\ y

_fe"dx —e' +C

d X
porque: — =(e* +c)=e
dx

Ejercicios:
Calcular las integrales indefinidas

[x*dx
2. JS(x+ Ddx
3. [sen3xdx
4. [(cosx +x*)dx
5. [ +x+Ddx

6. J'(es“I )dx



CAPITULO VI

Derivadas

1. CALCULO DE INTEGRALES POR SUSTITUCION
Mediante la ayuda de propiedades que se
conoce de derivadas puesto que la derivada de
una suma de funciones es la suma de las
derivadas, entonces, la integral de una surmna de
funciones es la Suimna de las integra]es.

De manera analoga como la denvada de una
constante multiplicada por una funciéon es la
constante porla denvada de la fun(:xon entonces:

/ z

Se tiene: —
dxi{ n+l

y
Por definicién de integracidon como proceso
inverso de la diferenciacion, entonces:

By , d (lnx)
También se tiene: =—
dx X
dx
Entonces: < Inx+c¢

esto es s1 x>0; en general

dx {]HX’ x>0

x |In(-x); x<0
£ d?" B ]
Por lo tanto: ! _f X ln]xi +C

Ejemplos:
I(x"dx +2x +3)dx =fx3dx + Zdex + SIdx =
x/l

== +x°+3x+c

(2 1)
2. J X +] dx:j x+—1- dx =
C* ) X

2

.[xdx+'|'-;(—dx =%+]nx+C

Resultados Notables

oM, mm-wmw ; y
who “ 5-,,

B -

'

" - ’ -
Lo

c) ''''' sez: d tan;g}c """
d) j' secx'tanx;ix---- secx+c 3.
Y S ’3

Ejemplos:
1. Calcular: J'x/x-t-ldx

hacemos: x+1=u°

= dx= 2udu

Reemplazando: I 2u°dp = %pﬁ +C

— J‘sfx—-bldngug+c

2. Calcular:

jsenzx cos x dx

hacemos: M= Senx

= du=cosxdx

3

Reemplazando: J pidu = %— +C

sen’x

— _[senzx cosx dx= +C

3. (Calcular: I(Jl+s€nx COsS X+ x\/x2+l)dx

—I(Jl+se cosxdx+jx\}x +1dx
(@ (b)
a) Hacemos: l+senx=pW’

= cosx dx = 2udu
Reemplazando:

= 32-,[1 rsenx + C,

3
f2|.12 dp = 2;1
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b) Hacemos: x*+1=t Ejemplos:
2x dx = 2t dt 1. Calcular: I xe'dx
Reemplazando: Sea: u=x : dv=e*dx
2 s e 13 du=dx ; v=e”*
[t di==+c, ===+, = [xe*dx = xe” - [e*dx
Luego reponiendo (a) y (b) = xe'-e +cC

I(s/l +senx COSde+x\/x2 +1)dx =
2. Calcular: j e* senx dx

3 du=cosxdx; v=e”
Ejercicios: - fe"" senxdx = e*senx — fe"' cosx dx
Calcular las integrales: M(WS_H
X
1. I( x*+1+ z}dx Calculamos la parte (o) por partes:
x U=CoSX ; dv=e'dx
du=-senxdx; v=e”
2. J‘ \/}; = dx

— je*’ cosxdx = e cosx ——J'~e*'senx dx

2
3. j (cosx+cscx)dx Reemplazado (<) :

4 dx J'e* senxdx =e’'senx ~(e* cosx + _[e"’senx dx

X +1

== 2.]'exsenxdx=e"senx-e"cosx
5. _[(cosx+e2"‘”)dx

X X

6. J‘x(x2 +- 1)% dx = Ie" senx dx = e7:aenx—  cosx
2. CALCULO DE INTEGRALES POR PARTES '

Escribamos la féormula para derivar un
producto:

d(uv) . du v du Tener en cuenta las siguientes relaciones.
dx dx  dx o
Multiplicando por dx Ie‘“‘ senbudu = T (asenbu—bcosbu}+c
d(uv)=udv + vdu o
= udv = d(uv) -vdu fu" Inudu = — =[(n+Dlnu-1]+c
, (n+1)

Integrando ambos miembros

Iudv Jd(UV) - Ivdu _[e cosbudu = e:“b (acosbu+bcosbu)+c

a
.
= @udv ”UVM::’E(WEJ Iuneau du — _uneau _ _Z_Iun- leau dU

Es la formula de la integracion por partes. —

RN e B I R R I SR I IR
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CAPITULO VIII Derivadas
-_— @ Derivadas

INTEGRAL DEFINIDA

Se llama integral definida de una funcién la:b]
a la integral:

.....

%0 Y

REEE PV TIPS A S ARSI N, Mmm

ay b se llaman limites de integracién.

A M an

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

St y=1f(x) es una funcién continua en
la;b] entonces

| [ 1) dx =F(b) -F(a) =F(x)|°

donde F'(x) = f(x) |

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DE UNA
FUNCION CONTINUA

Sean f(x), g(x) dos funciones continuas en
la; b], entonces:

1. f: [f(x)+g(x)]ldx = J: f(x)dx+ Lb g(x)dx
2. J:kf(x)dx = kfabf(x)dx . K cte. real
3. f:f(x)dx :fdcf(x)dx+fcbf(x)dx ce [a; b]

4,

fabf(x)dx‘sfablf(x)ldx

Ejemplo 1
Halle la integral definida de la funcién: f(x)=2
en el intervalo: 1=[-1: 2]

Resolucion:

[ 100dx = [*2dx = 2x[* = 2(2) - 201)

= 2

Graficamente vemos:

AY

Vemos que: ff(x)dx = AREA =1x2

Ejemplo 2
Halle la integral definida de la funcién f(x)=-2;
en el intervalo: I=[~1:3]

Resolucion:

J.sz(x)dx = fj (-2)dx

=~2x[=-2(3) - (-2(-1)) = -8

Graficamente vemos:

‘Y

A=2(4)=8
— [ f()dx=-A=-8

kn general:

A= j:f(x)dx

"A” es el area limitada por la curva veleje X en el
Intervalo [a;b]; donde la funcién debe ser
continua.
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W

Ejemplo 3 4 1 1
Calcular el area Iimitada por la curva: y=x"y el Cy = f(-r-l-] = )
eje X en el intervalo: {0;1]

2) 2°
Resolucion: c; =1 . = )

4}/

y —x=f (x)

n n

C =f(9—-1-1—): (n-1)

Ahora sumamos las areas de todos los rectangulos
sombreados:

Sn:c}(i—o)ﬂzz(z 1)+c3(3 2)+...
n n n n n
3

]

A=[ f)dx = [ x'dx =" . (1 n_l)

S 0F 1,

— U 2 1)2
3 3 3 snzo(l}r 12(1]+22(1)+._'+(n 21) [1)
n) nin) 2°{n n n

A continuacién vamos a comprobar el resultado

mediante limites utilizando la suma de Rimman. S = ig (1 +922432 4. +(n—-1) )
n

S - I (n-Dn(2n-1) (n-1(2n-1)
" nd 6 - 6n°

- 2n°-3n+1

S
" 6n°

Si hacemos que: n —> < obtenemos el area

’*X exacta
, . . 2n°-3n+1
Area=lim S, =lim =
Dividimos el intervalo: {0;1] en “n” subintervalos &
de igual amplitud, por lo tanto, la longitud de cada [ Vo
l =hm— Z—ng% -
subintervalo es ~. Los valores minimos en cada e 6\ ) 3
subintervalo son:
, ] "
= Area=-—U
c,=f(0)=0 3
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—'_—'—___——'——"——'—-———_——————_-_—__—.___—_______

VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION

Sea f una funcién continua en [a:b], “S” el
solido de revolucion obtenido por la revolucion
alrededor del eje X de la regién limitada por la
grafica de “f” y el eje X en el intervalo: [a:b]
entonces el volumen es:

y X
AY
= Ly ;
T S 3 A — >
‘\Ia: /) b Y

donde:

\/')(zat(f(x))2 dx ; representa el volumen del
cilindro de radio f(x) y altura dx.

b X —

Fiemplo 1
Halle el volumen del solido que se genera por la

rotacion de la region limitada por la curva: y = JVx
v el eje X en el intervalo: [1:4]

Resolucion:

Ejemplo 2
Halle el volumen del sélido que se genera por la

. e . 1
rotacion de la region limitada por la curva: y=—
X

y el eje X en el intervalo de: [ 1:3]

Resolucion:
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AY

2
V = njd(lJ dx =-n
Hx

Y

2 |—

4
|
]

il
i
=
7N
o |
I
it | s
N~
!
| Al
=
g
(W

Ejemplo 3
Halle el area de la region sombreada.

AY y =x+1

Resolucion:

Ejemplo 4
Calcular el area de la region sombreada.

\: \I %EE.'* :.~ H >

N
.&,'.
<
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Resolucion:
_ S 9 B x3 4
A—Iz(x )dx ( 3 )[2
3 03
A:i._.Z...._—_S_GUQ
3 3 3
Ejemplo 5

Encontrar el drea bajo la curva de y=senx y el

eje X en el intervalo [0;2x].

Resolucion:

Graficando y=senx, xe€ |0;2n]

El area pedida es la suma de las areas de Ay B.
- n
A= '{O senxdx =—logx|0

=—1-(-D=2

El area de B esta totalmente por debajo del eje
X, por lo tanto al evaluar la integral definida

en [n;2n] se obtendrda un nimero negativo.

entonces el area para B se tomara con valor
absoluto.

It 2n

B=

n

senxdx I =l{~cosx)

n

=[-1-(D|=]-2]=2

El area pedida es:
(2+2)u? =4u?



Problemas Resueltos

Prohiema 1
Calcular el siguiente limite:

lim

A—1

Nsenx -xsenn
NCcCOSX—XxXCcosn

Resolucidn:
Aplicando la regla de H’ospital, derivando
numerador y denominador separadamente:

Iim( NCosx —senn )_ senn-—ncosn

x->n|l —Nsenx—cosn/ nsenn+cosn
Prohiema 2
Calcular el siguiente limite:
. x*-1
Iim
-1l Inx )
Resolucion:

Aplicando la regla de H’ospital, derivando
numerador y denominador separadamente y
teniendo en cuenta que:

ALIAIIAVPRARRARARS

A Y AR AP AP NN AR BRSSPI VIAS B AAAR \wap ‘redse

y=x" = y'=x"(Inx+1)

(o ox ) _
i | X (Inx+1)-0 =Q=I
x—1 _l 1
\ X /
Prohiema 3

Halle a y b si la funcion:

ax® +4x%, x<-1/2
f(x)=
bx-3 |, x2-1/2

es diferenciable en todo R

Resolucion:
Se observa que en las reglas de correspondencias:

y, = ax’+4x*, para x<-1/2

Yy, = bx-3, para x>-1/2
Ya son diferenciables o derivables, pero debemos
analizar también en el punto x =-1/2 planteando

las condiciones de existencia de la derivada en el
punto x=-1/2

.y, (-1/2) =y,(-1/2)

L. y'(-1/2)=y,'(~1/2)

De () v(B): a=-8 b=-10

Probiemad
Indique el namero de raices reales de:

(- {(x=-7)(x’-8x+15)+
(xc+ D=2 (*-10x+24) = 0

Resolucion:
Tenemos:
f(x) = (-1)(x-D(x-5)x-3)+
(x+1)(x-2)(x-6)(x-4) = 0
Vemos que:

f(-D=(+)
f(1) =(-)

f(2)=(-)]
(2)=( )>3xle<2,3>/f(x1)=0
f(3)=(+)

f(4)=(+)
f(5)=(-),

f(6)=(-)
f(7)=(+)

Vemos que sus cuatro raices son reales ya que:

- Ix,e<4,5>/f(x,)=0

}3x3e<6,7>/f(x3)=0

{X0, X1, X5, x3}C R
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Problemad
Graficar la funcion:

f(x) = 2x—-tan{x); xe n;
x) (x) <22

Resolucion:
Analizando la primera derivada:

f'(x)=2-sec’x

= f'(x)=0 = secx =12

= X=— V X=~

PR 1 N PSS T (L L
4) 9 4] 2

SON Mmaximas o minimas.

= f'(x)>0 = sec’x<?2

= —\/§<secx<\/§

n n .
. En < . > es creciente
4 4

= f'(x)<0 = sec’x>2

= SeCcCX>V2 Vv secx<-\/§

. En < z. n>u<n'5> es decreciente

2" 4/ "\4' 2

Realizando la grafica se tiene:
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Prohiema 6
Halle la relacién entre a y b de modo que la
ecuacion:

ax =b"; b>1
No tenga soluciones reales.
Resolucion:

Graficando las funciones considerando
inicialmente un punto de interseccion.

En el punto x, se cumple:

(Den(2): Ax;Inb=a = x,=log,e

Reemplazando en (2):

Bo%einb=a = a=elnb

Conclusiones:
I. Sia=elnb = existe solamente una solucion

real.

[I. Sia>elnb = existen dos soluciones reales

[[. 0<a<elnb = no tiene soluciones reales.



CAPITULO VIII Derivadas
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Prohiema 7 Problema 9

Si f(x)=ax’+bx?, halle a y b de modo que la Dado y =x“+ax+b, de modo que y=3, sea un
l%rff(lfaSe f tenga un punto de inflexién en el punto minimo de este trinomio en x=1, halle a y b.
Resolucion: Resolucion:

U2
Derivando f'(x) =3ax?’ + 2bx Como y =x"t+ax+b

= y =2x+a
f'"(x}=6ax+2b

Como P=(1, 2) es punto de inflexién, entonces, Por maximos y minimos
fﬁ(]) = 0 y, _ 0
Reemplazando en 2x+a=0 = a=-2x

f"(x): 6a(1)+2b =0 Como x=1 es un punto critico.

= a=-2(1) = a=-2....(a)
Ademas, siP=(1,2) = f(1)=2

Ademas,
Se reemplaza en f(x): o
a(])3+b(1)2:2 \ ):,(l) , = 3 = minimo
a+b=2 (B) l+a+b=3 = a+b=2 ....(§)

Resolviendo (o) y (B): a=-1 A b=3 Se reemplaza (o) y (B):

Probilema 8 1= b=d
Hallar dy st y="£f, .\, f'(x)=sen(x?) Problema 10
dx { X1 ) Dada la funcién f tal que:
Resolucion: f(x)= 5x%+ % xeR”
Hacemos g(x)= 2;;11 = y=f(g(x)) Determine el menor valor positivo a para que se

cumpla f(x)=214, V xe Df

Resolucion:
2x ~1 | 3 Dato: el minimo valor de f es 14
g(x)= = g'(x)= I (2)
+1 (x+1) _
Derivando
' . | 2x o 1 ; 5&
['(x)=sen(x®) = f'(g(x))=sen ... (3) f'(x)=10x-—
x+1 x®
Se reemplaza (2) y (3) en (1): Igualando a cero y despejando se tiene:
2 [
dy 3 ( 2x —1 y =72
—_— = 5 sen \ 2
dx (x+1) X +1
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Reemplazando en la funcion t

2
t—

\

57

=14
\

—
a.
5 5

a
—
a
2

Al efectuar tenemos:

a=16J§

Prohiema 11
Determine el siguiente limite

lim (‘ijx“ +tax™ +ax"C + ... +a, —X

X—>+ o<

Resolucion:
n( al a2 an
lim of{x l+~—+—2+ ..... +-— |- X
e X X X
al a2 an )
Im xt o 1+—--+-—2+ ..... +—n——l
X— +o0 \ x x x )
a, a a
'{/1+-—-‘-+—§+.....+ n 1] 0
lim s A X =
X~ +oa 1 O

Por H’ ospital se tiene como respuesta:
d
n

Problema 12

Calcule lim (if X+ 38 =3 + x2 )

Resolucion:
Dando forma:

Liirl{(i/le i xd —x)-d+ 22 - x)}

= lim (i/x4 +x° - x)-— im (:ng + x% - x)

X0 X—r00

Racionalizando se tiene
1 1

"4 3

i
12
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Prohiema 13
Dadas las funciones f y h tal que:

f(x) = x*~3x-2
h(x) = x(2-x)

Determine la grafica de P siendo:

2+f(x), x>0

P = -1, x<0

Resolucion:
Reemplazando los datos:

x*=3x, x>0

—(x-1)", x<0

P(x) = «

Graficando cada regla de correspondencia.

AY

4

Problema 14

Si xv'=3x’+y-1, VxeR donde y=y(x)

encuentre y(2) si se sabe que la grafica de iz
funcién y=y(x) presenta extremo relativo er

5
X = ——

6
Resolucion:

Como xy'=3x°+y-1 VxeR
Para x =0, 0 =y(0)-1 = y(0) =1



CAPITULO VHI Derivadas
-_— e Derivadas

Ademas, derivando se tiene:
Xy'+y'=6x+y'

= xy"=6x, VxeR

= y"'=6

= y'(x)=6x+m........ (o)

= y'(-5/6)=0:6(-5/6)+m =0

= Mm=25

También de () : v(x) = 3x°+mx+n
= 3x*+5x+n

Como y(0)=1 = n=1
- y(0)=3x"+5x+1

y(2) =3(2)°+5(2) +1
= 23

Luego,

Problema 15
Indicar verdadero o falso en las siguientes
proposiciones:

L Si f(x)-f'(x)>0 VxeR  f(0)-f(2)<0
entonces, f es continua en R

[I. Seanfyf'continuasen R .
31 f'(x)>0 V xe R, entonces, dce R/f(c)=0

. Sean f y f°
f'(x)#0 YxeR, entonces, f es inyectiva.

continuas en R si

Resolucion:
[.  FALSO.Como f(x)-f'(x)>0 ¥Vxe R

* Para f(x)>0 se tiene f'(x)>0, es decir

la grafica de f por encima del eje X es la
de una funcién creciente.

* Para f(x)<0 se tiene f'(x)<0, es decir,

la grafica de f por debajo del eje X es la
de una funcién decreciente. Con esto, f
Nno puede ser continua.

[I.  FALSO. Como f'(x)>0 VxeR, entonces, f

€s creciente; esto no implica que la grafica
de f cortara al eje X, por ejemplo:

f(x)=e"
f'(x)=e*>0

Sin embargo, f(c)>0 VxeR
lli. VERDADERO. Como f

f'(x)#0 Vxe R entonces f'(x)>0 Vx v

continua vy

Filx)<0 Vx = f ..V fiee. €n R .

Problema 16

Calcular el drea maxima de la circunferencia
Inscrita en el trapecio si h=2b A B+2b=§

—b—]
2R

Resolucion:
El area méxima de la circunferencia ser3 porque
en el trapecio el area es maxima:

B+b 8—b
:>S-[ ; th( 7 J,Zb

S = 8b-b?
9 _0=8-9b=0
db

b=4
h=2b=2r = r=4

Sinax @ = Tr* = 167

2
4 b <0
db

= €S un punto maximo.
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Prohlema 1} Resolucion:

Se tiene una casa de forma rectangular. Se desean

enchapar las paredes. Calcular a cuanto ascenderia Itun 2tun stun niun
el presupuesto, si la casa posee 3 ventanas de d L d L d d

5 m? cada una y 5 puertas de 5 m* cada una.

b, a, h dimensiones y b+a+5h = 50 - e, =nd+nL

(costoxm®)=S/5
€,y =V-{ = nd+nL=10t

I nL=10t-n(t-5)°
h
| b

L=—t—(t-5)
Il

Para que sea minimo el tiempo, la distancia debz

Resolucion: o
ser maxima.

= S, =2bh+2ha-3(5)-5(5)

dL 10
——=—=-2(t-5)=0
S, =2h(b+a)-40 dt n (t=5)
S, =2h(50-5h)—40 10 _ott—5)
n
S, =100h—-10h*-40 -
—+>=t
95 _100-20h-0 n
dn '
l1+n
d252 — 920 indica que serfa maxima ascenderia
dh Problema 19
= §, =2h(50-5h)-40 Se da una circunferencia de radio R donde ==
divide su diametro en dos partes que se toma”
S, =10(50-25)-40=210 como diametro de dos circunferencias. Haile =
S, =210 2 cadam?=5S/5 drea maxima de la superficie comprendida enrz

las 3 circunferencias.
— Presupuesto = 210x5=S/1050

Resolucion:
Problema 18 Sean 2ay 2b los diametros de las circunferencias
De la figura el tren mide L Inscritas.

Esto es: a+b=R
Sea S el area comprendida entre las :
L circunferencias:

S =nR? -ma’ — b*

V=10 m/s (velocidad del tren)

= nt| R? —a? ~(R-a)?]
Calcular el tiempo minimo t que demore en pasar

los n taneles de distancia d si d=(t-5)* metros = 2n(Ra —a®) =2na(R -a)
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Pero, sabemos que el maximo del producto de Resolucion:
los factores a y R—-a cuya suma es R, se verifica
cuando dichos factores son iguales. Por dato: ax =3 cm/s
Estoes: R-a=a = a= R “
0€s. -a=d 4 ) Tenemos que hallar el punto (x;y) tal que
A b= R = (:jy
5 dt t
R Como 2y*=7x derivando implicitamente con
WS = S respecto al tiempo t, tenemos:
d dx dx d
Prohiema 20 4}"&%:7-&'{ . [_d_t-:?d_{-]
Hallar el area del mayor rectangulo que tiene su
base inferior en el eje X y con dos vértices en la 7
— = 4y =7 = y = —

curva y=12-x* 4
Resolucion:

Ademads 2y°=7x = x =%

{7
= (x;y)=| = -
(x;¥) ( 2 4)
Problema 22

Sea f una funcidon derivable en todo su dominio
tal que f(x) es de segundo grado y se cumple que
f'(x)—-a=6x. Calcule el minimo valor de f(x) si
posee valor minimo parax=-2y ademas f(0)=17.

Resolucion:

f'(x)=6x+a

A = 2xy = 2xy = 2x(12-x°)
= A = 24x-2x
= A'() = 24-6x"= 0
= x'=4 = x=2
y=28
= A = 2xy = 2(16) = 32

Cuando: x=-2: f'(-2)=-12+a=0

= a=12

Como f(x) es de segundo grado

= f(x) =3x*+12x+b
Prohlema 21

Un punto se mueve sobre la pardbola 2y* =7x,

de manera que la abscisa aumenta
uniformemente 3 cmy/s. ¢En qué punto aumenta
la abscisa y la ordenada a la misma razén? minimo f(x) =f(-2) =5

Comof(0)=b=17

Por tanto: f(x) = 3x*+ 12x+17
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Problema 23
Sea f:R - R tal que f(x)=(2x*+3x)e".

Determine o+ f+vy tal que:

af"(x)+Bf'(x)+ye* =f(x), VxeR

Resolucion:

f(x)=(2x"+3x)e"

f'(x) = (dx+3)e*+ (2% +3x)e*
=(2x*+7x+3)e*

f"(x) =(@x+7)e"+(2X* + Tx+3)e"
=(2°+11x+10)e"

Se cumple: af"(x)+pf'(x)+ye* =f(x) VxeR
a(2x% +11x+10)e” +B(2x2 +7x+3)e* + ye*

= (2x2 + 3x)e*

20 +B)x* + (11 +7B)x + 100+ 3B +y
N N e e

2 3 0
§2x2+3x+0

Se deduce que:

o+p=1
lloo+73=3
10a+3B+y=0
=-], B=2, y=4
Por lo tanto: a+B+y=~1+2+4=5

Problema 24

Un viaje subsidiado por un colegio costara 15 soles
a cada alumno si viajan no mas de 150 alumnos:
sin embargo, el costo por alumno se reducira 0,05
soles por cada uno que sobrepase los 150 soles.
¢Cuantos alumnos deben realizar el viaje a fin de
que el colegio reciba los mayores ingresos brutos?

Resolucién:
Sea x: # alumnos
[(x): ingreso bruto total por x alumnos.

l I15x, x<150
X)=
(15-0,05(x -150))x, x>150
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Piden: maximo valor de I(x)
Cuando x <150 I(x)_. =15(150)

2
Cuando x >150 l(x)=15x—-%+-12%)-x
2x 150
'(x)=15—-—+—=
(x)=15-35+55 =0
= x =225
2

Ademaés ["(x) = ~50 <0 = Para x=225 habra

mMAaximo.
(225)* 150
1(225) =15(225) - ~———— + —=(225
(225) =15(225) o0 20( )
Graficade [(x)
{x)
|
X
0 150 225

Respuesta: # alumnos: 225

Problema 25

Trazar una recta de modo que pase por el punto
(1, 4) como indica la figura; y que la suma de las
longitudes de los segmentos cortados por dicha
recta en los ejes coordenados sean las menores
posibles. Indicar la recta L.




CAPITULO VI

Derivadas

Resolucion: Derivando se tiene;
Sea S=a+b..... (1) -
d'(x) = X a2+p =(
L=X4+Y ;)(x+oc) + 2px
a b
(14el Para d'(x)=0
L Se ti +p=0
-t etiene x-o+p=
X=0—-p
4
b=—" ... (2)
a-1 Prohlema 27
Un cuadro de 1,4 m de altura cuelga de la pared
2 o .
(2) en (1) S(a) =2 +3a de rpodo que su borde. inferior estd a 1,8 m por
a-—1 encima del radio de la vista del observador. A qué
distancia de la pared debe situarse el observador
t (&‘3)(&4‘]) - w4 , .
S'(a) =-— —_r para que su posicion sea la mas ventajosa para

S(a)=0 = a=3 6 a=-1

a=3 A b=6

contemplar el cuadro (es decir, para que el 4ngulo
visual sea mayor posible).

Resolucion:
1.4

E. + _)_, =] 1

36 %
Prohiema 26 -
Dada la pardbola y*=2px y un punto en su eje, a :
una distancia o del vértice. Indicar la abscisa x l
del punto de la pardbola méas préximo al punto O
referido. l X I

Sea o el dngulo 6ptimo y sea x la distancia del
observador a la pared.

Del grafico: cotb=— =

x _5x
3,2 16

S5x
0= t] —
- 0=arccol )

X DX

Cotb = =
=137

Resolucion: = P =arccot (g-x]

Sea d la distancia minima del punto P(x; y) al
punto A(q, 0)

d = \/(x—oz)2 +y? = \/(x—a)z +2;x

6=0-0 = olx) =arccot(—]5—g]—arccot(§§)

o'(x) = — :80 -+____i§____
256 +25x% 81+ 25x2
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Si a'{x)=0

30 45
= -
256 +25x*  81+25x°

Problema 28

nb" '(a-b)

Si -
a' -b"

<k kel

ademas

n __ N
R > a*l 3 Re”Z
na" (a-b)

Calcule minimo (k) méas minimo (R)+1
(Sugerencia: aplique el teorema de Lagrange)

Resolucion:
Sea f(x)=x" = f'(x)=nx""

f es continua en [b; a] y derivable en <a; b>
~. por el teorema de Lagrange (valor medio)

3ce<b;a>/f‘(c)=f(a)*f(b)
a-b
N0
. nett=2 b _, n(a—b)c"'=a"-b"

a—b
Dado que ce<b;a> — b<c<a
Para n>1—-n-1>0 5b™'<c™<a"”
Sia>b—oa-b>0 = n(a-b)>0
- nb™(a-b)<nc"'(a-b)<na""(a-b)
pero nc"'(a—-b)=a"-b"
- nb™(a-b)<a"-b"<na""'(a-b)

s k=2: R=2

Respuesta: o
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Prohlema 29

Halle el &ngulo 6 en la siguiente figura, sabiendo

que el cono tiene la menor superficie lateral
posible y que esta circunscrito en torno a una

esfera dada. Indique el sen®

Resolucion:

Sea S la superficie A

lateral optima. / e

Sean x ey el radio y la

generatriz del cono. y F\ 3

o =20 , .

S= Trg = nXy ‘ ‘
y= AD+DC B—x—i¢

DC=BC .. y=Rcot8+x

en Age y=Xxcsch

Rcos0
X =
l-sen®
y= Rcotd
l1-senb6
L g - mR%cosOcotd _ mR*(1+senb)
o (1-sen)’ (1-senB)senb
- , S
S.anRg cosB(sen 6+2sen28 1)
. (sen6-sen®0)
Si S'(6)=0

. sen’0+2sen0-1=0

senezﬁ-—l
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-_—— - JerlVadas

Problema 30 Probiema 31

Respecto a la funcién: Halle el valor de k para que f sea continua en R
f(x) = x*~2°-3x%+4x+2

Indicar verdadero (V) o falso (F). (1+ x)200 _1 L0

[.  Esunivalente en (—oo; ~J2 > fx)=- X .

. Existe un cero en <2; 9> K x=0

[ll. Tiene un maximo relativo en 1/2: dos minimos

en-1y2. Resolucion:
f(0)=lim =k
Resolucion: x—0
Tenemos:
: =900
. f'(x) =4x°-6x°-6x+4 Haciendo n=20 ln
' : . 1+ -1
ractorizando: Ilm f = lim (1+ x) por coclentes notables se

x—0 x—0 ]+x—l
f'(x) =(x+1)(2x-1)(x-2)
tiene:

f'(x)=0 = x—{ I l;2}
2 lim ((1+ )" +(1+x)" 2 +.....+1) = n = 2001

x—0

f'(x)>0 = xe<—l;l>u(2;+m)
2 s k=1im =2001

x—}

f'(x)<0 = xe (-—-oo;—])u<—;—; 2>

Prohlema 32

Si xe <__oo;_\/§ > es decreciente Dados a; b constantes si:

Entonces, es univalente (V)

f(x)—{ x°  six<?2
ll. Por el Teorema del cero ax+b six>2
(2)=(-1) , | |
-Junaraizen <2, 9> Halle a, b si f'(2) existe.
f(9)=(+) |
(V) Resolucién:

lll. Calculamos f"(x) = 12x*~12x-6 Como f es derivable, entonces, f es continua en 2.

Como f'(x)=0 = x={—l;-;—;2} = lin21+ f(x)= linzl_f(x)
Ademas: 2a+b=4 ... (1)
f'(-D>0 = f(-1) es minimo
f'(x) = f'(x)
Tt l ] P « —
f (§J<0 = f[-z-J es MAaximo x=2" x=2

f"(2)>0 = f(2) es minimo
(V) Reemplazando b=-4
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Problema 33
Si: f(0) = arctan(arctan(arctan0)). Halle f'(0)

Resolucion:

Tomando tangentes a ambos miembros:
tan(f(0)) = arctan(arctan0)

Derivando

secz(f(e))f'(9)=( 1 }( l )

Ki+arctan29 1+ 64

Despejando f'(6)

() = ‘

sec’ (arctan(arc ta;-(;lrc tan0)) )(1+arc tan20)(1+6°)

Donde: f(x)=In(x+1), f"(x) enésima derivada.
Halle x+n

Resolucion:

f'(x)= ]
14+ x

=(1+x)"", f"(x)=-(1-x)"°

f"(x)=(-1D(-2)(1+ x)™ sucesivamente

') =(-D"(n-D!'(A+x)™
de donde n debe ser par

(n-1!
f*(x)

. X=2,n=06

=(1+x)"=3"=(1+2)°

= X+n=8

Prohiema 39
Halle y" cuando y=g(x) donde y=t+t*, x=t-t’

Resolucion:
Las derivadas parciales

dy
— =1+2t
ot
0X
— =1-2t
ot
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dy _1+2t
dx 1-2t

= y'=

Derivando y’

0" 2(1+2t)-(-2)(1+2t)
4 (1-2t)2

9 2
- =[I~2t)

Problema 36

Halle el angulo de interseccién de las parabolas
dadas:

y=x-3x+6 A y=2+3x-x

Resolucion:
La interseccion: x*—3x+6 = 2x + 3x—x>

oo 2x4-6x+4=0 . x*-3x+2=0
= (x-2)(x-D=0 .. x=2 v x=1
Reemplazando tenemos:

x=2 = y=4 para x=1= y=2
Los puntos son (2; 4) (1: 2)

Para hallar el angulo de interseccién

f_'_(xo) ~ g'(xo)
1+f'(xg)g'(x,)

(xq, f(x;)) punto de interseccién de C,, C,
Derivando

f(x)=x*-3x+6 = f'(x)=2x-3 = ['(2)=1
f'(1)=-1

tanO =

g(x)=2+3x-x* = g'(x)=3-2x

g'(2)=-1
g'(D=1

C1=(=D) .
tanG—H(_D A en (2; 4)

i Sl GtV SR RPN i}
tano = =D 1 .. 8=arctan(-1)
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Problema 37 Resolucién: |
Dado g(x)=f ( %—E—}) si f es diferenciable en R,  Hagamos y=(14+x2)*
f'(-1)=2. Halle g'(0) Iny= %ln(l +x?) tomando limites
Resolucion: li% (Iny) = ii_l;f(l} -)—i—ln(l +x%)=00-0
X +1 x+1
BLx)= f(—_‘"_i} hix)= ;ji Calculamos el limite 1153 I_n_(l)_(ﬂ_t_x__"’)
g0 =f(h(x)) = g'(x) =" (h(x))h'(x) X
Por H'ospital lim 1+lx =0
h'(x) = - (xfl)z = g'(x)= f(g_;_t_})( (;_2])2 ] - lim (ny) =0 = In(lmy) <0
Evaluando en x=0 115% y=1
BiR=EC D("(_-?l?] - ()=~ Preblema 40

Halle la ecuacién de la pardbola y=x%+bx+c
que estan a larecta y =x+1 en el punto (2: 4)

Problema 38

Dado f(x) = ax*+bx*+cx+d Resolucion:
Las derivadas en dicho punto son iguales y=x+1
Si f tiene minimo en x=0, maximo en x=1, halle e (1)
cy larelacién entre ayb.
y=x’+bx+c = y'=2x+b ... (2)
Resolucion; (N=(2) = 2x+b=1
— 3
Dado f(x) = ax’+bx’+cx+d b=1~2x wor.. (3)
f'(x)=3ax*+2bx+c=0 Como (2, 4) pertenece a la pardbola y a la recta
x=2, y=4 enlapardbola 4=2°+2b+c¢ .. 2b+c=0
Como x=0 es minimo ¢=0 En (3): b=1-2(2)=-3 .. c=6
. x(3ax+2b) = 0 = y=x°-3x+6 es la ecuacién pedida.
-0 ~ =2b 1
= ATV AXEo=E Problema 41
- b= —§-a Calcular en forma aproximada:
[201
Respuesta: ¢=0 A b= —-—?1a 202
2 Resolucion:
Probiema 39 Asumimos: f(x)= {x
Halle lm<1+ x? Como: 291 _,__1_
x—0 202 202
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]
Tomamos a=1, Ax = =dx
202

Por diferenciales se sabe:
fa+Ax)=f(a)+f'(a)dx

Donde: f'(x)=-x7%7

= (1) =

. L)) (L

5 f(l+( 202D_f(1)+f(x)( 202]
()l
202 1~ 7| 202

!
7
!
7

_, /201 _ 1413  0.99929
V202 1414

Problema 42

Dada la funcion:
f(x;y)=x°y+10

Halle —=; o=
alle 3%y

Resolucion:
o _
dXx
of _ .o
dy

2Xxy

Probiema 43

Halle la pendiente de la recta normal a la curva:
yx+yx’=2 cuando x=1

Resolucion:
De la condicién: y’x+yx°=2 derivando ambos

miembros.
y +x(2yy) +2xy+x7y' =0
Como x=1, entonces y=1.
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Reemplazando:
14+2y'+24+y'=0 = y' =-1

-. —1, es la pendiente de la recta tangente y 1 e
la pendiente de la recta normal.

Prohlema 44

Calcular el area de la region sombreada:

<Y

Resolucion:

L

A= If(senx)dx = (-«(:osx)[o§

A‘——-—-COSZ;-—(—COSOO): 0+1=1u?

Problema 49

Calcular el area de la region sombreada.

Resolucion:

A= L:(x-—xz)dx :(x; );3 ][1

2 43 2 A3 |
A (P B (02 0% 1.,
2 3){2 3) 6




Problemas Propuestos

Calcule la derivada de la funcion:
= {x+1D(x+2)(x+3)(x+4)
en el punto x,=-3

A) 0 B) 2 C) 5
D) 1 E) 4

Calcule la derivada de la funcion:
y = (x-a)(x-b)(x—c), en el punto x,=a

A) (a-b){a—c)
C) (a+b)(c)
D) (2a+b) E) (a-b)

B) (a—c)(a+b)

Calculen la derivada de la funcion:

y= i , a#b,enelpunto xy=a
xX—-b
A 2 B) —— ©) (atb)
(a—b) (a—b)
1
D) (a-b) E)

(a+b)

Calcule la derivada de la funcion:

y= (1+axb)(1+bxa), en el punto x,=1

A) (a-b+2) B) ab(a+b)
C) ab(a+b+2)
D) (a-b) E) (a+b)(a-b)

Calcule la derivada de la funcion:

)CZ

7
y=e
A) _xe X /2 B) -xe/2 () _xe > /4

D) xe* /3 E) xe ™

Calcule la derivada de la funcion y=2%"*

A) In2-senx.2%"%

B) senx-2senx

C) 2sen2x .sen x

D) In2-senx
E) 2In2.cos2x-2%"*

Calcule la derivada de la funcion:

SR
=Injln| —
y nhn[2]d
X
A In| —
=0
1
B) X >2
X
xln| —
3)
C) Inx
]
V) )
2
xInx
E) >

Calcule la derivada de la funcion:
y = In|senx|

A) senx B) Inx C) Insenx
D) cotx E) secinx

Calcule Ia derivada de la funcion

y = In{x? +Vx* +1)

gy DX g ZE o X
2x Ix% +1 In x
D) Jx+linx E) 2xlnx
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10. Calcule la derivada de la funcion: 14. Calcule la derivada de la funcién
I-x - x*
= y=2

A) (In2)2* -x*(1+Inx)

y=e

eJ(l-x)/(l+x) s
B) (In2)2*

1
A) (1+ xW1- x2

B) (1+x)Vx C) In2*
e D) 2
O Ain )
e E) 1+Inx
D) -1
E) e!'* 15. Calcule la derivada de la funcion:
11. Calcule la derivada de la funcion: y=2x
I-senx A1
Y = an l+senx 1
B) x* -x*'xin*x+xIn+1)
xt o Lx-l
A) 1 B) Q) \/]-senx C) x* -x
senx Senx l+senx D) In?x*
1 E) O
D) cosx E)
COS X
16. Determine losvaloresde ¢ v B conlos que
12. Calcule la denvada de la funcion: la funcion:
y=x* ‘arctan ox sl [x )<
Y =1, . x—1
, signx+—— ; sl [x1>1
A) X+ Psignx+ = x|
B) X" (1+2inx) tiene dertvadas:
1. Enelpunto x=1
+X2
C) x"* 2. Enelpunto x=-1
D) Inx
I+ x2 -
E) 2lnx A) 1. azl,B:g; 2 a=1,5=(“44)
13. Calcule la derivada de la funcion: B) 1. a=2,B=0 2. o=0 p=1
y=x° .
C) 1. a=1,B=mn 2. a=1, =2
A) x€ B) e"'-xex C) *—l-—- 18
In x D) 1. 0£=—2-,B=1 2. «=0,B=m
x |
e . X . X T
D) x° -e (lnx+x) E) e E) 1. a=0,p=1 2. a=0,6=—2~
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17. Determine losvaloresde o y 3 conlos que

18.

19.

20.

las siguientes funciones son por todo lugar
derivables.

ax+p ; six<l
y::

X csix>1

A) a=106=-1
B) a=0,=2
C) a=2,=-1
D) aa=-1,=0
E) a=x,p=1

Escriba la ecuacion de la tangente a la curva
en el punto M(-1;3): x> +y*+2x-6=0

A) S5x +6y-13=0
B) x+y-13 =1
C) x-y=0

D) x+y=2

E) x+2y =0

Escriba la ecuacién de la tangente a la curva
en el punto (1; 1): x°+y°-2xy = 0

A) x—y+2=1
B) x+1=1
C) x+y-2=0
D) 0

E) 1

Escriba la ecuacion de la normal a la curva
en el punto (x,, yo): (4-x)y* = x°

A) y-yo=1
B) (x-x3) =0
C) (x~y) =x,4-2
2
)’0(4_"‘0)
D) y—y,=—2_"9 (x-x
) y yO xg(s_xo)( O)
E) x-y=1

21.

22.

23.

24.

25.

Derivadas

Escriba la ecuacion de la normal a la curva

en el punto (a; b): (f) +(—{) =2
a b,

A) x-by =20

B) a*-b*=x+y

C) a-b=x-y

D) ax-by = a*-b*
E) (a+b)(a-b)=x-y

El tren Moscu-Thilisi recorre todo el camino,
igual a 2400 km, en el transcurso de 44 horas
14 minutos. Determinen la velocidad media
del tren.

A) 50,2 km/h B) 20km/h
C) 54,3 km/h
D) 30,5 km/h E) 10 km/h

Determine la velocidad si la posicion viene
dada por: x=2t°+3 para t=1.

A) =n
D) 1

B) 4 C) 2

E) -=n

Un cuerpo de masa m=1,5 esta en
movimiento rectilineo segin la ley
S()=t*+t+1. Hallen la energia cinética del
cuerpo 5 s después del comienzo del
movimiento (la masa m se da en kg, el
recorrido en metros)

A) 90,75
D) 70J

B) 90,1 C) 10,751

E) 30,10

Un punto esta en movimiento por la parabola
y = 8x—x*, de modo que su abscisa varia

segun laley x = Jt (x se mide en metros, t
en segundos). {Cudl serd la velocidad de
variacion de la ordenada del punto 9
segundos después de comenzar el
movimiento?

C) 1/73my/s
E) 1/4m/s

A) 1 m/s
D) 2m/s

B) 1/2m/s
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26.

27.

28.

29.

446

El radio de un globo crece uniformemente
a una velocidad de 5 cmy/s. {Cual sera la
velocidad de variacion del volumen del
globo en el momento cuando el radio se
hace igual a 50 cm?

A) 0,5 nm’/s B) mm%s
C) 2 nm¥s
D) 0,05 = m’/s E) 0.1 tm?%s

Una rueda gira de tal manera que el angulo
de giro es proporcional al cuadrado del
tiempo. La primera vuelta fue realizada en
8 s. Hallen la velocidad angular 64 s después
del comienzo del movimiento.

A) 7nrad/s B) mrad/s
C) ~rad/s

2
D) 4rnrad/s E) 2nrad/s

Por el eje de abscisas se mueven dos puntos
que tienen las siguientes leyes de
movimiento.

x=100+5t y x=t%/2
(A que velocidad se separan uno de otro en
el momento del encuentro (x, se mide en
metros; t, en segundos).

A) 1 m/s B) 15my/s
C) 10my/s
D) 3 my/s E) 5my/s

Un ponton flotante se atrae hacia la orilla
con ayuda de un cable que se enrolla en un
torno a una velocidad de 3 m/min.
Determine la velocidad de movimiento del
ponton cuando se encuentra a 25 m de la
orilla a 4 m de altura sobre el nivel de agua.

A) 3 m/min B) 1 m/min
C) 2 m/min
D) 10 m/min E) 4 m/min

30.

31.

32.

33.

Hallar la derivada de segundo orden:
1

y==1+10x+ﬁ
y 9702
A) T B) — o
C) x]UO
9702
D) " E) x

Halle la derivada de segundo orden:

y = cos’x

A) —2cos2x B) —-2cosx
C) cosx
D) 2x E) cos2x

Un punto esta en movimiento segin la lex

d .
s(t) = 2t° +§t3 (s se mide en metros; t, er

segundos).

Hallar su aceleracion 5 s después de
comienzo del movimiento.

A) 10 m/s? B) 5 my/s’
C) 15 my/s?
D) 54 my/s® E) 20 m/s’

Hallar el valor de la fuerza que actta sobr=
un punto de masa m=0,1 en movimien::
segun la ley s(t)=t-4t*, en el momento o=
tiempo t=3 (m, s, t estan prefijadas en =
sistema Si).

A) 10N B) 43N
C) 9N
D) 1IN E) 20N



CAPITULO VHI Derivadas

34. Poruna circunferencia de 5 m de radio esta 39. Calcule el limite
en movimiento un punto a velocidad angular Intan x
constante de 2 rad/s. Halle el valor de la ““}I ol O x
aceleracion del punto. 7y
A) 20m/s* B) 10m/s® C) 1 my/s? A) -1 B) 1 C) 0
D) 5 s’ E) 15 mys’ D) tanx E) cot2x

‘ . 40. Calcule el limite:
35. Calcule el limite de la funcion:

Cox =1
lim neosx l:g} Inx
x-0 Incos3x
| | A) 0 B) 1 C) -1
A) 4 B) — C) 3 1
J 3 D) E) Inx
1
D) ’5 E) 1
41. Calcule el limite:
36. Calcule el limite: i J5x3 — x - 2x
. In(x*-8) =l RYxf -
[im ————
x—3 2x°—-5x-3
]
: . A) Z B) 1 C) O
A) E B) 1 C) ? 15
D) 2 E) 1 D) 7 E) Jx
. le el limi
37. Calcule el limite: lim -2C053X 42. Caleule el limite
-0 X i X S€nx
x>0 tanx—x
A) 2 B) a2 c) 4
2 a |
22 A) 0 B) x C) 5
D) ——2- E) a
1
D) Serx E) —2“)(
38. Calcule el limite: lim ln(1+2x)—x o
x>0 tgtx 43. Calcule el limite:
. (x+DIn(l+x)-x
Im
1 X—> X v
A) 5 B) 1 C) tanx ° e -x-l
1 A) 1 B) e C) x .
D) x E) =5 D) -1 E) (x+1)
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44. Calcule el limite: 49. Calcule el limite;
m sezn 2x —2x e
x-0 x“arcsen x x—1
I A) e B) x C) 1
A) 5 B) O C) ——= )
D) -1 E) 0
D) 1 E) x
50. Calcule el limite;
45. Calcule el limite
lim (3x%+3*)""
A Inx X—3+ 00
lim
x-+0 Insenx
A) 1 B) 3 C) 2
A) 1 B) senx C) x 1
D —
D) 0 E) -1 ) x E) 5
46. Calcule el limite 501. Calcule el limite:
lim Insenx lim (l/x)senx
x--0 cotx X—+0
] ]
A) -1 B) 0 0 3 A) -1 B) -3 C) 1
D) 1 E) x D) x E) senx
47. Calcule el limite 52. Halle la mayor area del rectangulo inscrit:-
. . en un circulo de radio R.
lim x"e™*
2
n esimpar. A) R B) 4R C) R
] .
D) —=R? E) 2R’
A) e B) 1 C) x" 2
D)0 —
) E) -1 53. Halle en la hipérbola:
48. Calcule el limite: X o
2
i =1
hath (x* ~Dinx el punto mas proximo al punto (3; 0)
n es un namero par
A) (2 1) B) (1; 1)
A) 1 B) xX* C) Inx C) (1:2)
D) -1 E) 0 D) (-1; 1) E) (3;0)
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CAPITULO VII

-_— e valds

24.

Halle los angulos agudos del tridngulo
rectangulo que tiene el drea maxima entre
todos los triangulos, en los que la suma de

I2e Jerdiginauds ueudo e 1wy vaweod y ia

33.

56.

57.

hipotenusa es constante.

A) & B)‘g‘
C)E b
37 6

: 1

D) 1 E)Z

Halle la longitud minima del segmento que
divide el triangulo equilatero de lado a en
dos figuras de areas iguales.

A) V2 B) a C) 1
a
D) 7—'2" E) O

Calcule el area maxima del trapecio inscrito
en un semicirculo de radio R, de forma que
la base inferior del trapecio sea el diametro
del semicirculo.

A) R*V27/4 B) R
C) R%J/2
D) 2 "E) 1

Una hoja de cartén tiene la forma de un
rectangulo conlados a yb. Cortando por sus
angulos cuadrados y doblando las partes
sobresalientes de la figura cruciforme,
obtenemos una caja abierta por arriba, cuya
altura es igual al lado del cuadrado. {Cudl
debe ser el lado del cuadrado para que el
volumen de la caja sea el maximo?

Derivadas

A) (a+b-+a?-ab +b?)

6
BY (a+h). _,
C) va-b
D) a
E) b
58. Con tres tablas de igual anchura hay que

59.

60.

ensamblar un canaldn. {Con qué dngulo de
Inclinacion de las paredes laterales, el area
de la seccion transversal del canaldn serd
la maxima?

T

A) n B) 5
a
C) .
i

D) 3 E) 2n

Hallar la altura de un prisma triangular
regular del volumen maximo, inscrito en
una esfera de radio R.

2R

A) "\7_?: B) 2R C) R
R R
D) A E) 5

Hallar el volumen maximo de un cilindro,
cuya area total es igual a S.

S3/2

A) & > B) &
53/2

O Géen)

D) 353 E) ns3/?
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61.

62.

63.

64.

65.

450

Calculen el volumen maximo de un cilindro,
cuyo perimetro en la seccion axial es igual

TP |

a da.

A _TC_ 3
A) 16 B) 3 C)a
" |
D) 576 E) |

Una lata de conservas tiene forma cilindnca.
Hallen las mas ventajosas dimensiones de
la lata, es decir, determinen la razon entre
el diametro de la base y la altura del cilindro
con la que tenga el volumen maximo con
la superficie total preftjada.

A) O
D) -2

B) 3 C) 1

E) -1

Determinar la razon entre el radio de la base
y la altura de un cilindro que, con el volumen
dado, tenga la superficie total minima.

A) E B) g
]

C) 5

D) 1 E) -1

Hallar la altura del cono de volumen
maximo, inscrito en una esfera de radioc R.

R 4R

A) § B) R C) —“3f'
R

D) 4R E) B

Hallar el volumen maximo de un cono con
la generatniz | dada.

66.

67.

68.

A) 2 l3£ B) 2xnl
27

C) 2n43

D) =« E) n/3

Una piedra ha sido lanzada a velocidad
inicial prefijada bajo el angulo o respecto
al horizonte. Despreciando la resistencia del
alre, determinen con qué o la distancia de
vuelo de la piedra sera la maxima.

T yis

A) © B) 5 C) 2
T

D) -2" E) 1

Hacia un rio cuya anchura es iguala o , bajo
angulo recto, se ha construido un canal de
anchura b. Halle la longitud maxima del
tronco que puede pasar del rio al indicado
canal.

A) (a3 +p/3)”° B) (a+b)
C) (a-b)
D) (a+b)*? E) (a-b)**

Un recipiente con pared vertical de altura h
se encuentra sobre un plano honzontal. De
un orificio, en la pared del recipiente, fluye
un chorro que sera el maximo si la velocidad

del liquido que fluye es igual §2gx , donde

x es la profundidad del orificio (ley de
Torricelli).

Halle E
a
h h
A) § B) h C) "'2"
h
. o F



CAPITULO VI

Derivadas

69.

70.

71.

72.

Una carga que yace sobre el plano
horizontal P ha de desplazarse con una
fuerza por el plano P, con qué valor de la
fuerza sera el minimo si el coeficiente de
rozamiento de la carga es igual a k.

A) tank B) arctank
C) arck
D) k E) cotk

Un observador se encuentra frente a un
cuadro colgado de una pared vertical. El
borde inferior del cuadro esta situado a una
distancia a sobre el nivel de los ojos del
observador; el borde superior, a una distancia
D. (A qué distancia de la pared debe hallarse
el observador para que el angulo bajo, el que
ve el cuadro, sea el maximo?

A) +ab B) ab C) a
D) Ja+b E) vb-a

Si el volumen de una esfera es de 972n .
Calcular cuanto mas debera aumentar su
radio para que el area de la nueva esfera

sea de 576n (utilizando derivadas).

A) 1 B) 3 C) 5
D) 2 E) O
En la figura:

Se tiene un helicoptero volando una altura
h y dos personas lo ven con angulos de

13.

74.

elevacion o y f. Calcular la distancia

entre ellos sila pendiente o =y, pendiente

B=y,

A) h(y+y}) B) h(yz-y)
1484

C) h(y-y,) o

D) h(y, +y,) E) h(a+p)

En la figura las olas golpean el dique
siguiendo la siguiente ecuacién:

m’x*-(2m+n-Dx+1 =y ; (x; y) es un

punto interior del dique.

Calcular el punto en la superficie de la pared
en la direccion vertical del punto en el cual

el dique es mas afectado si :::11 =2m
A) (1,2) B) (-1,2) C) (1,-2)
D)1 E) (1,1)
Calcule:

lim (x+e* +e2* )W
A) 1 B) 0 C) +oo
D) e E) e?
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75. Halle:

. (Inx)?

+
im ——— m,neZ
X—too X

A) 1 B) +eo C) 0
E) Inm"

76. Calcular:

im (1+senx)"*

x->0

A) 1 B) e

D) e

7¢. Calcular

Iim

x—0

Selld— Senx jsenx
sena+senx

2
A) o Sena 8) e

C) e

D) esena E) _1

78. Si un punto de una elipse inscrita en un
semicirculo, esta sobre el diametro y tiene
otros dos vertices sobre la
semicircunferencia en posicion simetrica,
hallar el area maxima de la elipse, sabiendo
que el radio del semicirculo es R.

452

Ay — B) mR?
2
2
0) iR J§
4
D) Z[R_z E) nRZ
J2 3

79. Determinar los puntos de coordenadas
enteras sobre la curva:

V> +y°-5y-x*=—4

y=f(x) presenta tangente vertical.

A) (1;-1)
B) (1;1)
C) (-1; 1)

D) (1;-1); (-1; 1)
E) (1;1);(-1;1)

80. Calcular:

o1+ ox + Y1+ Bx —2

Iim
x—0 X
oa P
A) a‘f"r'l- B) OLB
C) mn
op
D) an+mp E) -
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