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DEFINICION
I lamaremos nimeros complejos a todo par ordenado de nimeros reales denotado por:

Z=(a;Db)

Donde:

.  “a” (Primera componente) se llama parte real de Z y se denota asi: Re(Z)=a

s “b” (Segunda componente) se llama parte imaginariade 2y Se denota asi: Im(Z)=b
Peroensi: ay b e R '

El conjunto de los nimeros complejos denotados por C se define asi: C=RxR (Producto :
cartesiano de los reales por los reales) es decir:

Observamos:

e Sit Z=@-1)eC = Re(Z) =4, Im@) = -1

w Si: W=(-\/§;—%) = Re(w) = -2, lm(m)=-——;-.

Representacion grafica de un namero complejo

Teniendo en cuenta que el Plano Complejo o Plano de Gauss, es aquel plano cartesiano donde el eje
de las abscisas se llama eje de los reales y el eje de las ordenadas, eje imaginario, podemos decir: entre
los niimeros complejos y los puntos del plano de Gauss existe una correspondencia Biunivoca (uno a
uno), donde todo nimero complejo Z = (a;b) tiene una representacién geométrica que viene dado
por un segmento orientado (flecha), que tiene su origen, en el origen de coordenadas y su extremo en
el punto Z=(a; b) llamado este punto afijo de Z.
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Nurmmeros Complejos

La representacion geomeétrica de Z=(a ; b), donde a>0 y b>0 viene dado por la siguiente grafica:

Ejemplo: |
El opuesto de Z=(-5 ; 6) es: -Z=(5 ; —6)

* Eje Imaginario
" Numeros complejos conjugados

Dos niimeros complejos son conjugados si éstos difieren s6lo en el signo de su parte imaginaria.

Es decir, siendo Z = (a ; b), su conjugado denotado por Z

Sedefineasi: Z =(@;-b)

Ejemplo:

El conjugadode Z= [ __;_ : -—3] es 2-—-—[ —;— ; 3]
Nuamero complejo real, Imaginario puro y complejo nulo

Dado el nimero complejo Z=(a ; b), sera: Operaciones en C &

. Nuam ] =bh= # ! . 6 . i
ero complejo real = Im(Z)=b=0 A a# 0 En general, toda operacién que se realice con nimeros complejos, da como resultado otro numero

complejo. En algunos casos puede obtenerse un nimero complejo real, imaginario puro o nulo.

a) Adicién de Nimeros Complejos

iy | La adicién de dos (o mas) nimeros complejos da como suma otro nimero complejo cuya parte
** Nimero complejo imaginario puro < Re(Z)=a=0 A b # 0 3 real viene dado por la adicién de las partes reales de los sumandos y su parte imaginaria por la

A . | ICi6 imaginari los mismos.
*** Niimero complejo nulo = a=b=0 adicion de las partes ginarias de oS

Es decir: si Z,=(a;b) y Z,=(c; d) son nimeros complejos

Numeros complejos iguales e

P lzr"'zz -(a; b)+(c; D= (a+vc: b+d)?

o mMthHﬂ-“m

Dos nimeros complejos son iguales si éstos poseen igual parte real e imagiriaria reSpectivament*e.
Hs decir, siendo Z, =(a;b) v Z,=(c;d) / Z,,Z,¢C '
Se define: Z,=Z, < a=c y b=d '

Ejemplo: Si Z,=(-3;1) v 2,=(1;-9) Z+Z,=(-2;-8)

b) Sustraccion de Numeros Complejos

Nameros complejos opuestos Se define la difeféncia de dos numeros complejos

Z.y Z,asi: 2,-2Z,=12,+(-1Z,)

Es decir: si Z,=(a;b) y Z,=(c; d) son nimeros complejos

Dos nameros complejos son opuestos si éstos difieren tanto en el signo de su parte real como en el
signo de su parte imaginaria.

s decir, siendo  Z = (a ; b), su opuesto denotado por -Z 6 A |
Se define asi:  -Z = (-a; -b) _ _ . .
!:;' D Z1 Zz= (ﬂ b) (c d) (a-—c - b-d)

e é
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Ejemplo: Si Z,=(2y3;-4) vy Z,=(/3:4) ®> Z-Z,=(y3;-
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Algunas potencias de la unidad imaginaria .
. to, podemos deducir todas las demas

s siguientes:

¢) Multiplicaciéon de Nimeros Complejos
Siendo Z,=(a ; b) y Z,=(c ; d) nimeros complejos, se define el producto de Z, y Z, ast: e

(N Sabemos que i' =i y hemos demostrado que i2=-1, conociendo es

potencias de i, pero es recomendable que conozcamos como principales la
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Ejemplo: Si Z,=(3;-2) y Z,=(-4;-1) Z,2,=(-12-2; -3+8)=(~14;5) I o /
. i i3 =i%i=-i

Propiedades:
El elemento neutro multiplicativo es la unidad compleja, denotado asi:

El elemento inverso multiplicativo de un nimero complejo = : |
| De aqui se tiene:

(1;0)=1

Z = (a : b)#(0 ; 0) o reciproco de Z viene dado por:

¢ Sl " -0 talque Z.Z" = (1;0)
az+b2 az+b2

1 1 T ;:':'.-‘:‘:-“-Er-::.f.-.- t | ,
-~ W) -i=— ¥y —i=i
! - E e 45 10 ]

Ademads, sabemos que: i*=-1 D i= i

« Dado el nimero complejo Z=(@;b) y KeR

™™™ KZ = K(a;b) = (Ka; Kb) al cuadrado,

al cubo, a la cuarta obtenemos lo siguiente:

d) Division de Numeros Complejos

Siendo Z,=(a; b) y Z,=(c ; d)#(0 ; 0), el cociente de Z, entre Z, viene dado por:
Deduccién de propiedades para potencias de i

=

| Sabemos que: i*=1 (i ¥ unidad imaginaria)

mbos miembros a la k (k es un nimero entero)

K =1 , pero 4k es 3, (maultiplo de 4)
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#} W=

=( -6+12 . 8+9 ) i ( 5 17 ]
s i kil Podemos decir: la unidad imaginaria (i), elevada a exponentes

divisibles por 4 o multiplos de 4 es

Ejemplo: Si Z,=(-3;4) y Z,=(2;3)

.4_+ V 4 positivo 0 negativo
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igual a 1; es decir:

z_.-.-l----..1.-'.-un-_l'\-|-l' : L : 15 T B

Unidad imaginaria

El nimero complejo imaginario puro de 2da. componente igual a 1, se denomina unidad imaginaria

e

y se denota por i.

Es decir; Unidad = —i=(0;1) i _
adiia . Hﬂﬂ-,ﬁw; N Eiemplos: Calcular l y
v & vl 1400 o §4 = ]
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Demostracion:
ra elevada exactamente a un 4

> Naturalmente que la unidad imaginaria (i), no siempre esta

P e d+K ”
(positivo o negativo), podria presentarse i4+K (K es nimero entero).

B il = @O =(-10)=-1 - P=-1

- 4 + R AT g ¢
Vaamos: 14 F =it = 14" =i

Concluimos asi:

Notacion de Euler: * o "1
| aﬁ.:.rs.ﬂs;--%a=134-:ﬁfg;-.ﬂre-:f;
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Ejemplo 1:
Calcular i*!

Resolvamos:

Dividimos 9614 entre 4
9614 |4 ;
16 2403 '
14

@

1) 9614=4(2403)+(2) = 9614=4+(2)

M

A
o

4

Luego tenemos :

19614 _ .4+ @

Observacién: Un nimero entero es
multiplo de 4 si sus 2 tltimas cifras son
maultiplos de 4.

Ejemplo 2:
Calcular i 4%

Resolvamos:
Veamos las 2 ultimas cifras del nimero
-8435.

Como: 35 = 4D

Luego tenemos:

Del cuadro (I)

i+ L1 G 14=0, pero

vemos que

podemos

generalizarlo diciendo: la suma de 4
potencias consecutivas cualesquiera de la
unidad imaginaria es igual a cero.

ks decir:

ln 4 in-r-l ‘ in+2 i i. =0 1 vV n enterﬂ

NI bt

Numeros Ce
Ejemplo:
ph i2ﬂ7+1203+izm+illﬂ=0

‘ e o, e
y l—‘?‘?+l iﬂﬂ+l 10 1 1[12:0

En sintesis:

0 e

© i*=1; vipositivo o negativo
: A+ ® _ | ® 'v4posntivoonegﬂm’° KEZE
- i, l+1 +l +l. "'—"0 .

~ En general:
& «n_ N+l n+2 -n+3=0'
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Forma binémica (Cartesiana o standar)
de un nimero complejo

Siendo Z= (a; b) un nimero complejo, su forma

binémica viene dado por: Z= a+b;

a ybeR
i : unidad imaginaria

Demostracion
Por definicién de suma se puede escribir:

Z= (a b) = (a,a) + (0;b)
Hih e --a(0 1) + b(0 1)

Deaqui: Z=(a;b)=a+bi

Ejemplos:

Siendo:

e 2Z=3 ; 4) € C - su forma binémica es
Z=3+4i

. W=[ :il_ ,‘—/2_3-] ¢ C = su forma bindmica

esW=-1 +--‘/—3—-i
A

. M=(0 ; -5) ¢ C = su forma binémica es

M=0-5i

Habiamos visto nimeros complejos iguales,
opuestos y conjugados (en forma de par
ordenado) asi como algunas operaciones con
numeros complejos, ahora lo veremos en forma
bindmica. |

faas e Ag A
;-E' i Hiag HIW': R P

Nimeros Complejos Iguales

Siendo: Z, = a+bi y Z, = c+di
Z =2,
Donde: a;b;c:deR

Diremos:

Numeros complejos opuestos

Siendo: Z=a-+bi, su opuesto es -Z 6 Z*=--a—bi,
Es decir: (a+bi) y (-a-bi) son complejos

opuestos

Donde: a:beR

Ndmeros complejos conjugados

Siendo: Z=a+bi, su conjugado es Z =a-bi
Es decir; (@+bi) y (a-bi) son complejos
conjugados

Donde: a;beR

Propiedades

Ejemplo:
Siendo Z=-2 +3i

su opuesto es -Z=y2-3i y su conjugado
Z=-/2-3i '

OPERACIONES EN FORMA BINOMICA

Adicion y sustraccion de ndameros

complejos

Siendo Z, = a+bi y Zz=c+d'i_

Q Zl + Zg= (a+c)+(b+d)1 :

Ejemplo:
Si Z=4+43i y Z,=-1+i
| 2,+2,=3+4i y Z-Z,=5+2i

Multiplicacién de nimeros complejos

Para multiplicar nimeros complejos en forma
binémica, procédase como si fueran binomios
cualesquiera.

Siendo Z,=a+biy Z,=c+di

Y

Z1.2,= (a+bi)(c+di)
ol

' Z1.Z, = ac+ adi+bci +bdi?

Z1.Z,=ac +(ad+bc)i- bd

------

.......

Ejemplo:
S1 Z, =321y Z, = -1+4i
Z,.Z, = 5+14i

Division de nimeros complejos

Para dividir dos niimeros complejos en forma
binémica exprésese el dividendo y divisor en
forma de quebradoy muluphquese ambos por el
conjugado del divisor.

Siendo Z =a+biyZ,=c+di/Z,#(0; 0)

ac - adi + bci - bdi2
cz i dz 12

T> _ (a +bi) (c di) _
Z, (c+di) (c d)

Zy _ gac+bd)+ (bc-ad)i

,
b - _. . -"
' - il C M
3 b e By fadk]
1 s & i F o F

Ejemplo
Si Z,=2-3i y Z,=-3+5i
zl oy}




Potenciacion de nimeros complejos Ejemplo: _ Propiedades para la conjugacién en C 4 Eje imaginario

; ; _ Calcular las raices cuadradas de 21-20i _ ; L
Para potenciar nimeros complejos se debe Siendo Z, Z, y Z, nimeros complejos, se tiene: LN g (a:b)=2Z
tener en cuenta el desarrollo del Binomio de W A

Newton, pero es recomendable aplicarlo para Resolviendo:

exponentes pequefos. En otros casos se puede Establecemos que : /21-20i = x + yi

1 2
recurrir a la formula de Moivre (se vera mas | b
adelante). Ademas téngase presente algo que T o e
T 21-20i=(*y) +2xyi i s
puede ayudar bastante en la potenciacidn, lo P Y A ( “) i S ety
siguiente: AR L ok Ol a Eje real
or 1gualdad de complejos 5. i = 3 Z,#(0;0) .
Z,) Z, Ejemplo:

A T | . D

i ? =-——-'E®‘J =|Z|=y(-3)*+(-4)°*=5
# 213]=.._20 (II) Siendo: Z 3 41,.&? r l 1 J( ) |

Sus demostraciones son simples, iHagalo! . :
Sean Z, =a+bi y Z,=c+di

Pfopiedades para modulos

2 2,
Ejemplo: G
Siendo Z=1+i, calcular Z® (Ex. UND) gy z+4xzyz @1)*+(-20)" 1. |Z|>0=Z+#(0;0)
R Y ’ C+y%)* = 841 ) L
Observacién: Z°*=[(1+i))*=(-4) 2. |Z|=0=Z=(0;0)
= 29 =
2'=16 i 3. |zl = |-2| = |Z|
A 4. |Z?=2.2
+ (11D):
Radicacion de numeros complejos 5. 12,Z,| = 1Z,][2,]
: . zl zl . |
La radicacion de un niimero complejo arrojara Deaqui: x=§ o6 x=-§ 6. 7 | 1z 12,#(0;0) il
tantas raices como lo indique el indice del signo ' !
rad‘ical' (III)—(D: 2y2=8 y2=4 (e 5-_':'::;-;:";*--' il"f I' g | ﬁ 7' ‘zn\ 7 ‘Z‘n
Eis decir: dado Z=a+bi para calcular las raices ENota. B | n n
. s Joven amtgo, no SE....ﬂllfi;g_:,; de demostrar las 8. |VZ| =il

enésimas o raices de orden “n” de Z (neN,n>2), Deaqui: y=2 6 y= demas propte da des b 4

R R adess i 9. . Im(Z)<|Z|
se establece lo siguiente:

i 10. |Z,+Z,|<|Z,|+|Z,| (Desigualdad triangular)

ya+bi = x + yi D : ' ' ; | : |

+tbl1 = x + yi e (II): x ey tienen signos opuestos Médulo de un nimero complejo

Demostracion de 4.
Siendo Z=a+bi,

Donde, a, b y n son datos, x e y tendrdan que X=3 ) Jued R XEag, =2
calcularse (x, y € R); para esto se tendra que
elevar ambos miembros a la “n” y desarrollar el

2" miembro por férmula del Binomio de

El médulo de un nimero complejo Z=a+Dbi es
un niimero real no negativo, denotado por |Z| 6
r y viene dado por:

V21 -20i = +(5 - 2i)

-.a?—'-@b:" =a’ et =o’- b ;-ﬁ(moca m:v;

: -{%

Newton. Se recomienda esto cuando “n” toma Otra forma |z| ______
valores pequefios, en caso contrario téngase en _ Apliquese transformacién de radicales dobles @~ @ = CGim Lo Bl

cuenta la férmula de Moivre (se verd mas en simples. G Lo D e e e ER R S R R T

adelante). Asi: Geométricamente, el modulo del nuamero

complejo Z=a+bi es la longitud del segmento

21-20i={21-2x10 -1 = 121-24—100 ;
Grientadﬂ que representa e | Z. ,r-“* '““‘T?TT“*“'“"W_‘;‘??*-“:'T'“?".‘:.._;E:=_ _:E. sl h . " ::ﬁ;; :  .- [-,.

I“ I|.I H|| F[I.nil 311*1 gy | I

I |:|I i l' 1 ||I ’“r Wr‘ "JII a‘h)m]ﬂW'I i % (25)(-4) ‘.: Nﬂta WL ;!

! |I- n: I'lr_l Ilurll-ﬂ I"';.II:I*:"; T}NI" Ill.ﬂﬂI (2 5)+(_4) ..-I- Intgntgd@ﬂl@StTﬂT h]S Om prOPIEdades Iﬂﬁél)ﬂse-;. i __‘_! 5:;

i '.['f“,‘:{-”'kf* $ l'mﬁ'lﬁ' i WLM P {25-14 =5-4(-1) =5-2i Es decir: dado Z=a+bi con a>0 y b>0 , el . '
R T g et X médulo de Z se expresa en la grafica:

4:4_-1—5 ={4(-1)-5=2i-§ _*_




Mumeros Complefos

FORMA POLAR O TRIGONOMETRICA DE UN Del triangulo rectangulo, se tiene por Ejemplos explicativos:
NUMERO COMPLEJO trigonometria: 1. Expresar en su forma polar el complejo Z=3+ J3i
. a = rcosf Resolvamos:

Siendo Z=a+bi un nimero complejo (diferente « b =rsend Calculo del argumento
de cero), se tiene que r= \/a2 +b2#0 L tgd = b Observacion: a=3 y b= \5 D> 0eIC 1> 0=«
b, | | : : ; Ademas: tgo= ‘5 - ——@-— P> a=30° > 0=30°

A Eje Imaginario Lo reemplazamos en Z=a+bi y queda asi: 3 3

| | (a b)=Z Z = rcosO + (rsenb)i

i i Rt o De aqui se tiene la forma polar o trigonométrica Calculo del médulo

que viene dado por:

r=|Z|=y32+y3" ® =23

su forma polares: Z = 2 /3 (cos30°+isen30°)

'ﬂ'-"ﬂ-'ﬂ---‘._-.-'

Donde:
ML" ) + r=ya?+b? ¥» médulode Z > Mostrar en su forma trigonomeétrica Z=—\2-y2i
of a g Eje Real | « El angulo 0 se llama argumento de Z y se Resolvamos:
: denota ast: Arg(Z)=0 , siendo Calculo del Arg(Z)=0
Llamamos 0 al angulo formado por la flecha que i b Observamos: a=-y2 ¥ b=-y2 > 6cllIC 0=180°+a«
representa a Z, con el eje real en sentido 0=Arctg o
antlhOI‘al'lO Ademﬁs: tga Ll % ﬁ = 1 'F} a=45ﬂ I'EJ?:. B. =2250
i V2
. Calculo de |Z|=r
Otras Representaciones | et
Pdgail e B P e TR DR R L AT R e g R | i J'I‘ | J("_ ﬁ)z > (- ﬁ)z |H’J> Ir= 2
i su forma trigonométrica es: 7.=2(cos225°+isen225°)
| Ifil I‘. ,,.Hm_,,m...4_~,.mm....?,1w,_.,m.?ﬂ.;,..._._.“,..... L L ke s s T ,.mm-.w.ﬂH,..+....,.<<<<W.-m:fq:,,_._._Hm“,.ﬁre_f.g.,:...._.,,m:.c.,.,.-.»wwmfc@?ﬂ._.fﬂ?m_.-mm-->--»=~+m+-: :-f-f‘-ri-"-'-'"-::,c%
.II-- . NOtﬂ. S A ol _ sHEE e v i
Ejemplo: | . | Cuando una de Ir_;s panes real o imaginaria son nulas la transformacmn a fon'na mgonomemca--;r
. es mc'zs dtrecra Pcii‘a esto recuérdese angulos notables et v
2(cos25°+isen25°) =2cis25°= 225" | 48 RN
(Coémo calcular el angulo 6? o Ejemplo:
Dado Z=a+bi , se puede determinar en que cuadrante se encuentra el argumento 0 de Z de acuerdo '- Llevar a forma polar: Z=_%l . ) . .
- alossignosdeayb, asi: | G Observamos: se puede escribir Z=2(-i)=2(0-1)=2[0+(-1)i]
- Z=2(cos270°+isen270°)
® Siaybson(+s) i -'7,. LCHNAL A I VL ERSATRAR
. S . HHMW“ sy raR ; : " : s AT, :
~ BelC . SifellC | SifelC Nota B el iy d G 1 |
D Siaes()ybes(+) | gl 0=180a 6= S grafcamos e compleo no hay necesidad de uizara taba de reducion de angules.
i e | |
® Siaes(-)ybes() | |f OPERACIONES EN FORMA POLAR O TRIGONOMETRICA
3 i
» OclliC {/ SigelllC  SiBeIVC
W Siaes(+)ybes(-) ' 20=180°+a = 0=360°-« Adicion y sustraccion
: 0eIVC 1 t
’ Para estas dos operaciones considérese lo siguiente:

. Si los complejos a operar presentan angulos notables, transfnrmese a forma binormca y realicese |

la operacion.

» Si los complejos a operar no Ppre
transformaciones trigonomeétricas.

Donde; tgo- -E- . de aqui calcula « y luego calcula “0” teniendo en cuenta el grafico.

sentan angulos notables tomese en cuenta ciertas

g haﬁ-'fie':1.‘!93.~'§é."1£-¥.§«'
iy ‘1*‘8» TR L

-Illi .:-. ‘I-‘EJ.-“:.:H'**“'“.“._“..l.-.r|-“ v




A

Ejemplo: | ."l1 : . 2 Si Z.= V2 (cos20° + isen20°) , Z,=(cos5° +isen5°)
Dado los complejos Z,=c0s40°+isen40°y Z,=c0s20°+isen20° , exprese Z, +Z, en forma polar e indique i | : |

Z,+2Z,| y Arg(Z, +Zz) y su argumento. Z,=2/2(cos(-7°)+isen(-7°), Z.,=4(cos30° +icos60°)

Resolvamos: podemos ver que los angulos no son notables e Hallese Z=Z,7,2.Z,
1 Z,+2Z,=(c0s40°+c0s20°)+i(senq0° +sen20°) Resolvamos: observo que Z , o esta en forma polar, tendriamos que transformarlo:
Recordemos por trigonometria: |
: senx+sen}'=23en[ iy ] C‘DS[ i ] | i Z 4= 4(cos30°+ ic0s60°) < >4(cos30°+ isen30 )

2 2 | Forma polar

+ i J ; Para calcular Z se requiere hallar su modulo y su argumento,
+  cosx+ cosy=2cos[ _’E__Q’_.] cos[ _x_y_) it .

2 2 ori Donde:

i i L Z|=16
Ahora apliquemos en (Z,+Z,): (Z,+Z,)=2c0s30°cos10°+i(2sen30°cos10°) o 1ZI=1Z,1Z.11Z,) 12, (v2)(1)(2/2)(4) |Z|=
De aqui: Z,+Z,=2c0s10°(cos30°+isen30°) forma polar ., | | ¢ Arg(@)= Arg(zl)+Arg(Zz)+Arg(Z3)+Arg(Z ",
Ademas: |Z,+Z,|=2cos10°y Arg(Z,+Z,)=30° b =(20°)+(5°)+(-7°)+(30°) > Arg(Z)=43
e L] a F | o : : - - - 8
Multiplicacion 2=2,2,7,2,~16cis4
Siendo: Z. = r,(cosO,+isen0,) | ik
Z, = r,(cos,+isend,) | Division

Se tiene: Z.Z, = (r,.r,)[cos(0,+0,)+isen(0,+0,)] Stendi: Z. =r,(cos0, +send,)

. A ! . f ! _ Z,=r,(cos0,+isen0,) / Z,#(0 ; 0)
Literalmente: la multiplicaciéon de 2 nimeros complejos en forma polar, da otro numero complejo f

(producto), cuyo médulo se obtiene multiplicando los modulos de los complejos dados y su argumento | S tiene _‘_7"_1, -| 22| [cos(0,~0,)+isen(D ~0,)]
sumando los argumentos de los mismos. Al Zy L%

Literalmente: la division de numeros complejos en forma polar, da otro nimero complejo (cociente),

Demostracion - i Ak
Si:Z+=r1:(cosO:+isend) v Z,=r,(cosO,+isend,) ( i | b cuyo médulo se obtiene dividiendo los médulos de los complejos dados (moédulo del dlYldendo entre
s" Zl i r1 (C°591+ wenﬁl) y zZ: rz(cqsez-f}senﬁz) (Datm) S _' i | ol médulo del divisor) y su argumento restando los argumentos de los mismos (en el mismo orden).

.....

_ﬁfﬁ”‘ Zl- Zi [r1 (casﬂw I-Sﬁnﬂl)] [lh(COSﬁﬁ lsenﬂz)] _' e ol Demostracion:

?l|"

...............

e CDS(91+92) sen(ﬁl+ ez)
+ Zy. z2 (rl.rz)[cos(91+ 62) + tsen(61+ ez)] ' o

Nota. i W L an | LR i
Esta propiedad se hace extenswa para més de dos numeros compléjds (pueden ser 3, 4, 5, ik 4
n complejos). ol R e
Kjemplos explicativos: | “’ﬁ
I, Slendo Z =5cis10° y Z,=4cis2° E
,:-" z.-z'l(s #4)(.'1!(10“ + 2 l~:II) ZI.ZZ=ZOCi312° | "I
(Rt 3-20!:-1 AL L .! :.I : } mﬁ“%ﬁﬁi *




Ejemplo:
Siendo Z,=8¢is36° y Z,=4cis16" Ademas: tgo= 6=120" -
Z 3 | Z Ul“-H @
2 2 - & L 2 ' ¥
Calculoder: r=y(-1) +\/§2 | Helilrds! o ‘i (14 e
L DA RO 8 Luego, podemos escribir: 7 =[2(cos120° +isen120°))’ ,. L ,
. W . - ?:."r .; " 2y i "-I#' Yy O \ IJh it I#I_-r-k'?
P"t““"ﬂ?‘“" Aplicando Moivre: XA\ Vore C& ENIG ¢ FOM
; e - , ) 7 =27[cos840° +isen840° S i TR
Siendo Z=r(cos0+isend) y “n” un nimero entero positivo, se cumple: [ ? ol Vo @RS A Ov )
B» 2= 27[(.‘.05 0°+120°) +iseﬁﬂ§9"+ 120°)] \ PRGN
W, 1HAAS # <o o W P
| Descontamos numero entero de vueltas y se tiene: ﬂ
Férmula de Moivre | ! ]F {4 e e | 4 i
Literal iacié 7 =128(cos120° +isen120°)=128 1,30 | — 10 i T e Mt -
iteralmente: la potenciacion de un niimero complejo elevado al exponente entero y positivo, da otro 2 2 Ny (R e g /
ntimero complejo, cuyo médulo es igual al médulo del complejo dado elevado a dicho exponente y su "
argumento es el producto del exponente por el argumento del mismo. . Z=—64+643i ~p A o 5 e G TR
TSond g v N )
Demostracion : L | /
2' SI: L e l /4 { gl ..I 2. N ’: r O Ot (0 ¢
* Z=cos0+isend Z'=cos0-isend il AR g e rev ol )0
I N % ‘ll A .--- 1 1 i .l | (';" !:.{ - {
. 7=cos5°+isen5® W) Z'°=cos50°-isen50° Vi wnk. 2€ S T : . o
e 'f"‘l b '_:L o
Radicacion
Siendo Z=r(cosO+isend) y “n” un nimero enteroy positivo, las raices enésimas de Z 6 raices de orden
TP - . : Ll
n” viene dado por: b oy B W :
Mg M 0+2km | . 0 +2kn i i | |
JZ = Jrlcos - | +1sen Férmula de Moivre
n n

Donde: ' k=0, 1,2, 3, bilssais (B=1)

Iiteralmente: las raices enésimas o raices de orden “n” de un nimero complejo, viene dado por otro

cuyo médulo es igual a la raiz enésima del médulo del complejo dado y su

namero complejo,
o del mismo pero aumentado en un namero entero de vueltas (2kn) y

argumento igual al argument
todo dividido entre el indice del signo radical.

b & R et
. Lk Al I [ e g H I g Pkl b } v ~ drr biso o i e ¥
i [ i - ST . el e R R Ay £ T PP e n ] a il ® T
= Li | . 1 = e cal i | - 1 145 o H
i . Lo El R Cier \ =1 = o ¥ gl i)
o 1 i i (RN o o hdes b Lada o ekl - o
e ] bl prou [ H C i b = ¥ il oL B A4 Saaluh a4 = = A el H
HE e oo T o o s i A =S E R PE e
- "y kT _.- ¥ 2 } o _. 3 T _.: 1K | :.“:. gl 5

......

L At __ ca g T s Sl I |
Ejemplos: :
I, Calcular Z=(-1+3i)’
Resolviendo: potenciar aplicando el desarrollo del Binomio de Newton podria resultar laborioso Ejemplo:
y mds aan si el exponente fuera mucho mayor. Calcularemos aplicando la formula de Moivre. 1
Transformando a forma trigonométrica: -1+ /3i , para ello calculamos su médulo (r) y su Calcular las raices de Z= (-2-2/3)
argumento (0), | £ 1 ,/_ hall dul gum )
. Resolvemos: transformemos a forma polar: (-2-2y31) ; allemos su médulo (r) y argumento ().
Observo de (<14 /31) > a=-1,b=y3 > 06cllIC > 0=180°-« 1
- i 1 De (-2-243i): a=-2,b=-2y3 @) 6cllC ®> 0=180°+c

o -n-\.ﬂﬂmu-u-.u




Ademas : tgo= -2y3

o
C 3 = - Z L 2 X’ / a N ;
dlculoder: r \/( 2) +( zﬁ) o . ) il \ o i | --{..»-'1,:-, gt :'j (2 ::'_]t 4 NS A
; !
_ ..1. - ﬂf'? 41 vt it 08 < )4 ,}\‘ 0. Az j‘_‘ f'?ﬂ:
Luego: Z=[4(cos240°+isen240°)]* i
) ! AY¥as (M=-2) v - v
Aplicando Moivre: e
1 ’ 2 . - L il i .;1:_,‘!! ¥ h: L) 1’ 1™ t 3 h :I ﬁ \ I "_. {f:’.}l 1:..«‘ £ k.'ﬂjt
g 0"+ 4 o o i
Z=44 COS[ 4 an] + tsen{ 240" + 2k P A P
4 4 s o A ‘mpar e wn B
L O Nl T v oo
Donde: k=0,1,2,3 -- 204 J
De aqui, calculamos las raices dando valores a “k”: / yﬁ? J. Olva ML R R e T (2

" k=0 |

P e e
4
« k=1 Z,= \J4(cos120° + isen 120°) = J/2cis 120° *Ox £art s
. ) L.x ﬁ(cosl%“isen 192°) =ﬁ 15 |
4 | ‘I: _ e L
v k=3 B> Z,=/4(cos264° +isen264°) = J/2cis2
> i

I. RAICES ENESIMAS DE +1

Las raices enésimas de +1 (o simplemente de la unidad) denotado por r:/f, verifica lo siguiente:

(TP, | - .
a) Si “n” es par, dos de sus raices son reales e iguales a +1 y las otras (n-2) raices son numeros
complejos conjugados por pares. "
T : g - s |
b) Si“n” es impar, tiene un tinico valor real y positivo igual a + 1 y las otras (n-1) raices son numeros
complejos conjugados por pares. |

Férmula para calcular las raices enésimas de + |

Digame, ise puede escribir: "ﬁ = "J 1(1 +0i)7...

—

b il M n n
lise paréntesis lo escribimos asi: /1 = {/1(cos0° +isen0°) ¢correcto? ...

Ahora aplicamos la formula de Moivre: V=41 cos[ . +2k1r] + isen[ 0 +2Kkm ]
L " n

Donde: k=0,1, 2,3, ....c.ee..., (n=1)

“ Simplificandola se tiene: - e s v Ak

4
Z.= y/4(cos48° + isen48°) = /2 cis48° S a- :
1 4 ) 2 C1S 48 f' T v £y tx}l’i"‘ﬂj Pori # & f,, N ) R Pl o Yo AR ﬂ:. v {;’*

Interpretacion Geométrica de las raices enésimas de + | < =

s “n” puntos (raices) estaran

o de Gauss las raices enésimas de la unidad, ésto
an los vértices de un

adio unitario tal que al unirlos consecutivamente ser
rito a dicha circunferencia, donde:
obre el eje real a la derecha de cero.

Si ubicamos en el plan
sobre una circunferencia der
poligono regular de “n” lados Insc
a) Si“n” es impar, uno de los vértices se ubicara s

b) Si“n” es par, dos de sus vértices se ubicaran sobre el eje realy equidistaran de COIQ. ittt T
) il biia fé W o \ M
De la férmula anteriormente dada, hallemos las raices ctbicas de 1
; 3 [ 2km ; 2kT |
Observacion: ﬁ = cos( —_— ] + isen ( — } | et
3 3 3 Bl f _ “,f | | / ."“'_r’"{‘ -F
IE ff .J.l .j [ aid f M .-'i'"hf' My 5 Hh!}j ‘ *‘r.'ll. WP.L; f ‘f?
Dﬁnde: k=0, 1 i 2 Ig L - ..,“’““_‘.,.J,.,-,___uh-.‘,..q.ﬂ.wm_._,,-.um,u A e topmtiet s
- . it | 'f i - ‘w{* N T r.-ﬂl i
De aqui, tenemos: i :;f 1/‘” i f?ﬁ F, oo Tt end eh
i 3 \ \ i £y 'H.
o 81 k=0 /1 =cos0°+isen0°=1 W U AR g
*" LIS ¢ . y {,1& ir ) *,
i 3 / 1 i / y v lll B LW f-ﬁ-'_j 4 i i
« Si k=1 ﬁ =c08120° +isenl120° = - — +l/-'11 o M R e e o
2 2 ﬁ-’ f':,r v t"" g N5 o
L
it 3 | 1 . s A RIS e M e
Ul Si k=2 ﬁ =008240° +isen240° = - — - —[?Ll O o L PR
o] SO T ' li'-.,

" En sintesis:

De aqui: si a una de las raices complejas conjugadas (cualesquiera de las dos) le llamamos W, S€

demuestra (elevandola al cuadrado) que la otra w>. Estableciéndose lo siguiente: o
A | sy *1 4 i |
[Y) { 0% E\, 44 E T _.]ll VL A "'?.5_
Mt " b i drire | i ( f"
N , W N . \ r"r"] II;‘
Luego diremos que las
raices cibicas de 1 son: ¥ A ( |
2 - " . i
Donde:




Deduccion de algunas propiedades

1. Sabemos que las raices cubicas de la

unidad (3 ﬁ) son 1, Wy W? es evidente que

cualesquiera de ellas elevada al cubo es
igual a 1.

™ Si w es una raiz cibica de 1

(cualesquiera de las dos complejas

conjugadas): w’=1, de aqui si elevamos
ambos miembros a la “k” (k es un nimero
entero), se tiene:

w*=1* > w*=1, pero 3k es 3 (mailtiplo
de 3)

Podemos decir: cualesquiera de las raices
cubicas de la unidad elevada a exponentes
divisibles por 3 6 maltiplos de 3 es igual a

. AR e o " %
1; esdecir: 31 V 3 positivo o negativo

e o
Recuerde que 3k es 3 t?’ke"Z """ }
‘ :j \
Ejemplos:
‘T:H \ﬁ

Calcular w?*'? ; @3> g

" W2 =30 = (i=1 @ W?=1

¢ =P =1 B 0 =1

2. Naturalmente que w (raiz cubica de 1) no

- e l:'
siempre estara elevado exactamenteaun 3

(positivo o negativo), podria presentarse

i

MERL (k es un numero entero).

a

k k

Iko3 wk=1.0%=w

Veamos: w

1 < G e R o
Concluimos asi:  3+® ® Vv 3

positivo o negativo y k entero
Téngase en cuenta lo siguiente:

Ww'=1 I w.w'=1,deaquidespejando se
tiene:

w'no wl=w |

o o gl by, o gl ol F f
"

Ejemplo:

1.

—
=

Na®

Calcular w**#

Resolvamos:
Dividimos 6542 entre 3

6542 |3
5 |2180

24

2

1) 6542=3(2180)+(2)

| S ——_

3
6542=3+(2)

Calcular w 7%

Resolvamos:
Dividimos 7253 entre 3

7253 ’3

5
23

(2)

I) 7253=3(2417)+(2)
-7253=3(-2417)+(-2)

"
o

3

-7253=3+(-2)
Luego tenemos:

Pl 3+(2_ (2

~-7253
w

=]
A

o (‘.’,-'"'\‘.
. i { 4
I. l’ : | | l ]
| } i i

| i N 1 : F
4 b | t ] .F )

b t

pm——— L

La suma deé Tas raices cublcas de 1es
igual a cero.

Es decir:

.......

Si W es una de las raices cubicas de 1
(w#1), la suma de 3 potencias
consecutivas de w es igual a cero.

. L
Es decir: @ﬂq.m“*l mﬂ""_z Di

"'V n entero

1""“’

'Ejemplo:
" Calcular S=0W¥*+w*'+wW?+wW?+w*
Observacién: podemos hacer un quita y

pon (xw*)
| 25 2%
gﬁ S= mm+(.)n+ mn+ @23+ mu+ﬁ) __;m
0 0
S=—m25=—m24”=—w3+® S=-w

interpretacién y representacion

geométrica de Vi

Si ubicamos las raices cibicas de la unidad: 1, @

y > en el plano de Gauss, éstos 3 puntos

(raices) estaran sobre una circunferencia de
radio unitario tal que al unirlos seran los vértices
de un tridngulo equildtero inscrito a dicha

circunferencia. Asi:
Eje Imaginario A

II. RAICES ENESIMAS DE - |

n
Las raices enésimas de -1, denotado por V-1 :

verifica lo siguiente:
a) Si“n” es par, no tlene raiz real. Las “n”
raices son nimeros complejos conjugados

por pares.
b) Si“n” es impar, tiene un GNIco valor real y
. negativo igual a -1 y las otras (n-1) raices
son nimeros complejos conjugados por
pares.

Férmula para calcular las raices enésimas
de -1

iRecuerda lo que hicimos para calcular las
raices enésimas de +17 ... ¥> hagamos algo

similar.

o1 = "Jl(— 1+0i) ¢es valido esto? ...

El paréntesis lo expresamos asi:
"1,/ -1= "\[ 1(cosm+isenn) iesta bien? ...
Apliquemos la formula de Moivre:

- 1
o e cos[ 1t +2R7 ] +isen[ m+2RT )
n _ n _

Ejemplo explicativo:
Calciilese las raices cuartas de -1
Resolvamos: por la formula anterior, se tiene:

1/:7 = cos[ 2k 1 )-misen[ 2k4+1 ]'n:
4

Dﬁnde: k=0, 11 2! 3
De aqui tenemos:

;* B i
3 N‘Gtﬁ W

......




FORMA EXPONENCIAL DE UN NUMERO
COMPLEJO

Siendo Z=r(cos0+isen0) un nimero complejo
en su forma polar o trigonométrica, la formula
de Euler: e” = (cosO + isen0)
multiplicando por “r”

r e” = r(cosO + isen0)

L ey
_‘wr'_

Z

su forma exponencial viene dado por:

> Base de los logaritmos

neperianos (e=2,718281...)

> Unidad imaginaria
* 0=Arg(Z) m> Argumento de Z, expresado en

radianes

Ejemplos:

a) Dado el numero complejo
Z=3(cos10°+isen10°)
Observamos:

" r=|Z|=3, *Arg(Z)=B=10°=-l%

L

e

Su forma exponencial es: Z=3e '°

b) Exprese en forma exponencial Z=-3+3i

Resolvamos:

Se observa 60¢lIC , pero
3 T

tigoe=|—(=1 §2> a=—
-3 | 4

Luego: 0= -3::1 » ademas: r = \/(-3)2+32

» r=3/2

-311n:i

* La forma exponencial de Z es: 32e *

'EJ'.'[-E"‘IH y

Formulas de Euler

Sabemos que: Z=r(cos0+isen0)=re" , valido V
0 en radianes. De donde observamos:

e e A I ¥

[ P R 4
o PR R :
TR e S Rk i |
= e L 'lll.

i
W Lok ’f%
£

Como esta formula es valido v 0, entonces
reemplazamos 0 por (-0):
e'“P=cos(-0)+isen(-0)

Teniendo en cuenta criterios de trigonometria,
concluimos:

) A b B R kel 2l s T
e R T Biind A LN A s el SRR LRSER Fegl
Slemid b e P A TR B cre
11 1AL i L H Bea S I B m d B i 1 r
1 Yl ' ¥ (Ei | - d = . 1
e TR o e B LI, e e Sl . s
':_r.:l_i i U B gttt ‘.\..rl|l'.::. o lgeths 7. o n e b

'

De estas dos formulas suméandolas o restandolas

Férmulas que podrian ser muy utiles para el
estudio de las funciones trigonometricas.

Ejemplos:
Expresar en forma binémica:

N
1+—1

Z=2e ¢ Observo se puede escribir:

=i
Z=2e.e"

Por Euler: Z = 23( cos—E +isen£]

6 6
=2l 43,1
MR
Z = 3e+ei

Observo por las altimas formulas

Z, = 2¢co0s -
3

4 | “ o
T oy % 0 4 ‘l @ ; fﬂ-- ;”-I"ﬁ w& : ATy ‘j‘
! : o iy e e o i
O ol o . LR = e
i ] i hr-r F - ) ‘jﬂj‘ t

Interpretacion y representacion grafica de numeros complejos [egidas por determinadas

-

. o o L r.,." B { ; oy =2 ) W &
! . / W (R~ s ~ | T R PR - i B
relaciones Varh 5 i b e OO A e el
.-'--'J}_
:

Interpretar un numero complejo es analizado teniendo en cuenta sus componentes (parte real e

imaginaria) y graficarlo es dibujar todo el conjunto de afijos cuyas componentes satisfagan la relacion
o relaciones dadas. Para esta parte debe recordarse las ecuaciones y graficas de figuras conocidas,

como la recta, circunferencia, parabola, elipse, etc.

Ejemplos Ilustrativos

Determinar analitica y graficamente los niimeros complejos Z=(x ; y), que cumplan lo siguiente:

1. Re(Z2)=4
Observacién: Nos quiere decir que graficamente todos los complejos Z que tengan como parte
real siempre a 4, no interesando el valor que tome su parte imaginaria. Es decir: x=4 ey toma
cualquier valor real; por tanto veremos que al dibujar todos los puntos (4 ; y)se obtiene como

grafica una recta paralela al eje imaginario, que pasa por el punto de abscisa x=4

) Eje Imaginario

Re(Z)=4
AINATRAHIL: Trb W ATaTNL ok s ol e
0 Eje Real
|
- ——_— sa— st e : - t ety ey T wribes i : eyt : e s el R TR R
Para usted, équé pasa cuando Im(2)=-37, analicelo y grafique. iEssendillo:  ~

2. Im(Z2)z2-3
Observacion: Nos quiere decir que graficamente todos los complejos Z cuya parte imaginaria sea
sando el valor que tome su parte real. Es decir:y>-3

siempre mayor que -3 e inclusive -3, no intere
y x toma cualquier valor real; por tanto al dibujar todos los puntos (x ; y) donde y>-3 Yy xeR se
-3 , incluyendo la recta.

obtiene como gréfica el semiplano por encima de la recta y=




4. Re(Z)+3Im(Z)<3 ' _,

Observacion: x+3y<3

| , ; T Tl
Luego de despejar y, la gréfica sera el semiplano por debajo de la recta y= i
| Observacién: |
1
3. 2Re(Z)+Im(Z)=4 | , |
Observacion: Nos quiere decir que grafiquemos todos los complejos Z que cumplan la condicién H ;
dada, es decir: 2x+y=4
Observacion: y=4-2x ~ .
Es la ecuacion de una recta. Buscamos los puntos de corte con los ejes, asi: TR R
: Andlicey g
| | 5. -2<Re(Z)<2 A -3<Im(Z)<2 | |

Observacién: -2<x<2 A -3<y<2 ; graficamente, los complejos cuyos componentes satisfacen las
desigualdades, viene dado por la interseccién de las regiones que originan dichas desigualdades.

Eje Imaginario _

- EE e .
el ' 5_'. o M b

i e -?;IT.-. el

B e T T Sy LN (A

BRI (L
Eje Real

Nota : iy cudl es el andlisis y gra i

(Rl R AR f

mﬁa;waaw- 4

L ’ | ] R B T w0 i LY | e e o R Rk g e BT el el i R e




6. |Z+1-i|=2
Observacion: como Z=x+yi

2 e+ +(y -Di|=2

Jx+1P+(y-1)? =2

(x+1)2+ (;y-—l)2 =27
Esta es la ecuacion de una circunferencia con centro en (-1 ; 1) y radio 2

1. Calcular i*"° 8. Halle el cociente de:

2i2+4i%+6i%+... +(2n)i*"

. i f it ’
311 B) -l g ;i 1i2+3i3+5i°+ MO b 00 B i
AE}E Imaginario “n® ed o
2. (Y aqué esigual L‘mswm ?
A) 1 B)i L) -1
A)i B) -i O1 D)ni E) -1
D) -1 E) 45
N ! e 0. Si“Z” es un nimero complejo, marque la
o i_fs's‘s‘:f;sf a1 i sadE verdad (V) o falsedad de cada una de las
siguientes proposiciones:
A1 B)-1 i
; D) -i E) 2i I. SiRe(Z)=Z @ Z es un numero real

II. Silm(Z)=2 ‘:;?‘ Z es un imaginario puro

%1 Z-2-i] <3 4. Simplifique:

Observacién: como Z=x+yi f | 1‘3 +4 + 16 + - + [m o Re(Z)—]Re({)=0
e IV. Im((Z)+Im(Z)=0
H 16-2)+(y-1i[<3 L +B +(5 +-+In s
Jx-2)*+(y-1)* <3 , A)VVFF  B) VVVV C) VFVV ...
x-2)*+(y-1)* <3% A) 1 B) -1 C) -i D) VFFF E) VFFV
D) i E) —
e | " 10. Evaluar:
4 Eje Imaginario | 1 N8
| g 11 1318 7 el DO L e L T 6+71
5. SEﬁﬂle la pOtEHCia de: i . zi i 3 4i e 5 61 il 7 i »
i B) -i C) 1 +( 134+135i]°”'
| D) -1 | E)9 134i- 135
4 0, 6. Halle los valores respectivos de: A) 1 B) -1 C) 67
by | - | | i
- Eje Real (a)=iUN2% y (b)=i 777" , sefale (a) + (b) D) - 67i E) -i
) II‘.; -
oy WY« | : g; [;—i, il g ;_2:.1 11. Exprese en forma binémica:
| i i1234 pi i2345 i i345ﬁ ¢ i456?
. Los Zz(x ;y) que satisfacen esta desigualdad son tﬁdOS aqueuos que se e S 'de unar 7. Si se define: Sn= 1 5" + i‘“3u : Vv n natural ‘“i-3456 + 2i 6789 % —3i 791113
circunferencia con centro en (2 ; 1) y radio 3, incluyendo el contorno. Calcular: M=S +S,+S,+...4+S,500
A) 1999i B) 1999n C) 2000n A) 1+1 B) 1-i C) 0-i
] D) 2000 E) 2000i D) 0+i E) 2+i

atzs_;eg:m%:;;«; ek
T @““e33>§4:+f




12. Reduzca la fracciéon continua;

f = (1 +)° sii=y-1

v
4i+ (1 I') :
. ! B
-1+
L
1-1
A) 2i B) -2i 01
D) 4 E) -4

13. Diga, cudles son verdaderas (V) y cuéles son
falsas (F) de las siguientes afirmaciones:

I SiZ=x+yi B ReZH)= —
xz +y2
Z # (0,0)
. (1+i)"=(1-i)",V “n” igual a 4 (mdltiplos
de 4) |

[[I. Siendo Z un nimero complejo
= Re(Z)=Im(iZ) A Im(Z)+Re(iZ)=0
IV. Siendo Z,=2+i A Z,=3(2+1)

i 2.<Z,
A) VVVV  B) VVVF C) FFVV
D) FVFV E) FVVV

14. Evaluar abreviadamente:

H = (1_ l')SﬂZ + (1 _l_l')Sﬂl
(l + i)SﬂZ + (1 i l')Sﬂl'

A) -i B) i O 1+i
D) 1+i E) 1

15. Sabiendo que:

a_(Rez(@)z A (Rei(Z))z & 2Re((ig)z)lzm(z)i,

o (M, (12D, 25Dt

Determine el valor de o - f3

y

A) O B) 2 O -1
D) -2 E) 4

16.

LT

18.

19,

20.

21.

Marque verdadero con “V” y falso con “F”,
segun convenga en:

* El conjugado de ZV es ZV
* El namero -4i es negativo

*(1+0)*+0-1)’=-4
* i—(2n+l)=__i2n+l ; nez

A) FFVF
D) VFVV

B) VFVF C) VVVF

E) VVVV

Si: Z =(1+13)?,2Z,=(1+i5°y Z,=(-1+i 1",
calcular la parte imaginaria de: |
K=((Z,+2)r+2,’] + (2,.2,.Z2,)

A) 4 B) -3 C) -2
D) -1 E)O

Dado los complejos: Z,=a+bi y Z,=c+di,
{queé relacion debe cumplir a, b, c y d para
que (Z,+Z,) sea un numero real?

A) a+d=b+c B) a.d=b.c
D) a-d=c-b

C) a.c=b.d
E) a.b=c.d

La relacion entre a, b, ¢ y d para que el
cociente de dividir Z,=a+bi por Z,=c+di
sea un nimero imaginario puro es:

A) a.c+b.d =0
B) ab+cd =0
C) a+b+c+d =0
D) a.d+b.c =0
E) a+c=b+d

Si se establece que:
4% + 16
2P - ai +bi

reales, calcule: %+ b

= 4i ; donde a y b son numeros

A) 4,2 B) 1,5 C) 4,5
D) -2 E) 10
24

Si el opuesto del conjugado del opuesto de
(2+n)+(m-6)i es igual al conjugado de
(m+9i)-(5+n)i , calcule el conjugado del
opuesto del conjugado de (m+ni)(m y
n ¢ R).

e e e, e o P R R A

A)11+4i B)-11-4i

1 D) 11"41. E)-11-411
| 29 Gi {a, b, n}cRe i*=-1, una condicion
| necesaria entre a y b para que el complejo
i a-bi se pueda expresar cCOmo a2 nf , €S:
2-nl
A) a>-b’=1 B)a.b=n Q) a’+b*=1
D) a+b=1 E)a-b=1
LY - SRR - B
23. Estableciéndose que: :f:: = ro + —(—5-1
entonces se verifica que:
A)A+B=C B)B*+(C’ C) A*+B*=B*
D)A.B.C=1 E) A*+B*=C*

24. Indique la parte real del cociente de:

K= (1+ia+(1-1b . a*b
(1+i)a-(1-1)b

2 2 2 b

A) 2ab B) a‘-b C) - a
a?+b? a?+b? a’+b*

D) a+b E) 2ab
az +b2 az +b2

25. i(Cuantos nimeros Z ¢ C verifican la
igualdad -Z*=27

A1l B) 2 L3
D) 4 E)5

96. a, b, x e y son numeros reales que
relacionados asi:

3 : . G
Ja+bi=x+yi , segiun esto, calcule el
equivalente numérico de:

(il

A1 B) -9 C) —

py E) -2

97. Indicar el cociente de parte real menor que
su parte imaginaria que se obtiene al dividir:

V12 - 16i
1 =1

A) -2-1i B) -3+21

D) -9-8i

) -3-21
E) -3-i

98 Determine el valor numérico de:

Re[ 2 +3i]'+Re{ 5*1')
7 +2i 7 +21

&y 2 B) 1
2
D) 2

29. Partiendo de la igualdad:

E)O

Z.'i+Z+102—+Z* +41 “o(1 +i)3

10
Evalué S=|Z+2(5; -2)|

A) /22 B) 29
D) /29

30. Indique el médulo de Z, si:

31. iCuénto vale el médulo de:
K= a-d-1 @Q-D°-1,

A+D)5+1 (1+D®+1
A) 1,6 B) 1,5
D) 1,3

-#ﬁiﬂ;ﬁgﬂ.a‘f%ﬁ#

©) 22

E) 27

)14
E) 1,2




32. iQué valores reales de x e y hacen que los

33.

34.

35.

36

37.

numeros: x*-3(y+20i) ; -19+3x%i sean
complejos opuestos? Senale el médulo de
(x+yi), si xe Z.

B) /26

A) 29

D) /29

C) 26

E) /10

Si: ZeCyZ.Z=7Im(Z) , calcular |Z-3 ; 5i|

A) 3,5
D) 3,4

B) 2,2 )2

E)24

Hallar.el modulo de:

3+50)5.Y1-1
(/26 - 2¢2)*. (V2 + Y2i)

2

A) V2 B) /17 C) V14
D) 29 E) 24

¢Cual es el namero complejo de
componentes enteras y positivas y de
modulo maximo que multiplicado por el
conjugado del cuadrado de (-2-i) da como
resultado un numero real? Las

componentes son de un digito. Indique su
modulo.

A)S B) 10
D) 25

C) 20
E) 50

Senale el médulo del complejo “Z” que
verifica la igualdad mostrada:

2Z(-2-1) = 5/Z¢R

A) 2¢/5

o) V10
2

B) 2//10 0 3\/5.

E) /10

La diferencia de dos nimeros complejos es

10- 10i, Si la parte imaginaria del
minuendo es -8 y el cociente de dividir es
un namero real, calcule la suma de los
modulos de las inversas de dichos niimeros.

38.

39.

40.

41.

42.

:Eliﬁﬁﬁ;%-ﬁwﬂ*ﬁri

A)ﬂ_z_ B)i‘_@ c)s_\/_i_
16 12

D) 5y2 E)é.__\@
2 8

SiendoZ,yZ,c C/|Z,|=]Z,] = /5 ; hallar el
valor de:

G |1Z,+Z,|*- 10
Re(Z,.Z))

A)l B) 2 C)3
D) 4 E)S

Efectuando en: P=|1+Zw/|*-|Zw]|? , se
obtiene: '

A) 2Re(Zw) B) Re(Zw)+1
1
D) 2Re(Zw)+1 E) 2Re(Zw)-1
Determine el valor de: [Z- —i—i S
y AN, .. -; donde “a” es un namero real.
1 +3al1
1 1
A) — B) 2 C) —
2 5
1
D)1 E) -
| 3

Calcilese el nuamero complejo Z. de

componentes enteras, y que satisfagan las
igualdades:

Z-2| y205 1Z-2|_,

g ol 41 "|Z-6
A) 3-i B) 2-i C) 1-4i
D) 4-i E) 1-3i

¢Cual es la parte imaginaria del nimero

complejo que debe restarse a: Z=(1- y2i)*
para que la diferencia sea un complejo de

modulo igual a 2 y cuyo argumento sea
315°7

43.

A) 3y2 C) -5v2

B) V2
D) -2 ' E) 5/2
Reduzca:

s G2y « 432i

ill+iﬁ

Dar su respuesta en forma polar.

A) 16cis 3 B) 32\/§cis£
3 4

C) 32,/§cfs§;:5

D) 32cis 4n E) 16cis A%
3 4

44. Si se verifica que:

(y/10cis3 1“)31(5\/Ecislz°)5 Py
(u\/icis3“)“( i/ﬁcisZ”)‘s

senale el valor para “n”.

A1 B) 2 C)3
D) 4 g5

45. Hallar el argumento del complejo Z, si:

7= 4+30)° 1+

(-y3-ip?
A) ZOOG B) 189::: C) 239{}
D) 231° E) 250°
| + J21)39
46- Calcular la p{)tencia: (1 V/ii)
(1 Al I')40
A) 215 B) 2 C) _23‘!
D) 22“ E) _219

47. Simplificando:

f

(1 +4/3i) [i/ﬁ(coss“ -isen8°))°

2[y2(sen55° +icos55°))*(-cos50° +isen50°)

A)1 B) -4 O 2
1

¥ | E) —
D) -2 )2

BN @%‘-:E:‘m f

49.

50.

<%

e

48.

Escriba el nimero complejo de argumento
igual a 300° tal que al multiplicarlo por el
opuesto de su conjugado se obtenga -24

A)2/3-5i B)3/2-/6i C) -3/2i+/6
D) /6i- 3/2 E) 3/3- /6i

Si Z es un numero complejo de argumento
“o” que verifica la igualdad:

Fbne

Calcular un valor de: tga+ctga

A) V3 B)-?%-i o 13

ZeC, donde |Z|=5y |Z-5|=2y5 , halle el
V.N. de (Z-4+31)' , si se sabe que

Arg(Z)e (2231 : 211')

C) 64
E) 256

A) 16
D) 1024

B) 81

Indique la parte imaginaria del complejo
por el cual debe multiplicarse a (1-y3i)°

para que nos de un resultado igual a 4cis L i

3
A) /3 B)—-‘/;i C)-—‘Ei
py B3 0

16 "

Si 30° es el argumento del complejo

Z=(l—a)\/\/§ +i+a(y3 +i) , escribirlo en su
forma exponencial acR

fudl k) Bl
A)le3  B)/2e3 C) 2e 3
ns By

D) e 3 E)4e"



53. Siendo Z un complejo de argumento 0 y
médulo igual a 1, verificando que:

54.

59.

56.

Z°+Z °=-1,con 0<0< = : calcule v

3
Ay B = o i
9 4 5
by = "
5 9
Dados: |
Z, = 3cis7ayZ, = J3cis3a / 0 < @ < %,
indique verdadero o falso segun
corresponda en:
. |Z,+Z,]=2/3cos5a
II. Arg(Z,+2Z,)=2a
IlI. Arg(Z,+~Z)=2n-4o
A) VVV B) VFV C) FFV
D) FFF E) FVF
¢Cual es el mayor nimero entero y positivo
de 4 cifras, menor que 3000, que hace que
se verifique:
{ lﬁﬁi] =-1+‘/§i?
2 " R
A) 2999 B) 2998 C) 2990
D) 2994 E) 2992
Del complejo:
Z = 1-cos20 + isen20 ; 0 <0 < l;-
No es verdad que: (marque verdadero o
falso)
* |Z]|=2senb
" Arg(2)==-6
2
waw 7%= 4sen’0Ocis(n-20)
A) VVV B) VFV C) FVF
D) VVF E) FFF

57. El complejo cociente (en forma polar) de:

58.

o8,

60.

61.

D) -2+3

1 +cosO +1senb =
1-cosO +isend = 2

<fO<m , es:

A)tgecis(e_i)

— B) tg ECiS(‘ﬂ: -0)
2 2 2

) ctg 2 cis(@- =)
2 2

0

E) ctg —cis(0+ =)
i 2

D) ctg-—e—cis(n— _B_)
: 2 2

Se tiene un complejo Z de componentes
positivas y cuyo médulo es igual a 8, si se
sabe que al multiplicarla por un imaginario
puro Z, se obtiene otro nimero complejo de
argumento igual a 300° y méduloigual a 40,
calctlese el valor de: Re(Z)+Im(Z)+Im(Z,)

A)9+4y3 B)-1+4/3 ©)7+4\3

E)-1+3,3

Halle el valor de [Re(a))*+[Im(a)])?, si “a”

es una de las raices cuadradas de
= -§-121

A) 16 B) 9 C) 25
D) 4 E) 13

Calcule una de las raices quintas de:

10
A) “leciszol"

&) ID\/SIZCileI" f/

10 /
D) y512cis201°

E) V2cis201°

Calcular @W**°® ; w es raiz ciibica de 1 (w#1)

A)l ; B) ® | O) w?
D) -1 E) -w

62.

63.

64.

69.

66.

.Y a qué es igual @'?4#*1°?
A - B) -1 C) w?
D) w E) 1

Siendo “w” una raiz cibica de la unidad,
diferente de uno, calculese la potencia:

g9 10
(1)?

A) W B) w* O 1

D) -1 E) -w

Halle los valores respectivos de:

(a) (o U)o (I g2 553 -sabiendo que L, U,

I, S son cifras pares positivas y diferentes.
Senale (a)x(b)

A1 B) W C) w?
D) -1 E) -w

Siendo “w” una de las raices complejas

conjugadas de las raices cuibicas de 1,
marque verdadero (V) o falso (F) se_gﬁn
convenga en:

*l1+0 =1+

*1+w|=|w]

* |1+ | %+ | 1-w|*=

e E}'Z B
A) FFFF B) FFVF C) VVVV
D) VEVF E) FFVV

Determine el médulo, luego de reducir:

22 33
4328 . 093

78910

4444 5553

+ W W
11 1112 1213
§9 10 +wau‘ +w1nll

K...

W + W

“w" es raiz cibica de 1, pero diferente de 1.

A)l B) 0,2
D)0,

C) 0,5
E) 0,4

67.

68.

69.

K=

/0.

/1.

Simplifique:
W 1
+
yiiz w-1. w+l ) ’
ool ‘. w(w +1)
-1 w+l w-1

Siendo 1, @ y W raices cubicas de uno.

A)+1 B) 1 C) 2

D)--;—- _ E) ®
| 1+@°
Reduzca: f=w’+ —
s 1+
‘. 1 +w?
} & ' ”_ﬂ_
1+w

si “w” es una raiz cabica de 1, pero no 1.

A) -® B) w? O w

M1 E)-1
Reducir:

-
. V1= (0#1)

w2 2-1) 3(w? +1)

cw-1  (w+e)(1-w

AO B) 1 )2
D) w E) w?

-53

Simplifique: [ ...([(m“’_l)iz]“’_ﬁ)i“... ]m

A) 1 B) w C) w?
D) - E) Jo

. Qué valor o valores puede tomar el médulo

202 + (1 +m.'2)2ﬂl

oK st Eu 1P :
(l +w2)202 o (1 +m)201

“0” es conocido pero diferente de 17

A)sélo0 B)1;3 0 yV2;3

D)2: 3

E) /3 es su tnico valor




/2.

73.

74.

/5.

D)

El valor numérico de L=a’b*+b%*c*+c?%a?,
para a=5,b=3w+2w?, c=2w+3w? siendo

1, W y w? las raices cabicas de la unidad es:

A) -18 B) 625

D) 400

C) 169
E) 324

Graficar en el pﬁ;ﬁo complejo la region que
represent/a/,ﬂ,.fé todos los complejos Z que
verifica: |Z-5| =4

,n/pn B |

Siendo 1, W, W? raices cubicas de 1, calcule
su valor de:

(W*+W*+ W2 +...+ W*+ 1)1 - 0"+ W'4- !
+...+W*3®)

A)l
D) w?

B) -1 O w

E)-w

Conociendo que:

X=m+n , y=mw+nw’ , z=mo’+nw ,
calculese el argumento de M=x>+y>+23 | si:
m=¢is10° y n=cis20° y “w” es una raiz

cubica de 1 (w#1).

ﬂﬁW&%%ﬂ

76. Simplifique:

S=14+2W+3W*+4wW*+5w*+ ... (2001sumandos)
s1 “w”es raiz cubica de 1 pero diferente de

A) 2000 B) 2000 0 2000_
w-1 w-1 l1-w

D) -2001 E) -2000
W~ 1

w-1

/7. Calcule el area de la rggiéﬁ que genera

todos los complejos Z“que satisfacen la
desigualdad: 3 < |Z<1+i| < 6

C) 362
E) 3nu”

>
\0 ”
Nome B 27m
D) 207,

/8. Hallar la ecuacién del lugar geométrico

r""l---.

ﬁﬂ y=X +3

‘definido por Arg(Z;3)= E, si Z = x+yi,

3
e

A) y=x-3 C) x=y-1

B) x=y+3
" E)y=x+1

79. Siendo Z=x+yi , el lugar geométrico

Z-1
Z-1
circunferencia, cuyo centro es:

definido por Arg[ ]=§ es una

A) (2;2)
D)(1;~1)

B)(2;1) O¢1;1)

o I (;1)

80. Siendo Z = (x ; y) un nimero complejo y

2Xx

de la region definida por los afijos de Z al
unirlos consecutivamente.

Z e ( R 5 - y] su reciproco, calcular el area

C) 8.2
N B 240

A) 647 B) 22 12

D) 4.°
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13579=4(3394)}+ (3) = 13579=4+
15 13394 | :

19 Luego: {13579 = j4*+Q

i13579 3R i®=-i

. 9 Llamemos al exponente de i N :",,\ N = 1234567890

?

Podriamos dividirlo entre 4, pero ... iy si el nimero tuviera mas cifras

Recordemos algo para estos casos, y mas ain en general: |

< AT R I:'ll !
R R

L
Observacion: d
—......(90) , pero 90 no es divisible por 4, entonces “N” no es mailtiplo de 4, pero ... se puede
, ~ escribir asi: *
| N=1234567@f +2 &siono? :;‘ N=£ +2 |
Luego se tiene: i = iz*@ . N=i®=-1

3. Sea: _ e ol

M=-5555555555

2 Sopuede escribir:  M=-5555555556+1 ) M=4+1..... ()

4 .

Wi A
o también podria escribirse “M” asi: M=-5555555552-3 & M=4-3....(
T ik 4
Podria considerar cualesquiera de las dos formas; considerando (1) se tiene: M=i4*® . i

=




4. Analizando los exponentes de i: Luego:

(= |g+i[4+ 16 L4 m $ Podemos observar que a
>
~@+Md)=1+1

partir de|4 cada uno de los sumandos (factoriales) son divisibles
por 4(3); cada factorial contiene por lo menos un 4.

k. o © o o
¢ 24+14410+ cceee 4+ M — |2 = |2
a4 2 Ié IT IT 2 + 4+4 '_"; . 4 2+4 /. Calculamos cada sumando de “M” por separado, asi:

4 4 4 P
Luego:
2+4+[6+ ot M =442 =442 S, = iS4i? =@ MInja 4 g iy
En forma andloga: |
Il+|é+.l_§'+!illi+ I: =Il+l§‘+é+4+'.-+4 S‘2= 125+lq - lz4+l+l 8 l=l4 1‘1'"14 i $82=l+1 1=0
4 4 3 : g
e 3125 5 :-27 . t124%] ; 172841 . 234+]1 ,24+1 Gk B0 &
W b fitiaiein i I e Bl Sl o Wi ¥ Slald - S;=i+i=2i
-y 11 4 3+§+-----+|__=4+1_1_+ 3}=4+(4+3)=4+3 |
: (7) S, = Ml g 441,541 B S, =i+i =0
*4+2 -2 :
Reemplazandoenf: f=-21— =1 —j1 ol
443 23
1 1
5. Para este tino de potenci i 1 . S M ‘ I P R = Sig99 = 1+1=2i
. p potencias analicese el exponente de i, porque de ello va a depender el resultado. i
J & . gl !
La base del exponente expréselo en funcién de 4 y tengdse en cuenta por aritmética lo siguiente: M Bk Bl o S Tl LR
il '
shasis g, M=2i42i42i+ ... +2i - M=2000i

: 1315 1315 il 1315 A i
Se observa ® 9''" =@+D!!T =@+D!'T =4+1 =4+1

en el ejercicio: 8. Si“n” es par (dato) = (2n)=tf y(2n-1)= Af |

ais _
¥, S LA+ Calculemos numerador (N) y denominador (D) por separado
Luego se tiene: 1 =1 = ]
& N= 2iz + 414 + 6i6 + 8‘18 B b + (2n)i2n
6. Analicemos los exponent : |
exponentes para cacila caso: N=-2+4 -6 +8 -........+(2n)
R e e |
o e i o da Ne& g i+ 2 ' e WL, = N=n
(b): para esta parte, debemos recordar por aritmética lo siguiente: | ’i‘-)mmandos
n+K™, si m es par | i
. A D=1+ +5C+ 7 + ... +@n-1)i" "
! D= i -3i +5i -7+ -(2n-1)i
n-K", si m es impar b
= (-2i) + (-2) et (-21) » D=-ni
Observo: (%)uumandos
77 47 ﬁ“&ﬁ“& un nimero impar R
e A (que sea par o impar iene: = S z=
| 7 =(@8-1) = (4—1 ity del iwdnindirs. basi Reemplazando, se tiene: f O f=i
777 © ﬁ o
7 =4-1 =4-1

5 ﬁi&%‘&#&%ﬁﬁaﬁ
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9. 1 SeaZ=a+bi,siRe(Z)=2Z I a=a+bi Z) b=0

12. Por el problema anterior se demuestra que:

SO UN DARERS Teal L s G V)
Il. Sea Z=a+bi, si Im(Z)=Z I, b=a+bi Iy b=0ya=b
Z GF U Conpiain ke L L (F)
III. SeaZ=a+bi ™ ot - Re(Z)-Re(Z)=a-a=0(V) En el problema:
v 6 =~ - 16
IV. SeaZ=a+bi I Im(Z)+Im(Z)=b+(-b)=0(V) i (1+1) i = (1+1) . - (1+1) —
- VFVV 7 g Ll PR L L aild PrEe L)
. g | U Sy : -21,
-1 mET *'l+l'1—+“';*=*l
10. Tratemos de reducir cada paréntesis por separado (hay relacién entre las componentes de los 1+ 1—+-1— =1
complejos). t Al
2+3i 2+3i ' A + A .
" ._3 = ._3 "- "{ r\;;‘-;ﬁ=":' lw ¢ it f ‘1*‘1)‘. @+L)6 (1+1) A+ _ (1+l)4
M3 23 ! ! bl U (1 2 i+ (1-1) 21 (1+1
- l i
¢Podrias hacer lo mismo para los demas paréntesis? :ﬁ\ iHagalo!; te va a quedar algo igual para e (1___,..i)3' ot
cada caso. Sillamamos L a la suma pedida, setendra: L = (G D'+G D*+0@ D) + ... +G Y)Y
.f=-4
IV T Y e O SRR L A (quita y pon)
0 g ) 1 x-yi  x-yi
_ _ 13 L St Z = x+yi Z' = 1_ Z' = s y_ zyz
Propiedad: la suma de 4 potencias consecutivas de i es cero: X +yl NEI Ry XY
::.,k?*-»L=—if"‘“=—i."i ~L=-1 X, YER - 10}
Observacion:
. gt - X . NN M SIS A T it LR MR Y 0y "
11. Trabajemos por partes con criterios ya conocidos (ejercicio 5 y 6). Z = -—2—j . Re@Z")= Ty S A e R R e e N
: x2+y2  x2ay? x2+y
3
T ol ~*
1+1) = 1+i4] —(4)¢ """"" : .\n
® 2 o e s IL. Sin=3f**>n=4k,kez*%( )= 1+ 4 = - Q+)P=Q0-1)",Vn=4 ....... V)
‘- mayor o igual que 2, su potencia es 4 ' i | » (- l) = [(1- i)4] = (- 4) 4=
5" . il o 5 :
D B = @-1) . = 31 = 441
6’ 7 7 IIl. Sea Z=a + bl - iZ= (a+bi)i L = iZ=-b+ai
°® @ =& 2 &£ =
. ; WG it . Re(Z) =a= lIm(iZ) AIM@Z)+Re(GZ) =b-b =0 .....ccivietverssessnnsnnnesns V)
8 " ™ 4 8?
. 7 VB N RN b, GRS, ; : i
» e # 4+3 4;_ it i e o IV. Esta afirmacion es falsa, no se puede decir: Z, < Z, porque entre numeros complejos no ex&s‘;e
e ; ’&ﬁ gkt ks o relaciin de ordely . L iy e h s v s ese s s nie e aie s AR N e R R A
® 7° = @4-1) - 2 Y e 41
VVVF
Reemplazando tenemos:
it 34—1 +i 4 ¢ . 14. Expresemos los exponentes 502 y 501 en funcién de miltiplos de 4 mas proximos:
M = D P o R ¢ Recuerde: ;4-i%-; (1-1)5%.(1-0)? + (1 +i)5®. (1 +i)
"(3"'1) ~(4-1) = 2 01 = 41 H e ‘ '
+21 "'31 502 5 Yy 5 4 (1 +l’)500.(1+i)2+(1_i)500'(1_4i)
M = i:l 2 S Hi.' 2 M= 1+i ( l\éllu‘l:tégﬁlgadgsdﬁ?r ) Observacién: 500= 4 s . (141)®=(1-1)*° (por la afirmacién II del problema anterior); luego se
;i.;,..._. it Ll G i divisor puede escribir:
l | 500 a I
- : a0 ) e | Yl S RN ol
i 14+ _ (142 2 i | T G . = 00D Dbl il
M = ﬁxl_ﬂ_ﬁz_i): =% M = PR 1= 041 m\m[(l l)2+(1 ) 21+1-1 L*]:_":_l‘}
~H=-1
vasnyfiyoes s S8 v45w- i
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- Problermas Kesueltos

w Problemas Resueftos
15. Siendo Z'=a+bi ', Z = a-bi y Z = -a-bi 19. Por dato: a+-b% -KieR r;x a+bi= - Kd+Kci
:;‘l' \Z =b+ai y iZ = b-ai c+di
2 2 . .
Luego: = L e B 2abi o bz‘ gl B et
(a+bi)*> (@a-bi) (b+ai)? (a+bd) (a-bi)? | (b-ai)? b |
= o-P= a%- b? & a%- bzx i 2abi = 2abi H | . 2
| (@a+bi)2  (a-bi)2 "~ (b+a)? (b-ai)? | | " 20. Observacion: :6 *41 _ (3)= (imaginario puro)
¥ | 2°+(b-ai
Legendre Legendre ;f; g a
. ; i - o g L | wh, ropiedad anterior, se debe cumplir: - —— = o 2
A S (a- bi)%+(a +b1¥ b +ai)2£ b - ai)2 i =, Por la propiedad anterior, se debe pli g o 4
i (a +bi)2(& ol ' sl ; (b+ai)“(b - ai-)z__ -5; :
- : Do ik SiTGa - a) ™ 8-b =4 | ar~-2
M r .o - B
E#B=(a2"bz) Z(a b ; ) Fe Zabi 4bal ;. 22a-b e 22 —— za b b i 2 b = 6
b(ﬂz“bziz)z_ L(bz_aziz)z_ :
a—[}*(az—bz) Fz(az_bz)" ) 8a 2b 2j 2 i Z(az—b 2)2 +8a?b? Luego: (a -b +b -a)z-l - [( 2)6 + (--6)2] 2 . (a i3 AP b -.a)z-l - 10 .
" (a2 +b?)? “ (b2 +a2)2 (a2 +b?)? I-;f
p Gk ; _ .. . 21. Planteamos abreviadamente:
a-p=2 (azw\b")z‘q.ﬂ;a&bz‘ S oU-p=2 . i ! .
L ) El op. del con). del op. de [(2+1)+(m-6)i] = conj. de [(M+91) - (5+n)i]
.. [-(2+n) - (m- 6)i] [(m-5)+(9-n)i]
—— == Y dihg A N o’ 1
16. (*) Sea ZV 3 su coniugndo es ZV =ZV = TN 000 v e iie Gl aiel Gatih o o V) | | [-(2+n)+(m- 6)11 |
(*) -4i<0 es falso porque Arelaciondeordenen C .........ccciiennnnes (F) 1 il i (2+n)-(M-6)i = (M-5)-9-n)i
*) @+i)® +1-1)> =2i(A+i) - 2i(1-1) = 211 +i- 1+i) = 2i(20) : .
. 13 \3 1 Por igualdad de complejos:
SRR BT A LR e L o S L L O S AN R JLY) ;g i N
(*) i.{2n+l}=(-l- I)2n+1=(_-l)2n+1 ’9 24N =m-5S = m-n=7 m=11
4 . - - = — sl = i 4
observacion: (2n+1) ﬁ # impar ?ﬁ LA AR (V) s ek
VFVV Luego: m + n? = 11+4i
i ». Conj. del op. del conj. de(11+ 4i)j= -11- 41
17. La 4ta proposicién del problema anterior dice i ®*" = -i**! — A (11- 4i)
::-” Z,=(1-i% ; Z2,=Q1-i° ; Z,=(-1-1)° otambién: Z,=(1+i)’,Z,=(1-i)’y Z,=(1+i)° (-11+ 4i)
donde: (Z.+Z) = (1+i)? ; Z2= Q-7 1 ZZ.Z. = (1+1)0(1-1) : 64
; (1l )15 + (1 - )5 St it Y ] 22. Por dato: a-bi= zﬂlf ﬁﬂ 2a-2bi-ani-bn=2+ni ‘i (2a-bn)+ (- 2b-an)i=2 +ni(complejos iguales)
+ — | -nl | |

¢ — » pero (1 +i)* = (1-1)™ 1
(1+1)°(1-1) De aqui:

v
il (I-l**i)12 [(MAZ ~ (problema anterior)
"y

luego: K =

9 1 A 2a-2 _ -2b
(1+I,) (i}[)\(l—l,) Y (1-*1) =-4 (conocido) J‘.: b a+l
- 3 | B ...
D -: i (1 : l) i bt 1 +I o i -
e aqui: K e (1 +i) e (2i) (i) K=-2 La+b=1

18. Por dato: 2 AL g K (# real) ﬁ a+bi= K%c+l(dj.

+ i - | i o : i P
ol -.! 23. Hallemos el cociente de (a+bi)=(a-bi), multiplicamos por el conjugado del divisor, ast:

a+bi  a+bi_a’-b?2abi [ az—b2] +( 2ab ]i

a-bi a-+bi a2-b2iz a2+bh2 a2+h?2

=;§E.ﬁ~:i—i-¢?%?¥":;ﬁ‘-ﬂi

I‘--'----'b--L-46|1.::'.1,“-n-:




24.

o9,

26.

A*+B* = C?

Expresamos K como la division de 2 complejos en forma binémica y multipliquemos Ipor la
K = (a+b)+(a-b)i v (a-b)- (a+b)i
(a-b)+(@+b)i (a-b)-(a+b)i

conjugada del divisor, asi:

K = @-1v)- ia+b)2i +(a- b)zi + (@- 1)
(a- b)*- (a+b)*’

K = 2@*-b*-[(@a+b)*-(a-b)’li 2(a?-b?-4abi

Efectuando:

(a +b)? + (@a-b)? 2(a*+b?

88 2 2 w2

K = a2 bz_ 2ab ; ]Re(K)=a b
a‘+b? a‘’+b? at+h?

Sea z=a+bi /-7Z*=z f@* -(a+bi)* = a-bi ;;:} (-a*+b*-2abi=a-bi (complejos iguales)

De aqui: Gt e ¥ 2l B G (1)
*2ab=Db ;"i@ bil-28) =D.. 00 (2)
De (2): sii b=0,en(1): -a*=a ‘;? a(l1+a) = 0

Observacion: a=0 v a= -1
De aqui, los complejos “z” son: 0y -1

B, sia=c,en@: -ty ﬁ}b::ﬁ' |
- 4 8 2
De esto, los complejos “z” son: X \/Ei y _1_4_\/_§_i
A e 2

Existen 4 nimeros complejos

. 3 : . . Pl
El dato dice: ya+bi=x+yi (nopiden x ni y, sino “s”)

Elevemoé al cubo: a+bi = xX’+3x%i-3xy*-y’i f;\ a+bi = (- 3x9)+Bxy-y)i (cumpleibs iguales)

- 3 2 | 2
De aqui: *a=x"-3xy° ﬁ S, el .0 :;f iy oh ) 3Xy
R x3 AN 33
a 3y ?
i”-—;*h— Yz ......... (1)
X X
- TS 2
Ademas: *b=3y-y = b3_|3x yay ;? £=3XY_1
y y ¥y
b x?
rf—“;“'1=3z ........... (2)

y
Ahora (1)x(2) : (%-——l)@ +1) = (~3§)(§\€2/) = -9

27.

29.

(a®+b”+10a+ 41) - 10bi = - 10(2i)(1+ i) = 20-20i

- Problemas Resueltos

V12 - 16i .
Planteamos: e a+bi /a<b (@Dato)
cociente

o V12-16i=(a+b)-(@a-b)i Iy 12-16i = (@+b)’ - (a-by’ - 2(@*-bd)i
| | Leggndm

Luego: 12-16i=4ab-2(a*-b?i (complejos iguales)

Observacion:
™ 4ab=12 = ab=3 a=3 A b=f ..., (1)
® 2(a*-b*)=16 = a®>-b?*=8 | 6 a=-3 A b=-1...... )

Pero como a<b (por dato), consideramos (2): a=-3 Ab=-1

. Bl cociente es: -3-i

Z ,con esto:

2+3i]=2+3i +(2+3i] 2430 2+3i _2+3i 2-3i
7+2i 7+2i 7+2i 7-2i

*ZRE( s-i]= 5- i +[ §'""i'] 5-1  5-1_5-i §si
j i () 7+2i 7+2i 7+2i 7-2i

Sumamos miembro a miembro y reducimos las fracciones homogéneas:

- 2 +3i §-1 yaal . 72 2 +3i 5-1i
- 2Re +2Re = - 4 - . Re +Re = ]
7 (7+3i] (7+2i] 7¥2i 7>2i (7+2i] [7+2i]

Sea: Z=a+bi ? Z=a-biyZ = -a-bi
Observacion: Z.Z = a’+b’yZ+Z =0 ; reemplazando en la igualdad dada:

a’+b%+10(a-bi)+41 = -(I+i)2(l+i,)
10

Por igualdad (D a’+b?+10a+41=20

5 K

de complejos | 5 _10b = -20 = b=2

ben @) a*+b*+10a+41=20 :; a*+10a+25=0
= (@+5)°= 0, de aqui: a = -5

Luego:

Z = a+bi = -5+2i, nos piden: S=|Z+(10; -4)| = S=|(-5+2i)+(10-4i)| =|5-2i| =52+ (-2)?
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34. Hacemos la expresion dada igual a Z. ¢No es cierto que el problema tiene la forma:

30. Transformemos “Z” de abajo hacia arriba. !0OJOi: (1+i)(1-1)=2

Observacion: ” M S _7{/1\_.]2 i
iy bl i L o M2 G
Siii i gl i(1+i) (A+D)R+)+i(1+1)
l L L 2+i Hallemos su modulo y apliquese propiedades para modulo. Sea observador en lo que ocurre.
1+1 y R 7 2 7 2 * 7 2
************ MS.YN | [MS.YN | M| |YN | _ [M[5xVIN]

i2+i)  _ i2+i) _ W2+i) _ 2+i

il & |P4.Q| |P4] | Q] |P]4.1Q]
A+DR2+irD) . 200+D% . 20 4 '

Respondiendo M, U, P, Q por sus equivalentes se tiene:

2 7 4

1Z] = |3+5i|5-:;/““i| W msx\/ﬁ
: 7 ) o

V26 - 2y/2i4| V2 + 2i ,/ﬁ‘*x\/zi/iz

e

' A STy L gt 1 I ‘[g
Luego: R el S R . TR b (_) +(___] P o 4 1R
vl Nta) L4 e

(-DI-D-1 (LR e
(1+D4A+D)+1 (A +DAA +D)?+1
Pero: (1+)*=(1-)'=-4;0+)*=2i ; (1-1)? = -2i
whope. 40-D-1 -4(C2)-1_-5+4i 8i-1
T -4+ +1 -4@D+1 -3-4i -8i+1
. -(5-4i)) Bi—-1. _ §5-4i

Observacion: * |3+5i|= \/32 +§%=\/34
* |1-i|=y12 4+ (-1)* =2
* |V26-22i| -y26 +8-y34

a2

31. Transformando: K =

K= e . = - + 1 p el |
At ek LT Luego: |Z|=~:"L§_‘1_:.“/_3_4“%52, V34 A \/ﬁ
,"""'*‘ﬁ»](— 8 IKI_.. |8‘ @ 8 =3 = 1.6 ‘\[ﬁ Hﬁul’% ‘\5
Wil 344 3+4i] 7.2 5 ’

35. Sea el complejo: Z=a+bi / (a+bi)(-2-i)* = #real (dato)

32. Para que [x*-3(y-20i)] A (- 19+3x%)i) sean complejos opuestos, se debe cumplir que su suma debe Observacion:

Ser cero.
".::,5 (*-3y+60i)+(-19+3x%i) = 0, reduciendo: (x*-3y-19)+(3x*i+60)i=0+0i (complejos iguales)

-":';r x*-3y-19 = 0 A 3xy+60 =0

(@+bi)(-2-i)?’=(@+bi)(-2-i)* =(a+bi)(-2+i)*=(a+bi)(3-4i)=3a-4bi’*-4ai+3bi=#real
= (3a+4b)+(3b-4a)i=#real

De aqui: Observacion:
: | b-4a=0 = =3b

%) x*-3y=19 & x*= 4 A 3y=-1§5 ..(1) . X==4 A 3y=-15 .. @A) - 2> ‘3; il

e ot el ol I G i ol Siendo a y b enteros y positivos z ‘81-
De(1: x=2 6 -2Ay = -5 $ X+yi = 2-5i 6 x+yi = -2-5i de un digito |

- Para cualesquiera de los 2 casos: |x+yi| = \/ﬁ Pero como |Z| es maximo por dato, tendriamos que considerar:
W Wlor entero para ‘X [ a=6 y b=8 I» Z=6+8L & |Z|=10

33. Sea Z=a+bi/Z.Z=7Im(Z) = (a+bi)(a-bi)=7b | i -
Observacion: a’+b*=7b | 4 36. Aplicando propiedades para la conjugacién, se tiene:
Pero nos piden: |Z-3,5i| =|a+bi- Zi| | Z(-2Z-1) :% e Al :-g- (Le tomamos conjugada a ambos miembros)
2 .f! P 4
a 7 7 2 49 I:'.:E ﬂa‘ _(Zz+z) I S ‘ﬂk\ _(Zz+z) 4 5 'qb\ Zz+z TR 5 (I)
.,.‘ IZ-3,Si|=.ﬂ+ b-—-]i: az+[b—_ b az+b2~.7b+_ 4 . 4 e "5‘ e . —2- -y g i E ..............................
&) E N 41 4
como: a’*+b*=7b - 12-3,51] = v =35 Ahora decimos: sea Z = a+bi / Z¢R<>b#0 (dato)
2 En (I): (a+bi)* + (a+bi) = *% ﬁ* (a*-b*+a)+(2ab+b)i = u-g- +0i
g &a:aﬁ%mﬁﬁéﬁ iﬁ&:;’:ﬁﬂ"# ﬁmﬁﬁ




37.

38.

De aqui, por igualdad de complejos tenemos:

G et PRl R R i s
s
* bRa+1)=0 > b=0 v a=-— ......
2
Pero como b#0 (por dato), consideramos de (2): a = —%
B o2 o b’=2, deaqui b=2 & -3
4 2 7 AL 4 2 2
2 2
Luego: Z = -2 a2 |2 = {—l) +[i-3-’-] =--1‘/§
- U3 2 2

Suponemos los complejos: Z, =a+bi y Z, = c+di
Dato: Z,-Z, = (a-¢c)-(8+d)i = 10-10i (complejos iguales)
B "8c=10y 84d =10 B d=2

Otro dato:

a4

L., C+2 o2

2

o JUDA T T _c=10 ™ _cc=10 | .
Observacion: a = -4c L comoa-c=10 L -5c¢=10 ﬁ c=-2

Observo: a =8
Luego: Z,=8-8i y Z,=-2+2i
i
Z

__Z_L L A, A I, SN (Propiedad)

+ |

Nos piden: M =

1 2

Pero: |Z,| = V82+(-8)*=8/2y |Z,| = y(-2)*+2%-2/2

“:;ﬁ M = R N e , racionalizando: .. s i@
8/2 2/2 82 | 16
Recordemos: |Z,|>?=2.Z y Z+Z = 2Re(2)

Observacion: |Z,+2Z,|*> = (Z,+Z)(Z,+Z) = (Z,+Z)(Z,+Z,)

=771+ Z:[Ez + Zzil + Zziz

i i i i
=|Z1f*+ 2122 + Z1Z2+ | 22" 5 (1Z1]=]22]=15)

| Z1+ Zz|z= 5 + 2Re(Z1Z2) + §

|Z, +Z.1%-10

2Re(Z,Z,)

Observacion: |Z,+Z,|*-10 = 2Re(Z,Z,) 2

ﬁhmﬁﬁgaﬂv

4 _ 8i -
1_a-8i —#real ™ 2. - (Propiedad del problema N° 18)

“'ﬂm ln“t-.mﬂ.m-ﬂrlﬂr#mmﬁm T i Pl R TR Sl oy ] SRR, VT SR 4 o R R 1 (T B P e iy g o S R -

39.

40.

41.

Hallemos por partes:

*114Z0|*=(1+Zw)(1 +Zw) = (1 + Zw)(1 + Zw)

B
== (l-l' Z(IJ)(I'I' Zx&)) =14+ZxW+ ZxW+ ZxWxZx®

2 Rev(Zr.o) sl

o |1+zw|?=1+2Re(Zw)+ | Z|*| o |?
*|Zo|*=(|Z] |w|)*=|Z]*|o|*®

Luego: P=1+2Re(Zw)+| EMZ —ﬁﬁ@f
.. P=2Re(Zw)+1

Si:
7 — 1-a- ﬁZ—Eh 1-—a.*_2i:3l—3a-2ij‘63

1 +3ai 3 1+3ai 3 3(1 +3ai)
B TR S 8 IR L.
T 3 3(1+3a) " | 3| |3||1+3ai] 3xyI+9a2

Z——1=i

z, .

Suponemos: Z=a+Dbi , nos piden Z=7:anb e Z (dato)

Z-2
Z-6

De aqui: y(a-2)?+b?=y/(a-6)*+b?

Elevando al cuadrado:
(a-2)° +b? = (a-6)* + b?
2 a?-4a+4=02-12a+36 = a=4

De: ZZ':_ =”j‘1’5 = 41|1Z-2| =205 | Z-6i]
el ) |

De: -1 3 |2-2|=|2-6| & |(a-2)+bi|=|(a-6)+bi]

Ojo: Z=4+bi
= 41|2+bi| =205 |4 +(b-6)i| = 41y4+b?=,/205./16 + (b - 6)
Elevando al cuadrado:

41%(4+b?) = 205[16+ (b-6)*]
| 5

% 164+41b* = 80+5b*-60b+180 I 36b*+60b-96 = 0

6 3b%+5b-8=0 = (B3b+8)(d-1)=0 = b o

3
3b 8 |
b X_ . comobeZ = b

i

d 4

Luego: Z=4+i s Z=4-i

0 b=1



42. Sea el complejo buscado Z, ; nos piden Im(Z ) =7

Por dato:  (1-y2i)*Z,=2(cos315°+isen315°)

.

De aqui: (—1—2\/5'1)21—21=2 —?——m‘?i

O también: (-7+4y2i)-Z, = /2-y2i o Z, = (-7-/2)+5/2i
- Im(Z) = 52

43. Observacién:

27149 4 4334+ r =[4="'J§ (-D) +432(-D) |’

G=|—"— :
10 4 0@ (1) + (-i)
, 3{/5( s 13 . g 13 A
G=|4 5 2 z\/E[ - ] =[2y2(1- )P
L m 1 . | L l -

= G=16(1-i)>=16(-2i)(1-1) = G=32(-1-D)

Observacion: de (-1-i): a=-1 A b= -1 ﬁ O(arg) € HIIC g 0 =n+oa

Donde: tga = A =1 ‘;j o=
_1 J 4
Luego: 0 = -—i'n:
4
Ademéds: r= |-1-i| =2 = -1-i= ﬁcisg-n: . G=32/2cis2n
? _ 4

44. Apliquemos MOIVRE para cada paréntesis (1er miembro):

(10c¢is93°)(6cis60°) _ (10x6)cis(93°+60°)

: : : <>(1+1)"
(2¢is53°)(15¢is30°) (2% 15)cis(33°+30°)

De aqui se tiene: ( i ] Ccis(153°-63°) <> (1 +i)"

30

5 2(cos90°+isen90°) <> (1+1)" I 2i<> (1+i)"
0 1

AR

45. Sabemos que: la ubicacion del argumento esta en funcién de los signos de las componentes del

numero complejo.

P 8ea Z,m443i D 450 A 350 D 0,6IC B 0,=a

tga = %-3—- - R @ b, = 37°

Observacion: Arg(Z,) = 37° ) Arg(Z’) = 3x37° = 111°

* Sea Z,=-1+i ;ﬁ PO A L0 g 0, € IIC ﬁ 0, =180°-«

tgo = 11 =1 :‘;;;‘ o = 45° 2..} 0, = 135°

Observacion: Arg(Z,) = 135° v Arg(Z,) = 4x135° = 540°
* Sea Z,= -y/3-i ﬁ -3 <0 A ~1< 0O 2;‘ 0, € HIIC ;"’;’i 0, = 180°+a

tga = i

1
SR

Observacion: Arg(Z,) = 210° :;* Arg(Z,”) = 2x210° = 420°

» =30 B 9, =210°

My & A
Z 2

3

S Arg2) = Arg(Z) + Arg(Z,9)-Arg(Z,)

Como: Z =

Arg(Z) = 231°

46. Transformemos de manera menos laboriosa, podria ser asi:

* (1+y30) ﬁ r=2yArgec IC '..: tg6=il§- ::“ 0=60°

(1+y3D)* (2cis60°)* 2¥cis2340°
SR T e

Se puede escribir;

Descontamos numero entero de vueltas: cis2340°% cis(lfa\usbg°+ 180°)

(1+y31)* 2%%(cos180° +isen180°) 2¥(-1+0) . (1+y3D)* a1
(1 W i)40 41[1' 22{} (1 N i)4ﬂ

Luego:

4/. Expresemos los complejos mostrados de “f” en forma adecuada.

. AT X | 2
Al |:-.-'c:-:--a:.-:-i-:-:z:.=-a..:wia- —
k. H

1+J§1 ,'> 1+ 3i = 2¢is60°
Poeiy’ 100 e /3 5 0=30°

* cos8°-isen8°=cos(-8°)+isen(-8°)

* sen55°+icos55°=cos35° +isen35°

* -c0850° +isen50° =-(cos50°-isen50°)= - [cos(- 50°) +isen(- 50)]
2(cos60° +1sen60°)] [8(cos(-40°) +isen(-40°))]

2[y/2(cos35° +isen35°)1[- (cos(- 50°) +isen(- 50°)]

Luego: f=

[2(cos60° +isen60°)] [8(cos(-40°) +isen(-40)]

Problemas Resueltos

Aplicamos MOIVRE y ordenamos: f = : :
-2[2(cos70° +isen70°)] [cos(- 50°) +isen(-50°)]

f=-4

gm&‘mﬁ%ﬁﬁww



51, Seael complejo buscado Z/Z(1- \/},T i)’ = 4cis —j—n (dato)
L PSR ' - Observacion:
ETROREON: - 3= Dmay® e (1) o
d ,'i | %wmmﬁ;" r_-—:JF =2 . OeIVC = 0=360°-«
Ademas: (a+bi)(-a+bi) = -24 Lo + (@+b) =+24 .......... (2) gi e T l_.i.. =3 3 «¢=60° 3 0=300°
| | il
(Den@): . a*+3a'=24 > a’=6 B 240 6 -6
T f;“ (1-/31)°=25cis1500° <> 32cis60° (descontamos 2K )
De (2): 6 +b*=24 E;‘ b* = 18 ;i b=3y2 6 -3/2 {: : 0 " ‘
| " Eneldato: Z = 4C1$_120 -| Lleciseoe=2| L+ ﬁi'
Perocomo Arg(Z) € IVC a>0 A b<oO k. 32cis60° | 8 ORI - & AN T
-
Z = \/6-3/2i . |
| :';“ g Al +-‘E'-i Im(2Z) = ﬂ
49. Por dato: Z = r(cosa+isena) ; i
i
Gk L by g . e e 0
% Z =r(cosa-isena) o también Z = r(cos(-«)+isen(-a)) - R i 52. Planteamos: (1-a)yy3 +i+a(/3 +i) -r(cos30° +isen30°) - Z
f — 1
En la ecuacion dada: [ ikhee » ena) ]3 . | r(cos(-a) +isen(-a)) ; =-2 A - Forma exponencialde Z = re? :; r=1
r(cos(-a)+isen(-«) r(cosa +isena) i
Delaigualdad: (1-a)B+i+aB+)=r2+1) = a-a/Bi=L(y3+i)-a/3+i)
Por division:  (cos2a+isen2a)’+ (cos(-2a)+isen(-2a))? =-2 1 e 2
Por MOIVRE: (cos6ba+isen6o)+(cos(-60)+isen(-6a) =-2 (1-a) \/ \/§+i ~( \/?—’ +i)( i a] (o elevamos al &ikdendo)
6 cOsba +isen6a+ COS6Q - isenba=-2 T cosba=- 1 2
| 2 2
Aqui consideramos: 60=180° ﬁ 200=60° ?i‘ (1-a)’ = ﬁ (-25 - a] + [—;- - a] L heeie el (1)
' 2 2
Nos piden: tgo + ctga = sena = Cosx _ sen”a +Ccoso _ 2 b i 2
COSKt Sena  Senocosc 2Seno.coso -’ -é-_a =0 Q r=2a
& Reemplazandoen (1): (1-a)’*=0 ﬁ“ a=1 @ r= 2
$1 tga+Cctgo= 22 S ga+ctga= e =i‘—/—_-3— x
ey [_3_. 3 Forma Exponencial de Z = 2e 3
2
53. Dato:
50. Sea: Z=a+bi , S1 Arg(Z)eIVC (dato) - a>0 y b<0
i . i e “M“ﬁ:“ Zb =C0860 +isen60
Otro dato: |Z|=5 i JaZ+b2=5 f‘; ol g AR (1) Z+Lsenﬁ (Revise teoria)

| S Z7%=cos60 - isen6d
Ademas: |1Z-5|=25 ,;?; |la+bi-5|=|(a-5)+bi|=25 |
Luego: Z°+Z °=2co0s60 ; pero por dato: Z°+Z °=1 3; 2c0s60=-1

Observacion: J (a-5)>+b%=2/5 :i'? gz -10a+ 25 -4—-1:;2 = 20

=

ﬁ\ cos60= —% A de aqui 60¢cII o IIIC (CQSEHG €S (”))

= 25-10a+25=20 2 a=3 ; en(1): b’=16 I b=-4<0
Pero como 0 es maximo $ 60 ¢ IIIC ;"““; Cos60 = . c0s240°

Luﬁgo: Z=3-4i ,deaqui: Z-4+3i = -1-i 2; (Z-4+31)" = (-1-D)'"*=Q +i)'*=[(1+D)Y* 2

(Z-4+30)'" = (-4)*=256 60 = -;‘-n: N

9

il&%‘-.'--'ﬁiWE-‘:!ﬁ:ﬁ:H-
tatgé? sty B
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54. Observacién: Z, = /3 (cos7a+isen7e) y Z, = y3(cos3a+isen3c) ‘:;n 2 <3000 @ 5 <7500
. 7 5 e
= Zi1+ Zp = (3[(cos7a+ cos3a) +i(sen7ua+ sen3a)] | | |
| — . . ﬁ (143K) = 7495 ; 7490 ; 7485 ;
o e visto en adicion 8 b .
: ion: “n” sea maximo > (1+3K) debe ser el mayor posible tal que “K” sea un
2.4 7. = B2(cosSacos2n) + i(2senSacose)] (enfnrma polar) 1 Observacion: para que w (1+3K) yor p q
| entero &y 1+3K=7495 (Ojo: “K” es entero)
Z,+Z,=2y3cos2a(cos5a+isen5e) (forma polar) 7495
| | ! Luego: n=2 . n=2998
Pordato: 0<a< - ™ 0<20< = y 0<5a< 2n i | 7
Con esto podemos afirmar: |Z,+Z,| =23 cos2a y Arg(Z,+Z,) = 5« i [ | 56. Transformamos “Z” teniendo en cuenta la trigonometria
Luego: ' Z=1-cos20 +isen20 =2sen*0 +ix2senBcosb
L Dicet 12421 «2J3c088a ... 65000 (F) i it b
I Dice: Arall . +2.0 w Be 0 G o (F) 1 & & = 2senb(senO+icost) ; comg QHN S DY
Ademas se observa: (Z,+Z,) = cos(-4a)+isen(-4a) -}:-,' 1 ;
“ojo”, del dato: -n<-40<0 , osea -4o es negativo, pero el argumento debe ser no negativo; P _ | Su forma polar es: Z -=2senf cns(ﬁ— 9) ‘ isen( L3 3]
transformamos asi: Z,+Z,=cos(2n-4o)+isen(2n-4a) ; (n<2n-40<2m) . 2 2

De aqui observo: Arg(Z,+Z)) = 2n-4« Z";‘* Proposicion (III) es (V)

Puestoquesi 0<6<— [ send = cos[E~ 8) y COSs = sen[ 1;—- 6] , luego se observa:
FFV |

2 2

|Z| = 2sen® ; Arg(Z)=>--0 ; 2Z*= 4sen’Ocis(n-20)

55. Transformemos a forma polar los complejos dados: 2
i r=J%+% Zr=1y06ecIlVC 5 0=360°-« “ojo” dice: noesverdadque: (marqueV o F) -. Todas son falsas
Ly ge= 12 =3 % a=60" 5 0=300° 57. Sea “Z” el cociente, transformemos la expresion dada asi:
2

j 2c0822 +ix 2sendcos?
7 — (1 +cos0) +isenO 2 e SN

: E(‘B-r:n

s emmllt S 0 SR B 8 { 5 0=180°- P +1 !
Moge. ~ : 4+4 ot dbu i 5 (1-cos0) +isend 25&n29+ix256n9cos-§- &
2 2 2
=3 % a=60° 5 0=120° |
2c0s9(cos? +isen? cos9 +isen?
7 W W ctgd 2 2
' oeand{canl L LauEIb TS n_0)4sisen/Z_- 9
iseni (sen2 +1cos§) ca::;s(2 2) +|,=v,.¢.=n(2 2)

Luego: (cos300°+isen300°)"=c0s120°+isenl120°

% €0s300°n+isen300°.n=cos120° +isen120°

Por division de complejos (restamos argumentos): Z = ctg g X cis[ 0- E]

Generalizando se puede escribir (adicionar # entero de vueltas): 2 2

pos300“.q+{isen300“.rl1= 903(120"+ 2K7) + isen(120°+ 2Kn) ; (KeZ)

58. Sea: Z=a+bi/ay b son positivos; | Z| =8, ademas: Z,=ni (datos)
Planteamos por dato: ZxZ.=40¢C18300°  ....vvcevasunsnsasstronsaos (1)
De (1): |ZxZ,|=40 2 1Z||2,|=40 = 1Z,|=5

:ﬁ* Se debe cumplir: 300°.n = 120° + 360°.K = 5n = 2+6K

Observamos: n-= 2[ 1 +3K ] , pero “n” es maximo, de 4 cifras y menor que 3000 ademas (1 +3K)

> De aqui: |ni|=5 f;‘ yn?=5 Zﬁ In| =5 ﬁ n=§ 0 -5

debe ser 5 para que “n” sea entero.

:;ﬁ;;:ﬁqﬁﬂ'&iﬁh:ﬁ?ﬁ;




® 81 n=§5, en(l): (a+bi)(5'l)=40(%— %1] ﬁ‘ -5b+5ai=20-20y/3i (de aqui a y b salen

negativos, contradice al dato).

* Si n=-5,en(1): (@+bi)(-5)=20-20y3i I 5b-5ai=20-20/3i,

Re(Z)+Im(Z)+Im(Z)=a+b+n=-1+4y3

59. Suponemos que « = a+bi / -5-12i=a+bi (dato)

Elevamos al cuadrado: -5-12i = (a’+b”+2abi (complejos iguales)

a@ az_bz=_5 ﬁ:‘- az_b2=_s \ a=2 5 b=“3
5
® 2ab=-1223 ab=-6/6a=-2 A b=3

ﬁ“ Sus raices son: (2-3i) y (-2+3i) (cualquiera es o)

[Re(@)*+[Im(e))* =4 + 9 = 13

00. Llevemos a forma polar los complejos mostrados:

= r={1+1={2  ; 0eIVC % 0=360"-«
tga=|"d|=1 3 a=45° 3 0=315°

da
S
Il
-
|
v
it
R
(§%
<
i
D
Il
W
o
o

_ y2(cos315° +isen315°) /2
2(cos30° +isen30°) 2

Luego: (cos285° +isen285°)

L g
Hallamos las raices quintas de Z (féormula): Z° = -‘-/:?._% cos[ e ol

N 5

K=0,123,4

De aqui, para K=0 y 1 no aparece alternativa correcta.

5

Luego, para K=2, se tiene: \ -—‘?—(003201" +1sen201°)
5 10 10 |
Ojo: \ iz_% < T el g . . Una raiz quinta es: — 212 cis201°

(Demuestrelo)

a=4y3 A b=4

] +isen[

285° +2Kkm

5

)

61.

62.

63.

64.

Dividimos 24680 entre 3
24680|3 s 24680=3(8226) + 2) Luego: @>%°%° = @’ +@
68 8226 ; . mzaeso e mz
2((2)) 24680=3+ (2)
Que el exponente de w se llame: M " M=123453210. Podriamos hacer lo mismo que el

ejercicio interior (dividirlo por 3), pero, dlgame isi el nimero tuviera 100 cifras?...
Recordemos algo general, que nos serviria para estos casos:

Y 5 i o B L T T .;'H;':':'-:-. PR R Dt R
e  p SE AR b L T AR R e bt i e ! )
B EEEE Gk 7 1 Jirean e 3 e
- E ¥
i s ; el . T
E 2k ko] '\-c - = e 5 =
. ":gi-" ik, HEE S PRI e
’ i . : % i 1005 i % T o Foo i
F g - : 5
i E 3
k) H .-- 3
ok o
H

Observacion: M = 1234543210 ;f; Suma de cifras de “M"=@ , pero 25 no es divisible por 3,
entonces “M” no es multiplo de 3, pero... si podemos expresarlo asi:
M=1234543209+1 (es correcto? ..

3 > M=3+1

T 3 o1t L .
8 =@+1)® =3+1=3+1

| | il
Observo en el ejercicio: ®» @ =(6+1)

10
) 87 '
Luego se tiene: ¢ =3*P=

Analicemos los exponentes para cada caso:

~de (a): -LUIS99 (por dato L, U, I, S son cifras pares (+), :;\ L=2,U=4,I=6,S=8, nointeresa

el orden)

Observacién: Suma de cifras (LUIS99) =38 +3 ; luego se pude escribir:

-LUIS99 = -LUIS97 -2 = 3.9 ﬁ oy EVIS9 . 3-2  h8 Vies LUID09

T
o

3

De (b): tome en cuenta lo indicado en el ejercicio §, parte (b)

Observacion:

55 55 ° » # 1mpar . 55 o o
® 55 =(6—1)5 '—"(3—1)& -~ 55 =3_1é>=3_



T e T T L O e L R e . A R R L Lt i Al i ’ s ; il el b
b k] )

B - T 2
Luego: | - ' 68. Siendo 1, wy w’raices cibicasde1 3 w =0 ; W =0 ; 0'=w’
. |
__555S ~G-1) 3+@ _5555 ¢ 1 w?=w y 1+w+ o =0 ; transformamos “f” :
() = () = () Bl 1 =
@ x (b) =’ | : 3+2 2
. . 1 $ m3+1+ 1+T - 1+ W ;
+ W - W
A A 1 + ' 1 + sy
LTI W i SRR R L B B pd i ) T P R e V) 1+ 1+ w? e .
2 5 . P14 = - 2 +W =~
*|140|=|-0?|=|*|=]0] ; | wliei=cen, e
0j0: @ Y w” son complejos conjugados | ST peny !
ﬁ ambos poseen el mismo médulo .. |1+w|=|w| .... R EEETE V) | il w =0+ :'{9“2" Gy 1_..:0 KA mz
il iR ) —
*l1+w|*+|1-0|? = 2(|1|*+|w|?) , pero |w|=1 h | 1+ 1+((l;“1 1+11+{Z)25 Gl
A R Sl R B YR e 1 RS S R BRI T R V) RER R :
AR G R RO R R ) SRR D (V) T
- @ f=wt+tw'=0+u’ [=-1
VVVV l_; &
69. Observacion: ®w’-0w?-w ;o-1-0-1-0*-1; ®-6?
66. Analicese los exponentes de “w”, llévese la base de cada uno de ellos a 3 y luego aplique o w(w-1)? 3(w +1)
! i heatida 6 U6 it - Luego: K = — + o
propiedades vistas en el ejercicio 5y | s WS L 0D
o # 2 3 |
R ﬁ T R j e m(m:T)z\ 3(w+1) . @le=1) 3(@*1)
“(3-1 2?2 =3+1;® O = K = + i +
{ —(&)+IM (mz+m)(1 —{,)) W ("1 ( _m)
. 7 MO, Sl P S &’4‘#‘“‘1’“ e
D@ =G 34 =3+1;,9@® =G-1 i i ok wh g LRGS0 1) 30 otk e
. :wf od oy 1)
R gl 10} ﬂ‘#““l’“ 0h . G- 1), ol KRN
D@ =@+® 27 =3+1;9@" =G-1 38 =31 .
13 13
12 o 12 o
@ =G =341
/0. Llamemos “L” a la expresion pedida:
L = mm'lxiEXﬁJ*;‘Kf"Km'sKiﬁ ............ i3 xw
S TR T B9 SR 0 it |
W' W AW W+l
Luego: K= PR e i g 1-3°5.753] 244464 + 52
7 il o ™ plllE i ¢ il g W+tw +l1+w L =%
g 1 ’"‘+ > L Observacion:
_ o, 2 g O+]1+ 0+ 0 e g
Sabemos que: =" L K=_-""-3"" """ - K=1 14345 +....... +53=272 =729
§ 27 términos
o ol ?) 2+44+6+.......+ 52 =26(27)= 702
26 términos
67. Efectuando:
t'.(f+m+m—-l
w-IXw+1) 2(w-1) 2 -729] [702
= + , pero o’ +w+1 =0 . o $
" w+w-w+l GG O SRS y Luego: L=w” b , observacion: -729=3 ; 702 =700 +2= 4 + 2
-1 w+1)
At 3. :4+2 2 ._
v -l+_m—1+2(w—l)=2—m+2m-2:9_ A $ Lae? X gttt e
“ W W W w W i

g &_:.ﬁrﬁ;ﬁ%:m%ras%




I b e ol . iy TLTT T T SR b = iy il gy .

B 0 T AR T
/1. Transformando: E = E m)im +(( "':)zm /5. Sumamos x ,y, zz x+y+z=m(l+w+®2)+ n(l+w?+w)
-~ —e _w | E W L b} “r i
i 0 0
404 , .201 §+2_ 3 - i |
E= 2 e ¥ o o ! = ©+1)w-1) Deaqui: x+y+z=0 :;? Podemos decir que: x’+y’+2z* = 3xyz
AU IR SR T R, S (@+1) | .
T CREE PN I AR I B (Productos Notables)
o Sl 2% W i
p
5 Luego: M=3xyz ; reemplazando: M=3(m+n)(mw+ nw?)(Mw? + nw)
Observacion: w-1 = -2:+¥3j ¢ -3_¥34
" AR e

% M = 3(m+n)(m’w’+mne’+mne’+n’e’)

|E|=|m~1|=\j-‘-’-+é=\/5 .
4 4 M=3(m+n)(m? + mne? + mnw + n%)=3(m+n)[m?+ mngo)z+ ) + n?]

mn((sz+ W) (:1)

72. Observacion: a+b+c=5+50+50°=5(0+0+w?) = a+b+c=0

Por productos notables: (ab+bc+ac)” = a’b’+b*c’+a*c’+2abc (a+b+c)
0

Observacion: M = 3(m+n)(m*-mn+n? :‘:\ M = 3(m3+n?)

Pongamos los valores de “m” y “n” dados, en M, asi:
M = 3[(cis10°)*+(cis20°)’] (aplicamos MOIVRE)

:;‘ (ab+bc+ac)’ = a’b*+b*c*+a’c? |
| = M = 3[(cos30° +isen30°) +(cos60° +isen60°)]

Luego: L = (ab+bc+ac)® ; deaqui: L = [a(b+c)+bc)?
Reemplazando valores: L = [§(5w+50)+B0’*+20)Bw+2w)])?

( ( A
AR T T ERN | 1,43 1;
L= [25(0+w?) + (963 + 604 + 602 + 403))° 1% 2w ™ Ne TRl 2 )
L 2 o | oIS
(-1) 6(w + w*%) a b
Supongamos que Arg(M) = 0 = 7
Nos va a quedar: L = [-25+13+46(-1)]? - L=324 Como: ayb son positivos ,,;”; Arg(M) = 0 € IC, ademas a=b
| ﬁ tgh = L 1 . =1L
/3. Sea z=x+yi :ﬁ‘ z-§5 = (x-5)+yi f; 12-5| = {(x-5)%+y? a | 4
Luego decimos : \/ x-5)*+y* =4 (por dato) |
O también: (x-5)* + yz = 4* (Ecuacioén de una circunferencia) /6. Nos piden: S=1+ 2w + 30w + 40> + ........ + 2001w**°
Su grafica es una circunferencia con centro en (5,0) y un radio igual a 4u Multiplicamos por “w” a ambos miembros: ®S = w + 2w* + 30* + ...... + 20000* + 20016™"

Restamos las 2 igualdades, miembro a miembro y se tiene:

/4. Observacion: los paréntesis son cocientes notables cuyas transformaciones son: S-WS =1+ W+W2+ W3+ W4+ .ecereereenne + 02000 - 200102001
28 ' " N O
il el 1 T R NG G s y ” 4
w?-1 i | _
Observacion: La suma de 3 potencias consecutivas de w es cero.
245
W 1 sl
ol AR LR TR R P il “* Nos queda: S-wS=-2001w>*'=-2001w>
w’ +1 | -
& | MR 00 L
Sea “G” la multiplicacion de los paréntesis, entonces se tiene: ~  S(1-w)=-2001 L b
Ww?®-1 w41 "1 w?+1 w?+1 -
G — X - X == o
(ﬂz - 1 m'? +1 (0) +1m w+1 (w + 1)2 (_ mz)z
-h - -~ /7. Sea el complejo z=x+ yi ;‘f z-1+i = (x-1)+@y+1)i
wt W

Donde: |z-1+yi| = \/(x— 1)%+(y+1)?

ﬂ%&ﬁ.-.-ﬁ;wniiﬁﬁ




Pordato: 3 < \/(x~1)2+(y+1)2£6_

ﬂ‘w 3% < (x-1)*+(y+1)*<6?, la grafica de esta desigualdad es una corona circular, determinada por

dos circunferencias concéntricas de radios 3u y 6u, con centros en (1;-1).

De aqui: Area sombreada es el area pedida.

\ Eje imaginario

78. Si z=x+yi = z+3=(x+3)+yi , deaqui, si“0” es el argumento de (z+3)
= tgh= 2 ero 0= = (dato), luego decimos: t Tl WP
s g X +3 y» P 4 g g 4 x+3 g

S1 z=x+Yyi ﬁf‘ z-1=(x-1) + yi A zZ-i=x+ (-1

4 PO I L
Z.Z = (1;0) :: (X;J’)-{ﬂz;;"y] '(11°)

1
Efectuando: | —+y?;-xy + =(1:0
(2 yoi-xy .?.x] (1;0)

Por igualdad: —;- +y*=1

5 As=Amayor- AMENOR
As =n(6)*-n(3)*

4 Eje Imaginario

2.2
22

= =2

. y=x+3
xX+3 4

R

w 2-1 :(x—1)+yixx—(y-l)i=x(x— D+y@y-1)+[xy-(x-1D(y-1
e §

x+®_1)i x”()’“l)i xz+()l-1)2
2

Ly z-—}z(xz-x+u)+( x+y-1 )i

Z-1 1xz+(y-1)2_f hx2+(y--1)2f

a b
Luego decimos: si “0” es el argumento de -L-'—:—l— ;‘*ﬁ‘ tgh =
z-1
Perocomo 6= — = tgf-:-l?- = =D = b:ﬂ%
. T 4% T

Poniendo sus valores, se tiene:

1’2*()"1)2 x2+(y_1)2

B x-2x+y*-2y=-1 B x?-2x+1+y?-2x+1=-1+2
o (x-1)*+(y-1)’=1 (Ecuacién de una circunferencia)

Centro de la circunferencia = (1;1)

x+y-1 :xz-—xwz—y wh,

- Xty-l=x°-x+y*-y

80. Hallemos los afijos de Z. Son datos Zy Z ' ; sabemos por teoria que:

=

Segun la combinacién de signos, existen 4 complejos, dando lugar a 4 afijos, cuya grafica sera:

Observacion:

Al unir los afijos, se genera
un cuadrado de lado igual

a_Ji

!
eal I Area
< Areal”

R e g
i...é;e.a&?ﬁ. St

=0"=(2)

= 2U



1. Determine el valor de:

L 422 433 + ... +1999(1999

l
A) B) i O 1
D) -1 E) 0
2. Calcular:
4
i , para K=mmm.....m
- n cifras
A) 0 B) -2i C) (1+i)?
D)2 ° | E) -1

" 3. Halle la suma de:
2°+i)+(@P+iD)+(O+i D) +....+[8n3+i ™M)
Sabiendo que n=4 (maultiplo de 4)

A) 4n*(n+1)> B) 2"(n+1)?
D) n’(n+1)?

C) 2n(n+1)?
E) 2n*(n+1)?

4. Evaluar: Hm( ~3 +2i] + Im( 4"i]

1+1 1+1
A)O B) 1 O) 1+i
D) 1-i " E) 2i

0. Siendo x, y, z nimeros complejos con

X+y+z#0

J',Re( > ] +Re Y +Re . =17
X+y+2 Xty +2 X+y+2Z
A) Si B) No C) Hay veces
D) Faltan datos E) Absurdo

6. Calcule el menor “n de cuatro cifras para
que el argumento de:

A) 1004 B) 1005 C) 1006
D) 1003 E) 1009

- /. Reduzca:

S=(1+1)+(1-1)*+(1 +1)’+(1-)*+... +(1-i)'*®

8. Partiendo que {a;b}<R y que el cociente de:
(R 6 g i )

/2 (1 +bi - ai)

que:

€s un namero real, se cumple

A) a+b=1
D) ab=a+b

B) a*+b?*=1
E) a-b=2

9. Dado: H(x)= axx—; , X #3 ; calcule “a” ¢ R

para que H[H(i)] sea un nimero imaginario
puro, siendo “i” la unidad imaginaria.

"A)3 i (e C) 1
D) -1 E) -2

10. Al simplificar abreviadamente en:

2 2 3

Se obtiene:
A) 1,5 B) (1,5)* Chas
D) (2,5)* E) 1

AL 6?8 A B

C) a-b=1

11.

12,

13.

14.

10,

16.

Determinar la suma de los cuadrados de los

componentes de un nimero complejo cuyo
opuesto de su conjugado, multiplicado por
el conjugado de su opuesto de (1+i), nos dé

como resultado ~[ s )

| s LA
A) 885 B) 985 C) 685
D) 700 E) 585

Exprese en forma polar la simplificacion:

-2 [P +1)] |P(1 +1)|

. si P()=3x"-2x-
e

G.._

A) 625¢is75° B) 625cis275°
C) 125¢is275°

D) 625cis225° E) 125c1s225°

Indique: Re(M)+Im(M) , si se sabe que:

M= 11 +2i] +/5)*3 - 4D)°
(4 +3i)*

A) 10 B) -10 C) 70
D) -70 | E) 120

Muestre en forma binémica el complejo:
10 _'a\23
K=o _,;,U°D

, senale su modulo
(1-0)° it 0 ) g
A)72 B) 4 i i
D) 60 | E) 84

¢Cuantos numeros complejos de
componentes enteras satisfacen las

igualdades: Z°+ Z3=-4 y (Z.Z)*=87

.5 1 TR B)a O3
D) 4 E)5

3 numeros complejos estan relacionados
asi: (a+bi)(c+di)=m-+ni

Si el médulo del producto y el multiplicador
son respectivamente [ y «, calcule el
equivalente de;:

3

18.

19.

20.

-aﬁ:ﬁ-ﬁgﬁ it S

il ‘angéﬂhwrxasgrf:; ;Jf ;=“
L=(ac+bd)*+(ad-bc)?

A) & B) & o &
BZ . uz ﬁz

D) & BB
3 B

Senale la forma polar del complejo:

£ (1-9°-1 @-17)'"+1
LIy LAY g

6

A) Lcis207° B) Lcis3077 € Lciss3e
5 5 5

D) ECiSBOG"' E) E cis307°
5 5

Siendo: Z,=(y/2cis15°)*y

Z,=(/3cis20°), senale |Z,+Z,|

A) /3+y/2 B)1+6/3 C) 13-3

D) 13+6/3

E) V13 +6y3

El equivalente reducido de:

K ' i
L= !;J'Cl[n+(- 1)?ni] para K=8 , es:

A) 16K B) 16 m
C) m"K ; KeZ |
D) 16" |m E)16™K ; meZ®

Si los médulos de los niimeros complejos
Z,=(a;b) y Z,=(c;d) son nimeros enteros,
tal que: (ac+bd)*+(ad-bc)*=45

Calcule la mayor suma que puede tomar la
suma de los cuadrados de todas sus
componentes.

A) 0 s C) 25
D) 46 E) 60



21.

22.

23.

24.

29.

26.

Evaluar: P=|1+zw|*|z+w]|?;zy weC, si

1zl =1 A jw| =1
A) 0 k- O 2
D) 4 E)6

El producto de dos niimeros complejos de

componentes enteros, pertenecientes al Il
y IV cuadrante es —-6-Mi. Si el cociente de
dividirlos es un imaginario puro, calcular
HM H-

A) -4 B) -2 O1
D)o E) 2

Senale el modulo del complejo mostrado:

L 22 +2/2i.(/5- /50 VT +1.25D)
{128 (-3 - 4i)*

A) 10 B) 20 O 30
D) 40 E) 50

Si |Z|=7 , éicuadl es el maximo valor que
puede tomar |Z-7|?

A) 7 B) 14 C) 16
D) 18 E) 21

Aplicando propiedades y sabiendo que:

1Z|=|w| =1, halle el V.N. de: E=|-22%
1-Zw

A)3 B) 4 C) 2

D) 2 E) 1

2

Se tiene un complejo de componentes

enteros y moédulo 106 y del cuarto

cuadrante. Determinar el area de la
superficie generada al unir los afijos del
complejo, de su conjugado y el origen del
plano complejo.

LR

el

28.

29,

30.

S

B) 45u’

A) 4u’
D) 16u”

Calcule un valor de:

A) 0 B) 1 C) ‘/?5
D) V3 E) Y6
3 2

Verificandose que: 2y24-7i _ a +bi , calcule

2¢/2 - |/2i

abreviadamente un valor de ab

A)3 ma C)—;-

D) -4 E) -5

ZyweC/|-w|=y2y|Z|=y3
:;r|m+2\*+|m—"z"|2=?-

A) 10 B) 30 C) 16
D) 60 E) 12

Indique médulo y argumento del complejo
“Z” que satisface la igualdad:
4Z L 10

+ -
B e AT TR 8

A) V10 ; argtg(-1)
B) V2 ; argtg(-2)

E) /10 ; argtg(-3)

i

31.

32 (ﬂ\/icis 45°)%(senq41° +icos41°)’

(Para qué valor de “n” se verifica que:

G-

[/2(cos20° - isen20°] (-cos55° +isens55°) C1s(-60)

32.

33.

34.

Indique por respuesta: n°+n+1

A 71 B)72. .. C) 73

D) 74 E) -72

Calcilese el reciproco del complejo:

(cos2x - isen2x)? (cisy)’
cis(x +y)

M = ; Si: 8y-56x=m7

(cis2x)? (cosy - iseny)?
cos(x +y) -isen(x +vy)

La suma de los moédulos de un digito de dos

nameros complejos es igual a 18, el
argumento de su cociente de uno de ellos

entre el conjugado del otro es g

Calcular el cubo de uno de ellos, si se sabe
que el argumento de producto de uno de

ellos por el cuadrado del otro es 2 .

3
A) -243 B) -729 C) -27
D) -790 | E) -2187

Siendo: ' ZeC/|1Z|=1 y Z°-Z7°=y2i ;

con -i?-;— < arg(Z) < n , determine arg(Z).

A) 21°
D) 63°

C) 81°
E) 44°

B) 45°

39.

36.

37.

38.

ifiﬁ.ﬁ:ﬁ-%??ﬁf? BgE

Indique el argumento de M=(K-1)K(K+1),
si se sabe que K=cisa y ademas 0<2a<n

A) T+Sa B) n-Sa O T +40
2 2 2

D) T- 40 E) T +40
2 | 4

Siendo: Z=x+yi, donde {xyy}cR, el lugar
geométrico definido por todos los Z, tal

+ . p
que: .l 4 /3 es una circunferencia de

Z-3i

centro igual a .... y cuyo radio es .....

B) (1;2) ; -‘/5’9

3.9
Al =;—|;v6
(3:3)
C) (3;9) ; 3/6
D) [-1_;_3._] ;_\/_(_’_ E) (2’_;?_];2\{_3.
p Ak 2 s - 2
Calcular: y3abbbeccd8 o “)” es una raiz

cubica de 1 pero diferente de 1/Im(w)<0

A) 1 B)—I—‘Ei oud
2 2 2
2 R

Siendo 1, w y w” raices cubicas de la unidad
e “i” la unidad imaginaria; verifique como
verdadera (V) o falsa (F) las proposiciones
siguientes:

. |1+0*|=|140]
II. |w-i|=|w*+1]
M. |wi|=1

IV.1+ 0+ w*=0

A) VFVV
D) FFFF

B) VFFF C) VFFV

E) VVVV
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39. Simplifique abreviadamente:

[ I+3/§i]m+ ( 1-\/3_5'1']16
4 [0
A)1 B) 2* ' 1
D) 216 E) -4 44,

Sabiendo que 1, w y w* son raices cibicas de

1.
A) -1 B) 1 O w
D) w? E)_62

Siendo 1, w y w?, raices cubicas de 1, donde:
_b-bc+c

W : , determine el valor numérico
40. Compute el médulo de: .
0 i de:
G = {1}2 i o me+b+c+x+bc+cm . X-bw-cw
-0°-1 w(w+1)(1-w) WR-DC | %Rk x s B
Donde w = 3;/?, pero w # 1
A)O B) 1 C) -3
A V23 B3 ) V7 b by
D) |23 e Bk
45. Si: 1, w y »? son raices cubicas de la unidad,
H - evalué:
41. Sumar; f=—_+- 2 /o =::ﬁ,(m¢ 1) e X ’ y L z
20+1 20*+1 wx+zw)+y w@y+txw)+z w(z+yw)+x
A1l B) 2 O3 A)1l B) w O w?
D) w | E) D)3 E) 30’
42. Determine el resultado de: 46. El médulo de:
S=i+2i+3i>+ ..+ 51
Pl r 0¥ + w10 + -0 10l sl |
| A) 13 B) 0 C) 26
Sabiendo que “P” posee 120 términos. D) 12 E) 262
Ademas 1, w y w” son raices ctbicas de 1 e
A SRR NG Imaginasia, 47. iDe qué forma es “n” para que la suma de:
| n-1 n-1 2 T i3
A)-120  B)-40 C) —60 Co 0,810, 0 0, .., Cn-1 @
n
D) -30 E) -20
. . diad | aidaan i ¥ [3_ :
43. Compute el equivalente reducido de: $98 DUlali) sGemas. @ = oo + A
e )
1-20 1-3w 1-40 i
A) n=8k , keZ B) n=3k
+[ 63 + 640 ] T C) n=3k , keZ
""" 1- 63w D) n=k , keZ* E) n=6k, keZ*
o i*?}.%ﬂiﬁﬁ'ﬁrﬁfﬂ%

48.

49.

0.

DL,

Si se sabe que x, y, z son nimeros reales,

resuelva el sistema mostrado:
A+i)x+(14+20)y+(1+3i)z=34+81 ..... (1)
2-)x+B-i)y+(-1)z=14-31 ......... (2)
Indique su conjunto solucion.

A) {(1;4;-3)} B) {(15-1;3)}  ©) 1(-1;2;3)}
D) {(1;-1;2)} E) {(2;-1;-1)}

Siendo Z=x+yi , hallar la ecuacion del lugar

geométrico definido por: arg(Z?+1)= —

6

A) ¥-2\3xy+y*+1 =0
B) x*-2/3xy-y*~1 = 0
O) ¥*+2{3xy-y*+1 =0
D) ¥*+2{/3xy+y*+1 =0
E) x*~2/3xy-y*+1 = 0

Halle un valor de: (-1)'

A) e’ B) e C) g

‘4 T[
Pé‘“ E) e 2

/51,

“i” es la unidad imaginaria, ademas, 1, 0 y
w’ son raices cubicas de uno, segin esto,
calcular la potencia de:

Gy Pt T ) > o
..Ei Hl E.E;

A eb® B) e ® C)e?
254

D)e ® E)i

Si “K” es la suma de todos los posibles

n2n2

valores que puede tomar: i . calcule K™

(neN)

93.

54.

959.

50.

. DET O g, 0 I e )
A e bty e e ]
g b - S SR TR

ws Problemas FPropuestos
A) 1 B) 2i C) 256
D) 64 E) 16

Si Z,=1-i , Z,=1-2i y Z,=1-3i , senale el
modulo de:

214 + 223 + 234 + 1

P-
Z,.2,.2,-2;-5i

A) 1 B) /14 C) -;-

D) 145 E) 2

(Cudl es el numero complejo

Z(Re(Z)<Im(Z)), wubicado en el Il
cuadrante, que al dividirlo por (1+i)* da
otro complejo cuyo moédulo es 3 y que el

producto de sus componentes sea -2/57?

A)-4-/5  B)-2/5-4i

D) -3/5-2

C) -y5-4

E) No existe

Se tiene el numero complejo Z=a+Dbi, a éste

se le halla su conjugado, a lo obtenido su
opuesto, luego su reciproco, ahora se le
multiplica por la unidad imaginaria, alo que
se obtiene se le eleva al cuadrado y por
ultimo a éste se le multiplica por su
conjugado; senale el inverso de lo obtenido.

A) |Z|* B) |Z]° O |Z|*
D) |Z] E)Z

Indiqgue en qué cuadrante se halla el

complejo Z-—( . - Y ] diferente de cero, tal

il
que Z*=(x;y)

A) IIC B) Sélo IC O IVC
D) 16 1IVC E) IIC



57. La suma de:
5-101 | 26 - 39i L 75 - 1001 i

58.

29,

60.

. A) -22140

iiiiiii

1+2i 2 +31 3 +4i

40 sumandos, da como resultado un
complejo (a+bi), calculese “b”.

B) -22960 C) 22140

D) 45960 E) -45920

Indique Re(Z)+Im(Z) , si:

7— 5*5i 10+20i 17+51i 26+104i
et 1«31 14 1+5i

“n” sumandos

A) n(n? +33n +8)

B) n+(n+;)(n +5)

nn+1)(n+2)

©)
3

D)(n+2)(n+1)n

E) n(n2 +5)
3

Si (z+w)? = 8. Hallar el drea formada por z,

w y el origen del plano complejo, siz = w,

zeC A Hm($)= -2

A)2 B) 3 C) -3
D) -2 gy
3

Se define el operador cuadrado asi:

donde “i” es la unidad

iR’y g
[ X ]= :
2-X1

Imaginaria, senale el mayor valor de x, si se

sabe que el moédulo de || x||es igual a 1.

-y

S R R SRR el R B e S R A . R o < Y W A e e e A S s B e o a1 i 1 A il wkidara

. Problemas FPropuestos
A) 1 B) 2+ /5 C) 3+/5
D) 4 E)-3 + 5

.91 A, B,C D, E, F, G, H son numeros

complejos cuyos argumentos estan en
progresion aritmética (en ese orden) de
razon 15°, écual es el argumento de:

HGFEDCBA?

Nota: Z ’f; conjugado de Z

A) ~ B) 2% 0 2%
4 6

D) =25 52
3 4

Ly \ 4
. CﬁlClllE:[l lctga) para a=15°

1-ictga

A) -1, 93, B) L ¥3
.. 2 2
&
p) L 13, B -1 13
7 AR i
. Siendo:
M = a_z“(bi)_zwul N= b !sa M i
il » i T ¢ b*+a?

senale la suma de dos de las raices cubicas
de M xN.

A) i B) i C) 2

0y - E) 0

2

i R § e e o A e

T

i g e T

e N

L

|

|
&
Y
' d
A
s
L i
i
4
I
I:I
1
il
il:
T
fF
.3
R
:l?l
i
.|-

64.

65.

66.

67.

Tres numeros complejos K, Z y w verifican
lo siguiente:

Z _1+2i ;K+Z+(1-)0=-3-2iyKo=1+3i
)

Donde |[K|>|w] , calcule

K K+2.2 40.6
A) V17 B) 12 C) 15
D) 17 E) 7

Sabiendo que {ajbjc}cR , ademas:

Z.=y2a+bi,Z,=\/3a+/2biyZ,=a+b+ci,
calcule el mayor argumento de Z, , tal que
se verifique las igualdades siguientes:

Z. -y2-ci
1 o S8 ‘Zal w3
Z,-/3-/2ci
A) 37° B) 53° 12177
D) 143° E) 233°
(A qué es igual:

_ |21 |2 i ‘ zz ‘ ;
Re(Z,)Im(Z,) - Re(Z,)Im(Z,)

¢ 0
cuando arg| ——2| =27
27
A A
1
A) -2 B) — C) 4
A
E)3 D)2

La uniéon consecutiva de los afijos de 4
numeros complejos generan un cuadrado.
Si uno de los afijos descansa sobre el eje
real. Otro sobre el eje imaginario y ademas
la diagonal del cuadrado vale 6 /2, calcular
la suma de los otros dos complejos.

C) 6(1+1)
E) 6(1-1)

A) 9+ 6i
D) 9i+6

B) 9(1+i)

FProblemas Fropuestos

. La grafica que describen los afijos de todos

los complejos “Z” que satisfacen Ila
igualdad: Im(Z*-Z)=2-Im(Z) , es:

A) una parabola

B) una circunferencia
C) una elipse

D) una hipérbola

E) una recta

. Calcular el area de la region generada por

los complejos “Z” que presentan Ila
siguiente caracteristica:

1<|Z| <5 v %garg(Z)gg—n

3
A) (12m)u?* B) (120m)u? C) (smu?
D) (24n)? E) (15m)u®

. Grafique el lugar geométrico descrito por

todos los ZeC , tal que: |Z+2i|+|Z2-2i| <6
(aproximado).
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