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Apresentacao

Caro estudante
As transformagées do Ensino Médio brasileiro nos Gltimos
anos visam, entre outros objetivos, a um aprendizado voltado
para a continuacdo dos estudos e ao mundo do trabalho. Por
isso, uma das orientacdes do Ministério da Educacdo para o
Ensino Médio é recorrer a situagdes praticas, que possibilitem
o transito entre as disciplinas escolares e suas aplicacdes na
indUstria, comércio, servicos etc.
Além dessas orientagdes, comuns a todas as disciplinas,
os documentos oficiais enfatizam: “A Matematica no Ensino
Médio ndo possui apenas o carater formativo e instrumental,
mas deve ser vista como ciéncia, com suas caracteristicas
estruturais especificas”. Essa énfase tem a finalidade de alertar
sobre os exageros da visdo pragmatica da ciéncia, que podem
por em risco a aquisicdao do pensamento matematico.
Neste livro, seguimos essas orientacdes, recorrendo
frequentemente a aplica¢des praticas, destacando, porém,
a Matematica como conhecimento cientifico e, como
tal, evolutivo e sistémico. Enfim, buscamos um ponto de
equilibrio entre ciéncia e pratica.
Manoel Paiva
Ao tio Paulo, cujos ensinamentos transpbem geragoes.



Abertura de capitulo

Cada abertura de capitulo
traz uma imagem retratando
situagdes cotidianas que
envolvem a Matematica ou
propiciam a aquisigédo de
informacdes sobre assuntos
relacionados ao capitulo.

ORGANIZACAO DESTE LIVRO

A colegao Moderna Plus Matemadtica é
composta de trés livros. O conteldo

de cada volume é encadernado
separadamente em trés partes:

Parte I, Parte II e Parte III. Assim, vocé
leva para a sala de aula apenas a parte
onde esta o conteudo em estudo.

Abertura de Parte

Cada parte esta dividida
em capitulos.

PARTE I

Capitulo 1

Capitulo  Introdugao ao estudo das
funco

Capituio  Fungao afim, 128

Capituio 5 Fungao quadratica, 157

Capltulo 3 Algumas fungdes e conceitos
fundamentals, 103

l

Capitulo

Conjuntos

Calendario c6smico

[

Apresenta uma
breve descricdo
do que seréa
estudado no
capitulo e uma
sintese de
cada secao.

2. Supondo que cada més tenha 30.ias,
1 dia do calendirio corresponde 3
quantos anos?

Cada abertura
propde algumas
questdes que
possibilitam o
estudo do tema
proposto.

actea

Alguns temas
foram destacados
com infografias,
para possibilitar a
interpretagéo da
leitura de imagens.




Abertura de Secéao

Cada capitulo é organizado
em segdes. No inicio de
cada secéo, hé a descrigao
dos seus objetivos e
também dos termos e

Exercicios resolvidos
Junto aos exemplos, tém
o objetivo de auxiliar

na sistematizagéo do
aprendizado.

conceitos envolvidos em
seu estudo.

Os termos e conceitos séo
retomados no Caderno do
estudante, promovendo a
revisitagdo dos temas do
capitulo. Dessa maneira,
vocé tem uma visdo geral
sobre a segdo em estudo.

|
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Classificagéo dos nimeros

) Objetivos.

jetas. P
Em Matematica, ¢ usual
classificar os nimeros em categorias, como veremas a seguir

natural, intelro, acional,
irracional ou real,

» Relacionar os
conjuntos numéricos.

por meio da relagao
deinclusdo.

» Representar os
conjuntos numeéricos por
meio de diagramas.

+conjunto dos

conjunto dos

2 Conjunto dos numeros naturais (N)

de elementos de conjuntos finitas, nclusive 0 vazio
Indicamos por N o canjunta dos nimeras naturais & por N* o conjunto
dos naturals nao nulos:
N=(01,2,3,4567881011.)

(

Conteudo digital
Moderna Plus

Icone com indicagao
de conteudo

digital no portal do
Projeto Moderna
Plus, como leituras

N*=(12,3,4,567,8810,11,.)

Numeros naturais consecutivos, antecessor
e sucessor

entson +1eum tal que:
+ nen + 1530 chamados nimeros naturals consecutivos.

+ né o antecessor den - 1.

+ n+ 180 sucessor den

Exemplo
05 ndmeros naturals 3 & 4 sao cansecutivos: 3 6 0 antecessor de 4 &
Ug 0 sucessor de 3

Propriedades dos nimeros naturais

PL Todo numera natural tem sucessor.

Pa.

)4

voc_wos-m_ a1 _g,

) S —

Resalva os exercicios complementores 34 0 30

8
8
B

complementares,
animacgoes e
simuladores relativos
ao tema estudado.

Exercicios
complementares

O final de cada capitulo
oferece exercicios

de aprofundamento,
subdivididos nas
modalidades:

Exercicios técnicos e
Exercicios contextualizados.

Exercicios de revisao
cumulativa

Aparecem apds

0s exercicios
complementares,
englobam conteudos
ja vistos nos capitulos
anteriores.

I

))) EXERCICIOS COMPLEMENTARES

W Exercicios técnicos

9)2)
)

b
9
@090

25 4em

B 11,2,3,4,5F Por qué?

Exercicios propostos
Acompanham os tépicos do
capitulo. S0 uma aplicagéo
mais imediata dos conteldos
ali trabalhados.

Analise da resolugéao
Possibilita a analise e a
reflexdo sobre erros comuns
na resolucéo de exercicios,
além de sua correcéao.

))) EXERCICIOS DE REVISAD CUMULATIVA
as fr I o

g W)

ANALISE DA RESOLUGAD

resolugao e refita sobre o comentario.

Exercicio

Quando as vélvulas da artéria aorta se fecham, a presso P, em mmHg (milimetro de
5 fungio do

tempo, em segundo, por 0P - 95-¢
em quanto tempo a pressio atingira 70 mmHg?

i
H
i
i
i

bo o i i n poidion
pRgp— g #0mm by

Comentirio
0s célculos efetuados pelo aluno estdo corretos, porém a concluso (iltim parégrafo)
s 1B

estincorreta, pois-0 < 2 <1 log. 20 <0
Logo,o valorabtido para t & positivo

A

valor obtido para t.

que apresenta o simbolo In)

3 )
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Capitulol | Conjuntos

Secao

1.1 Conjuntos, 16

» Representacado de um conjunto 16
Representacgéo tabular, 17
Representagao por um diagrama de Venn, 17

Representagéo por uma propriedade, 17

» Conjunto unitario e conjuntovazio 18
» Conjunto finito e conjunto infinito 18
» Conjunto universo 19
» Subconjunto 19

Propriedades, 20

» Conjunto cujos elementos também
séo conjuntos 21

Conjunto das partes de um conjunto, 21
Propriedade, 22
» Igualdade de conjuntos 23

1.2 Operactes com conjuntos, 24

» Uni&o (ou reuni&o) de conjuntos 24

Representagao da unido de conjuntos
por diagramas de Venn, 25

Propriedades da unido de conjuntos, 25
» Interseccgdo de conjuntos 25

Representacgao da intersecgéo de
conjuntos por diagramas de Venn, 26

Propriedades da interseccao de conjuntos, 26

» Diferenga de conjuntos 27

Representacgao da diferenca de conjuntos
por diagramas de Venn, 28

Propriedades da diferenga de conjuntos, 29
» Conjunto complementar 29

Representagao do complementar de um
conjunto por diagramas de Venn, 30

Complementar de um conjunto A em
relagdo a um universo U, 30

1.3 Problemas sobre quantidades de
elementos de conjuntos finitos, 32

1.4 Classificacdo dos numeros, 35

» Conjunto dos numeros naturais (IN) 35

Numeros naturais consecutivos, antecessor
e sucessor, 35

Propriedades dos nimeros naturais, 35
» Conjunto dos nameraos inteiros (Z) 36

Propriedades dos numeros inteiros e
algumas demonstragdes, 37

Numeros inteiros consecutivos, antecessor
e sucessor, 37

Numeros pares e numeros impares, 37
Propriedades dos nimeros inteiras, 37
» Conjunto dos nimeros racionais (Q) 39
Propriedades dos numeros racionais, 39

Representacao decimal finita e
representacgao decimal infinita, 40

Representacéo decimal finita, 40
Representacéo decimal infinita, 40
» Conjunto dos nameros irracionais (Q') 42

Propriedades dos nimeros
irracionais, 43

» Conjunto dos numeros reais (R) 44
Propriedades dos numeros reais, 45
1.5 0 eixoreal, 47

» Intervalos reais uy

Exercicios complementares, 49

Andlise da resolucéio, 54

Introducao ao estudo

e das funcdes 56

Secao

2.1 Sistemas de coordenadas, 58

» Sistema cartesiano ortogonal
de coordenadas 58

Generalidades, 59

2.2 0 conceito de funcao, 62

» Anocéao de fungéo no cotidiano 62

» Formalizagéo do conceito
de funcgéo 66

Relagéo entre conjuntos, 66

Funcgéo, 67
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» Imagem de x pela fungéo f 70

Imagem de um elemento pelo diagrama
de flechas, 70

Imagem de um elemento pela lei
y=f(x),71

» Funcéo real de variavel real 73
Estudo do dominio de uma funcgéo real
de variavel real, 73

2.3 Grafico de uma funcéo, 75

» Esbocgos de gréficos por pontos 75

» Imagem de um elemento pelo
grafico de uma fungéo 82

» Reconhecimento de uma fungéo
por andlise grafica 83

2.4 Analise de funcoes, 86

2 Raiz de uma funcéo 87
» Estudo do sinal de uma fungéo 89
» Variacdo de uma funcgéo 91

Exercicios complementares, 95
Exercicios de revisdo cumulativa, 101

Andlise da resolugdo, 102

Algumas funcoes e

EapituloS conceitos fundamentais 103

Secao

3.1 Consideragtes sobre algumas fungdes
fundamentais, 104

» Funcdes definidas por mais
de uma sentencga 104

» Funcéo par e fungéo impar 106
Funcgao par, 106
Fungéo impar, 106
3.2 Composicao de fungoes, 109
» Funcéo composta 109

3.3 Inversao de funcoes, 113
» Injecao, sobrejecdo e bijecao 113
Funcao injetora, 113
Funcéo sobrejetora, 114

Funcédo hijetora, 116
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» Inverséo de fungdes 119
» Ainversa de uma relagéo 120
» Fungdes nao invertiveis 121

» Técnica para a ocbtengéo da inversa
de uma funcéo 122

Exercicios complementares, 124
Exercicios de revisdo cumulativa, 126

Andlise da resolucéio, 127

Capitulo 4 |Funcao afim 129

Secao

41 A funcao afim,130
) Gréfico da funcéo afim 131

Ponto de intersecgéo do grafico
com o eixo Ox, 132

Ponto de intersecg&o com o eixo Oy, 132

» Funcéo linear 134

Propriedades da funcgéo linear, 135

4.2 Analise da funcao afim, 138

» Proporcionalidade na fungéo afim 138

) Taxa de variagao 139

Propriedade das funcoes afins que
tém a mesma taxa de variagéo, 141

» Crescimento e decrescimento 143
» Estudo do sinal 144

4.3 Inequacao-produtoe
inequacgao-quociente, 147

» Introducgéo 147
2 Definigctes 147
¥ Dispaositivo pratico 148

Exercicios complementares, 150
Exercicios de reviséo cumulativa, 155

Andlise da resolugdo, 156

Capitulo 5 | Funcao quadratica 157

Secao

5.1 A funcéao quadratica, 158
» Parabola 158
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Respostas da Parte I

Vértice e eixo de simetria da parabola, 159
Concavidade da parabola, 159

160
» Gréfico da funcdo quadratica 161

» 0 conceito de fungdo quadratica

Pontos de interseccédo da parabola
com o eixo Ox, 162

Ponto de intersecgéo da parabola
com o eixo Oy, 162

Vértice da parabola, 163
Andlise da funcéo quadratica, 168
168

» Valor minimo 169
» Estudo do sinal 172

2 Valor méximo

Inequacdes polinomiais do 2° grau, 175
Exercicios complementares, 178

Exercicios de revisdo cumulativa, 181
Andlise da resolugdo, 182

183

Capitulo 6 | Funcao modular

Secao

6.1

Modulo de um nimero real, 204

» Introducao 204
» Definicao 205
A fungao modular, 207
2 Qutros recursos para a construgéo

de graficos 208

Reflex&o, 208
Translagao, 210
Estudo do sinal, 211

Equacgdes modulares, 214

Propriedades, 214
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6.4 Inequacbes modulares, 218
Propriedades, 219
Exercicios complementares, 221
Exercicios de revisdo cumulativa, 224

Andlise da resolucdo, 225

Capitulo 7  Matematica financeira 226
Secao
7.1 Porcentagem e aplicacoes, 228
» Porcentagem 228

2 Aplicagtes do conceito de porcentagem
no comercio 231

Lucro e prejuizo, 231

Célculo do percentual de lucro ou
prejuizo, 231

Desconto, 233
Receita, 233
Cambio, 235

7.2 Juro simples, 237

» Taxas equivalentes 238

7.3 Juro composto, 240

Exercicios complementares, 243
Exercicios de revisdo cumulativa, 250

Andlise da resolugéo, 251

Capitulo 8 | Funcao exponencial 252

Secao

8.1 Introducao ao estudo da funcéo
exponencial, 254

» Poténcia de expoente inteiro 255

Propriedades das poténcias
de expoente inteiro, 255

Notagao cientifica, 256

8.2 Radiciacdo em R, 258

» Propriedades dos radicais com

radicandos ndo negativos 259
» Simplificacdo de radicais 261
) Operagdes com radicais 261

» Racionalizagédo de denominadores 262
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8.3 Poténcia de expoente real, 264 Capitulo 10 | Geometria plana 316
» Poténcia de expoente racional 264 Secio
Propriedades das poténcias de expoente
racional, 264 10.1 Poligonos, 318
» Poténcia de expoente irracional 266 » As origens da Geometria 318
Propriedades das poténcias de expoente » Angulos 319
irracional, 266 Definicao, 319
8.4 A funcao exponencial, 267 Retas paralelas interceptadas por uma
) Grafico da funcao exponencial 267 transversal, 320
» Propriedades da funcéo exponencial 268 ¥ Poligonos 3el

Elementos de um poligono, 321

85 aoei 8 ial,
Equacéo e inequacao exponencial, 270 » Nomenclatura 391

» Equacédo exponencial 270

0 Poligono convexo, 322
Resolugéo d 5 ial, 27

esolugdo de uma equagdo exponencia Poligono regular, 322
» Triangulos 323

Classificacdo dos triangulos, 323

» Inequacao exponencial 2re

Exercicios complementares, 274

Exercicios de reviséio cumulativa, 278 )
Elementos de um triangulo, 324

Analise da resolugao, 279 Soma dos angulos internos de um

triangulo, 324

Teorema do angulo externo de um
triangulo, 325

» Congruéncia de triangulos 326
Definicao, 327
9.1 Logaritmo, 282 Casos de congruéncia de triangulos, 327

¥ Os fundamentos da teoria Caso LAL (lado-angulo-lado), 327
dos logaritmos 282

Capitulo 9 | Funcao logaritmica 280

Secao

Caso ALA (&ngulo-lado-angulo), 327
Caso LLL (lado-lado-lado), 328

» 0 conceito de logaritmo 283

Logaritmo decimal, 284

» Propriedades dos logaritmos 285 Caso LAA, (lado-angulo-angulo oposto), 328

» Outras propriedades dos logaritmos_ 287 Caso RHC (angulo reto-hipotenusa-cateto), 328

Propriedades do tridngulo isésceles, 330

9.2 Numero de Neper e logaritmo neperiano, 291
P g P Propriedades do triangulo retangulo, 331

» OnimerodeNeper(e) 24l » Quadrilateros notaveis 333
» Logaritmo neperiano 292
Trapézio, 333
9.3 Fungao logaritmica, 294 Paralelogramo, 333
» Gréafico da fungéo logaritmica 295 Retangulo, 333
» Propriedades da funcéao logaritmica 296 Losango, 333
» Ainversa da funcdo logaritmica 298 Quadrado, 333
9.4 Equacéio e inequacéo logaritmica, 300 Propriedades dos quadrilateros
» Equacdes logaritmicas 300 notéveis, 334
» Inequacgtes logaritmicas. 303 10.2 Teorema de Tales e semelhancga de
Exercicios complementares, 306 figuras, 337
Exercicios de reviséo cumulativa, 314 » Teorema de Tales 337

Andlise da resolugdo, 315 » Semelhanga de figuras planas 338
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10.3

10.4

» Semelhanga de triangulos 339
Casos de semelhanca de triangulos, 340
Caso AA (angulo-angulo), 340
Caso LAL (lado-angulo-lado), 340
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Exercicios complementares, 369
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» Soma dos infinitos termos de uma PG 417
Exercicios complementares, 420
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Andlise da resolugdo, 428
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Capitulo

Conjuntos

Calendario cosmico

Estamos habituados com niimeros

Para comparar grandes

ue mensuram grandezas do ’ - .
q 9 dimensoes, como a idade do

nosso cotidiano, como o custo de Universo e a idade do planeta Formacio vida na
Um agrupamento de pessoas, uma caneta, a duragdo de um dia Terra, estimadas em 15 bilhes FOTmacs da Terrga Terra B
leta d o ¢ P de anos e 4,5 bilhdes de anos, : s :

uma coletanea de musicas ou e a massa de um pacote de cafeé. raspectivamente; podemos do Sistema Solar unicelulares
a colecéo de folhas deste livro Mas temos dificuldade em representar a idade do Universo i —— lg =
sao exemplos de conjuntos no estabelecer comparacées entre PEIDIEE D EE T 2e e m— - = - ?
cotidiano ) R e concluir que a formagao do

) grandes dimensaes. planeta Terra ocorreu no dia

Neste capitulo, formalizaremos a 14 do més de setembro.
nocao de conjunto sob o ponto de
vista matematico.

1.1 Conjuntos

As nogoes de conjunto e as 0, na atmosfera
diferentes formas de representd-lo .
: . .. Destacando o més de
sdo fundamentais para a precisio
/ . dezembro, podemos notar
da linguagem matemadtica. que os primeiros insetos

surgiram no dia
1.2 Operacdes com conjuntos 21 e os dinossauros
foram extintos no dia 28.

Certos procedimentos realizados
com os elementos de dois conjuntos
resultam em um terceiro conjunto.
Esses procedimentos sio operagdes
com conjuntos.

Primeiros ancestrais

1.3 Problemas sobre
dos elefantes

quantidades de elementos ¥ Um dia
de conjuntos finitos As 22 h 30 min do dia

Conhecendo a linguagem e as ‘de dezembro surgiram
operagdes com conjuntos, podemos EEIITICITOS SEres

esol oblemas ol humanos e as 23 h 46 min
resolver problemas que envolvem B el (ras

conjuntos finitos. . dominaram o fogo.

1.4 Classificacao dos numeros

2 Para pensar
Os ntimeros sdo classificados ~ E

de acordo com algumas de suas
propriedades. Essa classificagio
determina os conjuntos numericos.

No ultimo segundo do
ultimo minuto desse

ano, ocorreu amplo
desenvolvimento da
Ciéncia e Tecnologia,
exploracéo do espaco,
além dos acontecimentos
da atualidade.

1.5 0 eixo real

A representagio geométrica do
conjunto dos niimeros reais é uma
reta orientada chamada de eixo real.

XA e tecnologicos,
WY ?Ioragéo do espaco

Dados obtidos em: SAGAN, Carl. Os dragédes do éden. Sao Paulo: Francisco Alves, 1980.
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» Aplicar a nogao de
conjunto em algumas
situacdes, usando uma
de suas notacdes.

» Relacionar elemento
e conjunto e também
subconjunto e conjunto.

* conjunto universo
* subconjunto

e igualdade de
conjuntos

N

Conjuntos

Vocé deve se lembrar de que ja estudou alguns conjuntos nas séries
anteriores. Como vocé explicaria o que & um conjunto?

Em Matematica, ha conceitos que sdo admitidos sem definicéo, sdo os
chamados conceitos primitivos; por exemplo, em Geometria, os conceitos
de ponto, reta e plano sdo primitivos. Na teoria dos conjuntos, os concei-
tos primitivos sdo: conjunto, elemento de um conjunto e pertinéncia
entre elemento e conjunto.

A ideia de conjunto é a mesma de colegéo, conforme mostram os
exemplos a seguir.

Exemplos

a) Os alunos de sua sala de aula formam um conjunto. Vocé € um elemento
gue pertence a esse conjunto.

b) As luas de Saturno formam um conjunto. Tita, a maior delas, é um ele-
mento que pertence a esse conjunto.

A Fotomontagem de Saturno e de Tita, a maior de suas luas, que tem 5.150 km

de diametro. Além de seu tamanho, os astronomos tém um interesse especial por
Tita, pois sua atmosfera & muito parecida com a atmosfera terrestre, como era ha
milhdes de anos.

c) Na linguagem usada em informatica, dizemos que um documento & salvo
em uma pasta de arquivos. Assim, uma pasta de arquivos € um conjunto
e cada documento dessa pasta € um elemento que pertence a esse
conjunto.

Representacao de um conjunto

E habitual usar letras mailsculas para dar nomes aos conjuntos, como
A, B, C, D etc. e representar seus elementaos por letras mintsculas, como
a, b, c, detc.

A seguir, destacamaos as trés formas fundamentais de representacéao
de um conjunto.

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Representacao tabular

Na representacao tabular de um con-
junto, os elementos sdo apresentados entre
chaves e separados por virgula ou por ponto
e virgula.

Exemplos

a) A = {primavera, verao, outono, inverno}
b) B = {2, 4, 6, 8}

c) C =1{1,75;1,81;1,79;1,82; 1,70}

Na forma tabular, usa-se ponto e virgula
na separagdo de numeros decimais, como
no exemplo ¢, pois a virgula poderia ser con-
fundida com a virgula que separa as casas
decimais de cada numero.

Note que, nos exemplos acima, 2 é ele-
mento do conjunto B, mas néo é elemento
do conjunto C. Esses fatos s&o indicados,
respectivamente, por:

+ 2 € B (lemos: “dois pertence a B”)

+ 2 & C (lemos: “dois ndo pertence a C”)

M 0 conjunto C é formado pelas alturas dos jogadores
de basquete de um dos times de uma escola.

Representacao por um diagrama de Venn

A representagéo de um conjunto por um diagrama de Venn (John Venn, 1834-1923) é aquela
em gue os elementos sdo simbaolizados por pontos interiores a uma regiéo plana, delimitada por

uma linha fechada que néo se entrelaga.

Exemplos

Representacao por uma propriedade

c)

Nessa representacgao, os elementos de um conjunto A sédo descritos por meio de uma pro-
priedade que os determina. Assim, podemos representar um conjunto A por:

A = {x| x tem a propriedade p}

(lemos: “A & o conjunto de todos os elementos x, tal que x tem a propriedade p”)

Exemplos
a) A = {x|x & um pais da América do Sul}

Ou seja: 0 conjunto A é formado por todos os paises da América do Sul.

b) B = {x|x & um planeta do Sistema Solar}

Ou seja: 0 conjunto B é formado por todos os planetas do Sistema Solar.

c) C = {x|x & um ndmero primo}

Ou seja: 0 conjunto C é formado por todos os nimeros primos.

,) Secao 1.1 - Conjuntos
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1» Conjunto unitario e conjunto vazio

Nas situacgtes abaixo, cada uma das letras A, B e C representa o conjunto de pegas sohre o
respectivo tabuleiro. Quantos elementos tem cada um desses conjuntos?

>
m
o

Observando que sobre o primeiro tabuleiro da esquerda ha 32 pecgas, sobre o segundo ha
apenas uma peca e sobre o terceiro ndo ha pegas, concluimos que o conjunto A tem 32 elemen-
tos, B tem 1 elemento e C ndo tem elementaos. Dizemos que B é um conjunto unitario e C é um
conjunto vazio.

Conjunto unitario é aquele formado por um Unico elemento.

Conjunto vazio é aquele que ndo possui elemento algum. Representa-se
0 conjunto vazio por @ ou { }.

Exemplos
a) 0 conjunto A = {x|x & um ndmero e x - 5 = 15} & unitario, pois A & formado por um Unico ele-
mento, isto &, A = {3}.

b) 0 conjunto B = {x|x € um numero e x - 0 = 15} é vazio, pois, como nado existe nimero que sa-
tisfaga essa condigdo, B ndo possui elemento algum, isto &, B = .

10 Conjunto finito e conjunto infinito

Um conjunto é finito se for vazio ou se, ao contar seus elementos um a
um, chega-se ao fim da contagem.

Conjunto infinito é todo conjunto que ndo é finito.

Exemplos

a) 0 conjunto A = {q, b, ¢, d, e, f} &€ um conjunto finito, pois podemos contar seus elementos e
chegar ao fim da contagem.

b) O conjunto B = {x| x & pessoa brasileira} € um conjunto finito, pois podemos contar seus ele-
mentos e chegar ao fim da contagem.

c) 0 conjunto C = & & um conjunto finito, pois & vazio.

d) Um importante conjunto infinito que vamos usar como referéncia neste capitulo é o conjunto
dos numeros naturais: IN = {0, 1, 2, 3, 4, ..}

e) Outro importante conjunto infinito que também sera usado como referéncia é o conjunto dos
numeros inteiros: Z ={.. =3, —2,-1,0,1,2, 3, ..}

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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» Conjunto universo

Na linguagem cotidiana, usamaos a palavra “universo” com varios significados. Um deles é o de
conjunto de seres ou ideias que, em determinada circunstancia, € tomado como referéncia. Por
exemplo, o universo da Biologia é o conjunto dos seres vivos; o universo do Direito é o conjunto de
regras e leis que disciplinam as relagées em sociedade; o universo da Histdria da humanidade é
o conjunto dos fatos passados relacionados ao ser humano. Na Matematica, a palavra “universo”
assume significado semelhante:

Conjunto universo de um estudo, representado por U, é aquele ao qual
pertencem todos os elementos relacionados a esse estudo.

Exemplos

a) Quando estudamos métodos de contagem, o conjunto universo e U =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9,
10,11, ..}

b) No estudo das figuras geométricas planas, como conjuntos de pontas, o conjunto universo é
o plana.

c) No estudo das figuras geométricas espaciais, como conjuntos de pontos, o conjunto universo
é 0 espaco tridimensional.

2 Subconjunto

Considere o conjunto B formado pela populacéo brasileira. Com os elementos de B podemaos
formar o conjunto H, de todos os homens brasileiros, e o conjunto M, de todas as mulheres bra-
sileiras. Os conjuntos formados, H e M, s8o subconjuntos de B. Se um conjunto T de pessoas
possui como elemento pelo menos uma pessoa que nao seja brasileira, dizemos que T ndo é
subconjunto de B. Indicamos esses fatos por:

H C B (lemos: “H esta contido em B”)
M C B (lemos: “M estéa contido em B”)

T ¢ B (lemos: “T ndo esta contido em B”)

Dizer que um conjunto B é subconjunto de um conjunto A equivale a dizer
gue, se x e elemento de B, entdo x é elemento de A.

Exemplos
al{2,5,3C{25,38,8}
b){2,5,3t C{2 b, 3}
c){2,53}¢{25,7 9}

d) O conjunto de letras {k, w, y} esta contido no
conjunto das letras do alfabeto da lingua por-
tuguesa.

e) {golfinho, baleia} C {x|x & animal marinho}

Observe que a definigéo de subconjunto (B C A)
nao estabelece que B possui algum elemento,
mas que, se possuir, todo elemento dE__B_glev
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Propriedades

P1. O conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto.

& C A (para qualguer conjunto A)

P2. Todo conjunto é subconjunto de si mesmo.

A C A (para qualquer conjunto A)

Notas:

1. Outra forma de representar B € A e A D B (lemos: “A n&o contém B”).

Assim, no exemplo €, anterior, poderiamos ter escrito {2, 5, 7, 9} 2 {2, 5, 3}.

2. Arelacéo de inclusdo, C, é usada apenas para relacionar um conjunto B com um conjunto A

gue contém B: B C A.
Por exemplo:

{3} C {1, 2, 3} e seria incorreto: {3F¥={2,3}

3. Arelagao de pertinéncia, €, é usada apenas para relacionar um elemento x com um conjunto

A que possui x como elemento: x € A.

Por exemplo:

3 € {1, 2, 3} e seria incorreto 3c{:2,3}

EXERCICIOS PROPOSTOS

Represente na forma tabular cada um dos conjuntos
A, B e C do diagrama abaixo.

Represente cada conjunto na forma tabular.
f) F={xez|i= ]
X
g) G={xeN|56 <x <118}
h) H={x€ Z|x <0}
i) I={xeN|x= 70}

a) A={x€Z|x*=9}

b) B={xeZ|x =0}
) C={xez|x>0}
dD=(xez|x=0
e) E={xez|x*<0}

Classifique como finito ou infinito cada um dos
conjuntos a seguir.

a) A={xeN|x<5}

b) B={x € Z|x <5}

o C={xez|x¥*=9)

d)D={xeZ|x-0=0}

e) E={xeN|x-0=x}

Represente por meio de uma propriedade o conjunto
A={3,5709,.1}

Resolva os exercicios complementares 1 a 3.

Faca uma lista com todos os subconjuntos de
A=1{1,23}

Alinguagem dos conjuntos é utilizada em todos os
ramos da Matematica. Neste exercicio, aplicaremos
essa linguagem a Geometria. Para isso, vamos re-
cordar que:

¢ Pontos sdo nomeados por letras maitsculas: A, B,
C, D etc.

e Retas sdo nomeadas por letras mintusculas: a, b, c,
1,8, tetc. Uma reta é um conjunto de pontos; logo,
cada um de seus pontos é elemento da reta.

¢ Um segmento de reta de extremos A e B é repre-
sentado por AB ou BA. Um segmento de reta é um
conjunto de pontos; logo, cada um de seus pontos
é elemento do segmento de reta.

e Uma semirreta de origem A que passa por B é
representada por AB. Uma semirreta é um con-
junto de pontos; logo, cada um de seus pontos é
elemento da semirreta.

De acordo com a figura, classifique como verdadeira
(V) ou falsa (F) cada afirmacéo a seguir:

a) AEr d) ABer g) A€ AC
b) ACr e) AECr h) ACAC
o {AlCr f) DE C AE

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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1» Conjunto cujos elementos também sao conjuntos

Na figura 1, abaixo, vemos um cacho de banana, que pode ser considerado um conjunto A de
bananas. Na figura 2, vemos um estoque de cachos de banana, que pode ser considerado um
conjunto B de cachos.

A Figura l M Figura 2

Assim, cada banana é um elemento do conjunto A, e cada cacho de banana & um elemento
do conjunto B.

Esse exemplo mostra a necessidade de considerarmos conjuntos cujos elementos sé@o con-
juntos, pois os elementos de B s8o conjuntos de bananas. Em Matematica, também ocorre esse
tipo de situacéo, conforme definimos a seguir.

Conjunto das partes de um conjunto

Chama-se conjunto das partes de um conjunto A, que se indica por
9%(A), o conjunto cujos elementos sdo todos os subconjuntos de A.

Se A & um conjunto finito, podemos calcular o nimero de elementos de P(A) em funcéo do
numero de elementos de A. Para entender esse céalculo, observe, por exemplo, como séo obtidos
0s subconjuntos do conjunto A = {x, y, z}.

Na formacéo de um subconjunto de A, para cada um dos elementos de A ha duas possibilida-
des: o elemento pertencera ao subconjunto a ser formado ou néo.

Assim, um subconjunto de A estara determinado quando escolhermos, para cada elemento de
A, uma possibilidade: sim (S), o elemento pertencera ao subconjunto, ou nao (N), o elemento
nao pertencera ao subconjunto.

S S S
XiN y?,\, Z?,\,

Para essa situacéo, temaos, entéo, os seguintes subconjuntos:

X vy z Subconjunto

S S S Xy, 2} —— Subconjunto com 3 elementos.
S S N {x, v}

S N S {x, z} Subconjuntos com 2 elementos.
N S S v, 2}

S N N {x}

N S| N {v} Subconjuntos com 1 elemento.

N N S {z}

N N N (%) — Subconjunto com zero elemento.

Secéao 1.1 - Conjuntos
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Assim, o conjunto das partes de A é: P(A) = {Q, {x}, {y}, {z}, {x, v}, {x, 23 {y, 2}, {x, v, 23}
Portanto, ?(A) tem 8 elementos, ou seja, 2° elementos.

Podemos também calcular o nimero de subconjuntos de A simplesmente multiplicando o
numero de possibilidades de escolha sim (S) ou nao (N) de seus elementos:

X S } o
: 2 possibilidades
N
y : S l 2 possibilidades
N
‘ : E } 2 possibilidades

Logo, o niumero de subconjuntos de A é dado pelo produto:
2-2-2=2"=8

Propriedade

Se um conjunto A possui n elementos, entédo P(A) possui 2" elementos.

Demonstracao
V' [/

Vamos demonstrar essa propriedade em trés etapas: para A = (J, para A como conjunto unitario
e A ={a, a, as, ... a,}, isto &, um conjunto com n elementos, com n = 2.
-Seja A= .
0 conjunto A possui zero elemento e um Unico subconjunto, que & o proprio &.
Como 2° = 1, a afirmacao é verdadeira paran = 0.
- Seja A um conjunto unitéario.
0 conjunto A possui um Unico elemento e exatamente dois subconjuntos, que séo J e A.
Como 2' = 2, a afirmacao é verdadeira paran = 1.
-Seja A = {a,, a,, a3, ... @, } um conjunto com n elementos, com n = 2.
Na formagéo de um subconjunto de A, para cada um dos elementos a,, a,, s, ... a, ha duas possi-
bilidades: o elemento pertencerd ao conjunto a ser formado ou ndo. Assim, um subconjunto de A
estard determinado guando escolhermos para cada elemento de A uma das possibilidades: sim
(S) ou nao (N).
Escolhida a alternativa S para um elemento, ele fara parte do conjunto; escolhida a alternativa N, o
elemento né&o fara parte do conjunto.

N

2 possihilidades

=Z U

S
2 possihilidades

5 |
N
i } 2 possibilidades
!

o
Qs
Qs

a, S
: N 2 possihilidades

Assim, o numero de subconjuntos de A é o produto desses numeros de possibilidades, ou sgja:
2-2-2-.-2=2"

N ——
n fatores
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Exemplos

a) 0 conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5} possui 5 elementos; logo, (A) possui 32 elementos, pois 2° = 32.
b) O conjunto B = {a} possui 1 elemento; logo, P(B) possui 2 elementos, pois 2' = 2.

c) 0 conjunto C = & possui zero elemento; logo, P(C) possui 1 elemento, pois 2° = 1.

d) Se o conjunto das partes do conjunto 0 possui 16 elementos, podemos deduzir gue o conjunto
D possui 4 elementos, pois 2" = 16.

e) Se o conjunto das partes do conjunto E possui B4 elementos, podemos deduzir que o conjunto
E possui B elementos, pois 2° = B4.

f) Se o conjunto das partes do conjunto F possui 1.024 elementos, podemos deduzir que o con-
junto F possui 10 elementos, pois 2'° = 1.024.

Igualdade de conjuntos

Observe que qualguer elemento do conjunto {2, 7, 3} também pertence ao conjunto {7, 2,3} e
qualquer elemento do conjunto {7, 2, 3} também pertence ao conjunto {2, 7, 3}. Por isso, dizemos
que{2,7,3}=1{7,2, 3}

Dois conjuntos, A e B, séo iguais se, e somente se,A C Be B C A.

Exemplos

al{1,2,3, 4} ={4,3,2,1} b){c,f.b,a,h} ={a,b,c,f h} =0

Notas:

1. Indicamos que dois conjuntos, A e B, ndo s&o iguais por A # B (lemos: “A é diferente de B”).

2. Observe que {4, 5} = {4, 4, 5, 5}, pois todo elemento do primeiro conjunto pertence ao segun-
do e todo elemento do segundo pertence ao primeiro. Por isso, convencionamaos néo repetir
elementos em um conjunto.

Assim, ao afirmar que um conjunto possui n elementaos, fica subentendido que esses elementos

sdo distintos entre si.

Determinar #(A) em cada um dos itens a seguir.
a) A={5,8} b) A = {6} A=y

Quantos subconjuntos possui o conjunto
E ={a,e,i,0,u}?

Determine os nameros x e y, sabendo que
{1,2,x} ={3,y,2}.

Sejam respectivamente %?(A) e %(B) os conjuntos das
partes de dois conjuntos finitos A e B quaisquer.
Sabendo que A possui um elemento a mais que B,
classifique como verdadeira (V) ou falsa (F) cada
uma das afirmacgoes.

Resolva os exercicios complementares 4 a 6.

a) ?(A) possui um elemento a mais que %(B).

b) ?(A) possui dois elementos a mais que P?(B).

c) P(A) possui o dobro de elementos de %?(B).

d) ?(A) possui o triplo de elementos de %(B).

e) Algum dos conjuntos, ?(A) e ?(B), pode ter um
namero impar de elementos.

Trés conjuntos D, E e F satisfazem as seguintes con-
di¢bes: D C E,E C F e F C D. Pode-se afirmar que:
a) os trés conjuntos sao vazios.

b) os trés conjuntos sdo unitarios.

c) os trés conjuntos sdo iguais.

d) apenas dois desses conjuntos sao iguais.

e) os trés conjuntos sao diferentes entre si.
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» Objetivo

» Operar com
conjuntos (uniéo,
interseccao, diferenca
e complementar).

» Termos e conceitos

* unido de conjuntos

* interseccéao de
conjuntos

* diferenca de conjuntos
* complementar de

um conjunto

As frutas, verduras e legumes
exercem um importante papel
no equilibrio do organismo, pois
sdo ricas em vitaminas, minerais
e fibras. ¥

| W —

Operacdes com conjuntos

¥ Uniao (ou reuniao) de conjuntos

0 departamento de Recursos Humanos de um centro de diagndsticos
abriu inscrigfes para um concurso, visando selecionar novos profissionais
para a ampliagdo do quadro de funcionarios da empresa. Exige-se do can-
didato a formacédo em Medicina ou em Biologia.

Entre os candidatos, Gustavo é formado apenas em Medicina, Ro-
drigo é formado apenas em Biologia, e Camila é formada em Medicina
e Biologia. Qual dos trés pode se inscrever para o teste no centro de
diagnasticos?

Os trés preenchem os requisitos exigidos pela empresa, pois cada
um deles é médico ou hidlogo. Assim, os trés podem se inscrever para a
selecéo.

0 conectivo “ou”, com sentido inclusivo, & usado na definigdo de unido
(ou reunido) de conjuntos, conforme segue:

A uniao de dois conjuntos A e B, que indicaremos por A U B, € o conjunto
cujos elementos séo todos aqueles que pertencem a A ou a B.

AUB = {x|x € Aoux € B}

Lemos A U B como “A unido B”.

Exemplos

a)Sendo A ={7,8,9}e B = {10}, temos: A U B = {7, 8,9, 10}

b) Sendo C =1{7,8,9,10}e 0 = {10, 11}, temos: CU 0 = {7, 8, 9, 10, 11}
c) Sendo E={4,5,6}e F=1{2,3,4,5, 6}, temos: EU F = {2, 3,4, 5, 6}

d) A tabela a seguir mostra algumas vitaminas presentes em alguns ali-
mentos:

Vitaminas presentes em alguns alimentos
A D K
Figado X X X
Cenoura X
Oleo de peixe X
Gema de ovo X
Verduras X

Dados obtidos em: <http://www.todabiologia.com>. Acesso em: 24 ago. 2009.

Em relagdo ao universo dos alimentos dessa tabela, temos:

+ Se § é o conjunto dos alimentos que contém vitamina Ae T & o conjunto

dos alimentos que contém vitamina D, entéo:

S U T = {figado, cenoura, tleo de peixe, gema de ovo}

+ Se M é o conjunto dos alimentos que contém vitamina D ou vitamina K,

entdo M é a reunido dos conjuntos que contém pelo menos uma dessas
vitaminas, ou seja:

M = {figado, oleo de peixe, gema de ovo, verduras}

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Representacao da uniao de conjuntos por diagramas de Venn

Toda a regido hachurada Toda a regido hachurada Toda a regi@o hachurada
representa A U B. representa C U D. representa E U F.

Propriedades da uniao de conjuntos

Sendo A, B e C conjuntos quaisquer, temos:

P1. Se B é subconjunto de A,entao AU B =A.SeAUB = A,entdo B é
subconjuntode A.Ouseja:BCA < AUB=A

PR.LAUB=BUA
P3.AUBIlUC=AU(BUDL

Como consequéncia da propriedade P1, temos:
DUA=AeAUA=A

Como consequéncia da propriedade P3, a unido de mais de dois conjuntos A, A, As, ... A, pode
ser definida da seguinte maneira:

AUAUA;U. L UA ={|xEAouxEAouxEAou..oux €A}

@ Conteudo digital Moderna PLUS http://www.modernaplus.com.br w

Texto: Demonstragdo da propriedade P1 da uniéo de conjuntos.

1D Interseccao de conjuntos

Claudio é cliente do Banco Albano e do Banco Belgrado. Considerando os conjuntos A, dos
clientes do Banco Albano, e B, dos clientes do Banco Belgrado, a qual dos dois conjuntos Claudio
pertence?

Como é possivel verificar pelas informagdes acima, Claudio pertence aos dois conjuntos, pois
0 conectivo “e”, nesse caso, indica simultaneidade, isto &, Claudio é cliente dos dois bancos ao
mesmo tempo.

0 conectivo “e”, com o sentido de simultaneidade, & usado na definigcdo de interseccgéo de
conjuntos:

Aiinterseccéo de dois conjuntos, A e B, que indicamos por A N B, é o con-
junto cujos elementos sdo todos agueles que pertencema A e a B.

ANB={x|xEAex€EB}

Lemos A N B como “A interseccéo B”.

Se a interseccédo entre os conjuntos A e B for o conjunto vazio, dizemos gue eles séo
disjuntos.

Secéo 1.2 - Operagdes com conjuntos
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Exemplos
a)Sendo A =1{5,6,7,8}e B =1{7,8,9,10}, temos: A N B = {7, 8}

b)SendoC ={3,4,5}e D =1{8,9}, temos:CN D=
Nesse caso, os conjuntos C e D sdo disjuntos.
c)Sendo E =1{b,c,d,eleF={a,b,c,d, e, f}temos:ENF=1{b,c,d, e}

d) Retomando o exemplo da tabela sobre vitaminas presentes em alguns alimentos, na pagina
24, percebemos que, no universo desses alimentos, o conjunto dos alimentos que contém as
vitaminas Ae D é: S N T = {figado}

Representacao da interseccao de conjuntos por diagramas de Venn

CREK

Toda a regido hachurada Os conjuntos C e D sao disjuntos, Toda a regiao hachurada
representa A N B. istoé,CND=0. representa E N F.

Propriedades da interseccao de conjuntos

Sendo A, B e C conjuntos quaisquer, temaos:

Pl. Se B é subconjunto de A,entdac AN B =B.5Se AN B = B,entédo B é
subconjuntode A.Ouseja:BCA < ANB=R8B

PR.ANB=BNA
P3.ANBINC=AN(BNC)

Como consequéncia da propriedade P1, vem:
GNA=Je ANA=A

Como consequéncia da propriedade P3, a intersecgdo de mais de dois conjuntos A;, A,, As, ...,
A, pode ser definida da seguinte maneira:

ANANAN.NA ={|xEAexEAexEAe..exEA}

Além das propriedades da interseccéo descritas acima, had duas propriedades que envolvem
as operacdes unido e intersecgao:

P4. Propriedade distributiva da intersecgédo em relagéo a unido:
ANBUCI=ANBIUMANCL
P5. Propriedade distributiva da unido em relagéo a interseccéo:

AUBNC=AUBNAUQL

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



E Sdo dados os conjuntos:

Reprodugao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

A=xez|l-4<x<2}
B={x&N|x=<23}
C=xez|-2<x<5}
D={x€Z|3<x<8}
Determine:

a) AUB

b) ANB

c) AUuD

d AND

e) AUBUD

fy AnNBNC

g ANBNCND

h) AuD)Nn(BUCQC)

i) AND)UBUCQC)

Sabendo que SN T = {a, b, d}, S = {a, b, ¢, d} e
SUT={a,Db,c,d,e,f g}, represente no diagrama
abaixo os conjuntos Se T.

S T

Sabendo que AN B ={2,5},B={2,5,9}e
A UB=1{2,3,5,8, 9}, represente os conjuntos A e B
por meio de um diagrama.

Represente os conjuntos A = {1, 2, 3, 5, 12},
B=1{1,2,7,8,11}e C = {2,4,5, 8, 9} por meio de um
diagrama.

Cada um dos amigos fgor, Carla, Tiago, Janice e Lean-
dro toca pelo menos um dos instrumentos: piano
ou violao ou saxofone.

e Apenas Igor e Carla tocam os trés instrumentos.
e Tiago toca piano e violao.

e Janice toca violdo e saxofone.

¢ Leandro toca apenas piano.

Considere esse grupo de amigos e represente na
forma tabular:

Resolva os exercicios complementares 7 a 11.

1> Diferenca de conjuntos

a) o conjunto das pessoas que tocam piano ou
violdo.

b) o conjunto das pessoas que tocam piano e
violao.

c) oconjunto das pessoas que tocam apenas saxo-
fone.

Se A, B, C, D e F sdo conjuntos quaisquer tais que

ANB=DeANC=F,entdo o conjunto AN (B U C)
éigual a:

a)DNF c) D e) I

b) DUF d) F

A figura a seguir apresenta quatro pontos distintos,
A, B,Ce D, pertencentes a uma retar.

Classifique como verdadeira (V) ou falsa (F) cada
afirmagéo a seguir.
a) AB U BC = AC
b) ACNBD =BC
c) BCUAB =AC
d)BCUCB=r

e) CDUBA =1 - BC
f) ADNBC =BC
g) AD UBC = BC
h) CD U BD = BD

Paula e Roberta praticam natacdo na mesma academia. Nas aulas, sdo ensinados os quatro
estilos: crawl, costas, peito e borboleta, que representam todos os estilos de natagdo. Em uma

conversa, Paula perguntou a Roberta:
—\Vocé ja pratica todos os estilos?
Roberta respondeu:
— Todos, menos o borboleta.

Observe que, nessa resposta, Roberta usou uma espécie de subtracao.

Ela tirou {borboleta} do conjunto {crawl, costas, peito, borboleta}. Logo, entende-se que
Roberta ja pratica os estilos do conjunto {crawl, costas, peito}.

Secéo 1.2 - Operagdes com conjuntos
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Essa ideia de subtragao, tdo utilizada no dia a dia, & aplicada na definigdo de diferenca de
conjuntos:

A diferencga de dois conjuntos, A e B, nessa ordem, gue indicamos
por A — B, é o conjunto cujos elementos sdo todos aqueles gque
pertencem a A e ndo pertencem a B.

A-B={|x€Aex&B}

Lemos A — B como “A menos B”.

Exemplos

a)Sendo A =1{1,2,3,4,5eB=1{4,5,6,7, 8, 9}, temaos:
A—-B={1,23eB-A=1{6,78,9}

b)Sendo C ={1,2,3,4,5,6}e D = {3, 4, 5}, temos:
C-D={,2,6eD0-C=0

c) Sendo E ={1,2,3}e F = {4, 5, B}, temos:
E-F=EeF—E=F

Representacao da diferenca de conjuntos por diagramas de Venn

(>

Toda a regido hachurada Toda a regido hachurada
representa A — B. representa B — A.
C C
D D
Toda a regiao hachurada Toda a regi@o hachurada
representa C — D. representa D — C.

E
F
Toda a regido hachurada Como F C E, entdo F — E = J, pois
representa E — F. todo elemento de F pertence a E.

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Propriedades da diferenca de conjuntos

Sendo A e B conjuntos quaisquer, temaos:

PLBCA S B-A=0 PRANB=U < A—-B=A P3.A#B < A—-B#B—-A

A A A A
B B
B B
@ Conteudo digital Moderna PLUS http://www.modernaplus.com.br W

Texto: Demonstragdo da propriedade P1 da diferenga de conjuntos.

EXERCICIO RESOLVIDO
“ Determinar os conjuntos A e B tais que: A — B = II. A seguir, representamos os elementos de B — A,
={578,2,B-A={3,6leAUB=1{1,2,3,5,6,7,8}. que sao aqueles que pertencem a B e nao per-
tencem a A.
Resolugéo III. Finalmente, representamos os elementos de
Considerando o diagrama a seguir: A N B, que sdao aqueles que pertencema A UBe
nao foram representados em I nem em II.
A B

L. Inicialmente, representamos os elementos de
A — B, que sdo aqueles que pertencem a A e nao
pertencem a B. Portanto: A ={1,7,2,8,5}eB ={1,7, 3, 6}

1 Conjunto complementar

Complemento é aquilo que se integra a um todo para completa-lo, segundo o Diciondrio
eletrénico Houaiss da lingua portuguesa. Essa é exatamente a ideia de conjunto complementar:
aquele que completa. Por exemplo: dizemos que o complementar do conjunto das consoantes
em relagdo ao conjunto das letras do nosso alfabeto é o conjunto das vogais. Essa ideia sera
formalizada pela definicdo a seguir.

Sendo A e B dois conjuntos tais que A C B, o complementar de A em relacéo a B, que
indicamaos por [:A, é 0 conjunto cujos elementos séo todos aqueles que pertencem a B
B

e nao pertencem a A.
ACB o (A={x|xEBex¢&A}
B

Lemos [:A como “complementar de A em relagéo a B”.
B

Secéo 1.2 - Operagdes com conjuntos
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Nota:

0 conjunto {x |x € Bex & A} é exatamente a diferenga B — A. Assim, temos:
ACB & [(A=B-A
B
A condigdo necessaria e suficiente para que exista EA é que A C B. Caso contrario, dizemaos

gue néo existe [:A. i
B

Exemplos
a) Sendo A ={1,2,3}e B ={1,2,3, 4,5} temos A C B; logo, existe (4, que é igual a B — A, isto é:
B

(r=B-A=1{45}
B

b) Sendo 0 ={1,2,3,4} e E = {3, 4,6, 7}, temos D ¢ E; logo, n&o existe (2.
E

Representacao do complementar de um conjunto
por diagramas de Venn

Toda a regiao hachurada
representa (A.
B

Complementar de um conjunto A em relacao a um universo U

Quando temos um conjunto universo U, previamente fixado, indicamos o complementar de A
em relagdo a U simplesmente por A’ ou A, em vez de CA.
U

Toda a regi@o hachurada representa Ca,
que sera indicado por A’ ou A. 8

EXERCICIO RESOLVIDO

n Considerando os conjuntos A e B, representados no Resolucao

diagrama abaixo, determinar:
C @nm.

AUB

Como A N B é subconjunto de A U B, entdo existe o
conjunto [ @n», que é formado pelos elemen-
AUB

tos que pertencem a A U B e ndo pertencema A N B.
Logo:

C @ann=1{4,7,5,6,8}

AUB

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



m Dados os conjuntos E = {3, 8, 6,4}, F = {1, 2, 3, 8, 6,

Reprodugéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

4,9te G ={4,5,6,7, 8}, determine:

a) F-E

b) G-E

¢ EUG) —F

d F-GU(G-F
e) gs

f) gwmm

g Lo

h)gE

i) g@

I} sabendoqueANBNC=1{0,6,8,ANB={0,6,8,1},
ANC={0,68,12,BNC=1{0,6,8,2, 3},
B-A={2,3,C-B={12}eA - B = {12, 15}, re-
presente os conjuntos A, B e C em um diagrama

como este:

IEN Nos diagramas a seguir, hachure a regido que cor-

responde aos conjuntos indicados.

a) A'UB
U_
A B
b) (AN By
U_
A B

Resolva o exercicio complementar 12.

IEH O Brasil é dividido em cinco regides.

Considerando os conjuntos A = {x|x é estado da

regido Sul ou da regido Nordeste do Brasil} e

B = {y|y é estado da regido Nordeste ou da regido

Sudeste do Brasil}:

a) determine quais estados compdem o conjunto
A — B.

b) determine quais estados compdem o conjunto
B - A.

c) determine os conjuntos (& e (a.
A A

Brasil: divisdo por regides

OCEANO
ATLANTICO

AMAZONAS

OCEANO
PACIFICO

Regiao
Norte [ Centro-Oeste [ sul
Nordeste [ Sudeste
- J

Fonte: FERREIRA, Graga Maria Lemos. Atlas geogrdfico:
espaco mundial. Sao Paulo: Moderna, 2003.

IEE] Baseando-se no universo U de todas as pessoas

brasileiras, considere os conjuntos:

A ={x € U| x é homem]}

B = {y € U|y tem pelo menos 16 anos de idade}
C ={z € U| z tem no maximo 20 anos de idade}

Indicando por X o complementar de X em relagdo
a U, represente cada conjunto a seguir por meio de
uma propriedade que determine seus elementos.

a) A
b) B
o C
4 BNC
e BuUC

Secéo 1.2 - Operagdes com conjuntos

»

w
=



| W —

Problemas sobre quantidades de

elementos de conjuntos finitos

» Objetivo

» Resolver problemas
sobre quantidades
de elementos de
conjuntos finitos.

)) EXERCICIOS RESOLVIDOS

Capitulo 1 - Conjuntos

»

W
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BEB uma pesquisa foi realizada com 350 pessoas para

avaliar a eficicia de um antncio de divulgacéo de
dois novos produtos, A e B. Ao final da pesquisa,
constatou-se que, dos entrevistados, precisamente:
e 280 conheciam o produto A;

e 80 conheciam os dois produtos;

e 20 ndo conheciam nenhum dos dois produtos.
De acordo com esses dados, quantas pessoas entre-
vistadas conheciam apenas o produto B?

Resolucgao

Por meio de um diagrama de Venn representamos

os conjuntos:

¢ U, o conjunto universo das pessoas entrevistadas;

e A, o0 conjunto das pessoas entrevistadas que co-
nhecem o produto A;

¢ B, o conjunto das pessoas entrevistadas que co-
nhecem o produto B.

U_

1°) O conjunto A N B, aquele das pessoas que conhe-
cem os dois produtos, possui 80 elementos. Para
nos orientar, escrevemos o nimero 80 na regido
correspondente a A N B:

U —

2°) O conjunto A possui 280 elementos, porém, na
primeira etapa, ja foram consideradas 80 pessoas
desse total, faltando, portanto, 200 pessoas para
completar o conjunto.

A representacgdo de conjuntos finitos por meio de diagramas de Venn
organiza e facilita significativamente a resolucéo de certos problemas de
contagem, conforme mostram os exercicios resolvidos a seguir.

O numero 200 deve ser escrito na regido que
corresponde a A — B.

3°) A regido que corresponde a (A U B)' é a das pes-
soas que nao conhecem nenhum dos dois produ-
tos. Nessa regido, escrevemos o numero 20:

4°) A regido que corresponde ao conjunto B — A é
a das pessoas que conhecem apenas o produto
B. O nuimero x de elementos desse conjunto é o
que procuramos:

20

Como o conjunto universo U tem 350 elementos,
obtemos:

20 + 200 + 80 + x = 350 = x =50
Logo, 50 pessoas conheciam apenas o produto B.

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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“ Uma industria de artigos esportivos fez uma pes-

quisa de mercado com 1.500 pessoas, que deveriam
responder “sim” ou “ndo” a cada uma das seguintes
perguntas:

I. Vocé pratica caminhada?

11. Vocé pratica corrida?
I1I. Vocé pratica musculagao?
O resultado da pesquisa foi apresentado na tabela:

Resposta “sim” Numero de pessoas

a pergunta I 800

a pergunta II 332

a pergunta III 618

as perguntas I e IT

118
simultaneamente

as perguntas I e ITI

) 172
simultaneamente

as perguntas II e IIT

) 110
simultaneamente

as perguntas I, IT e ITI

) 70
simultaneamente

e De acordo com esses dados, quantas pessoas
responderam “nao” a todas as perguntas?

Resolucdo

Sejam:

e U o conjunto das 1.500 pessoas entrevistadas;

e A oconjunto das pessoas que responderam “sim”
a pergunta I;

¢ Boconjunto das pessoas que responderam “sim”
a pergunta II;

e Coconjunto das pessoas que responderam “sim”
a pergunta IIL.

U_

1°) Nesse tipo de problema, convém indicar, inicial-
mente, o numero de elementos da intersecgdo
dos conjuntos. Assim, escrevemos o nimero 70
na regidao que correspondea AN BN C:

U —

2°) A seguir, devemos indicar o nimero de elementos
das intersec¢oes dos conjuntos dois a dois. Como
o numero de elementos de A N B é 118 e j4 indi-
camos 70 elementos nessa intersecgao, faltam

48 elementos em A N B. Como o conjunto A N C
tem 172 elementos e ja indicamos 70 elementos
nessa intersecgao, faltam 102 elementos em
A N C.Como o conjunto BN C tem 110 elementos
e ja indicamos 70 elementos nessa interseccao,
faltam 40 elementos em B N C:

3°) Como o numero de elementos do conjunto A é
800 e ja indicamos 220 elementos em A, faltam
580 elementos para completar o conjunto. Como o
nimero de elementos do conjunto B é 332 e j4 indi-
camos 158 elementos em B, faltam 174 elementos.
Como o numero de elementos de C é 618 e ja indi-
camos 212 elementos em C, faltam 406 elementos.
Finalmente, indicamos por x o nimero de pessoas

que responderam “néo” as trés perguntas:

Como o numero de elementos do conjunto uni-
verso U é 1.500, temos:

X+ 174 + 48 + 70 + 40 + 580 + 102 + 406 = 1.500 =
= x=280

Concluimos que, das pessoas entrevistadas, 80

responderam “ndo” as trés perguntas.

BEl Dos 180 funcionérios que trabalham no escritério

de uma empresa, precisamente:

e 108 falam inglés;

¢ 68 falam espanhol;

e 32 ndo falam inglés nem espanhol.

Quantos funcionarios desse escritério falam as duas
linguas, inglés e espanhol?

Resolucao

Considerar os conjuntos:

e U, que corresponde ao conjunto dos 180 funcio-
nérios;

e ], que corresponde ao conjunto dos funcionarios
que falam inglés;

e E, que corresponde ao conjunto dos funcionarios
que falam espanhol.

U —
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1°) Nesse tipo de problema, convém indicar inicial-
mente o numero de elementos da interseccdo
I N E. Como esse nimero é exatamente o que o
problema pede, vamos indicd-lo por x:

U —

2°) O conjunto I tem 108 elementos. Como ja admi-
timos que x desses elementos estdo em I, faltam
108 — x elementos em I, que devem ser indicados
naregiaol — E.

3°) O conjunto E tem 68 elementos. Como ja admiti-
mos que x desses elementos estao em E, faltam

Capitulo 1 - Conjuntos

N

34

m De uma pesquisa realizada pelo Ministério do

Turismo com 2.200 gauchos, pode-se concluir que,

precisamente:

e 816 dos entrevistados j& estiveram na regido
Nordeste do Brasil;

¢ 602 dos entrevistados ja estiveram na regido Norte
do Brasil,

e 206 dos entrevistados ja estiveram nas duas re-
gides.

Quantas das pessoas entrevistadas nunca estiveram

em nenhuma das duas regides?

Um funciondrio do departamento de Recursos
Humanos de uma industria automobilistica, ana-
lisando o curriculo de 47 candidatos a postos de
trabalho, concluiu que apenas 3 deles nunca haviam
trabalhado em montagem ou pintura, 32 ja haviam
trabalhado em montagem, e 17 ja haviam traba-
lhado nos dois setores. Quantos desses candidatos
haviam trabalhado apenas em pintura?

Uma fabrica de motocicletas realizou uma pesquisa

de mercado com 400 jovens maiores de idade, con-

cluindo que, precisamente:

e 283 dos entrevistados ja haviam dirigido auto-
mobvel;

Resolva os exercicios complementares 13 e 30 a 37.

68 — x elementos em E, que devem ser indicados
naregidoE — I

4°) Se 32 funciondrios nédo falam inglés nem espa-
nhol, o conjunto (I U E)’ deve ter 32 elementos:

U —

32

Como o numero de elementos do conjunto uni-
verso é 180, temos:

32 + 108 — x + x + 68 — x = 180, ou seja, x = 28
Concluimos que 28 funcionéarios do escritério
falam as duas linguas, inglés e espanhol.

e 127 dos entrevistados ja haviam dirigido motoci-
cletas;

¢ 67 dos entrevistados nao haviam dirigido nenhum
dos dois tipos de veiculo.

Quantos dos jovens entrevistados ja haviam dirigido
os dois tipos de veiculo?

Em uma empresa, 60% dos funcionérios tém mais
de 20 anos de idade e 64% tém menos de 40 anos de
idade. Qual é a porcentagem de funciondarios
dessa empresa com mais de 20 e menos de 40
anos de idade?

Cada um dos 51 professores de uma escola leciona
em, pelo menos, um dos trés prédios, A, B e C, que
a escola possui. A distribui¢do de aulas aos profes-
sores foi feita de modo que, precisamente:
e 32 professores lecionassem no prédio A;

¢ 30 professores lecionassem no prédio B;
e 29 professores lecionassem no prédio C;
e 17 professores lecionassem nos prédios A e B;
¢ 18 professores lecionassem nos prédios A e C;
¢ 13 professores lecionassem nos prédios B e C.
Quantos professores ddo aulas nos trés prédios?
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Classificacao dos numeros

» Objetivos Os primeiros numeros concebidos pela humanidade surgiram da neces-
b ClasSitie A sidade de contar objetos. Porém, outras necessidades, praticas ou tedricas,
provocaram a criagéo de outros tipos de numero. Em Matematica, é usual
classificar os nUmeros em categorias, como veremos a segulir.

nimero como nimero
natural, inteiro, racional,
irracional ou real.

» Relacionar os
conjuntos numéricos
por meio da relagao
de incluséo.

» Representar os
conjuntos numéricos por
meio de diagramas.

» Termos e conceitos

) M Os ossos de Ishango (encontrados em escavagdes arqueologicas

* conjunto dos nas proximidades do lago Eduardo, na Africa central) trazem
numeros naturais evidéncias de que uma civilizacéo que viveu ha cerca de 20 mil anos
ja tinha alguma ideia numérica e um provavel registro de contagens.

* conjunto dos

nuameros inteiros

* conjunto dos @ Conteudo digital Moderna PLUS http://www.modernaplus.com.br W
numeros racionais Texto: A arigem dos numeros.

* conjunto dos

numeros irracionais 1 Conjunto dos niumeros naturais (IN)
* conjunto dos

nimeros reais

Classificamos como naturais os nimeros que representam quantidades
de elementos de conjuntos finitos, inclusive o vazio.

Indicamos por N o conjunto dos nimeros naturais e por IN* o conjunto
dos naturais nao nulos:

N={0,123,4,56,78,910,11,..}
N*=1{1,2,3,4,586,7,8,9,10,11, ..}

Numeros naturais consecutivos, antecessor
e sucessor

Se n € um numero natural, entdo n + 1 & um nimero natural tal que:
- nen + 1sdo chamados nimeros naturais consecutivos.

* n é o antecessor de n + 1.

- n+ 1é o sucessor de n.

Exemplo

Os numeros naturais 3 e 4 sdo consecutivos: 3 € 0 antecessor de 4 e
L4 & o sucessor de 3.

Propriedades dos nimeros naturais

P1. Todo namero natural tem sucessor.
P2. A soma de dois nimeros naturais quaisguer € um nimero natural.

P3. 0 produto de dois nimeros naturais quaisguer € um numero natural.
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1 Conjunto dos numeros inteiros (Z)

0 boleto mensal de pagamento de um condominio residencial registrava os seguintes va-
lores, em real:

inio do Lar "
. Condominio W——

ATENGAO: No momento da
impressdo deste documento
constava em aberto uma
mensalidade com

e
05/03/2010
- RESULTADO
e e
=
: =
: ==
[ R : B g %2.560,00
T = Despesas -33.120,00
— - o] Saido { Recotas - Dispésas ) 7
o . o
‘i
=
i
=8
pe
=
—

» Resumo do balango mensal
do condominio.

Detalhamento da Fatura

e T
05/03/2010
Ao socRTS
05/03/2010
"AUTENTICAGAO MECANICA

TAngela Maria Cavalcante
A Unidade: LOJA 0001

Badito 44-7 41004 00274.201113 11111.160005 1 30710000016532
e 05/03/2010

[robenetn o0 41487651

mﬁ.’QUER BANCO ATE O VENCIMENTO

N 05/03/2010 . 1111000027122
=y e _1_65 u_n
vesconos
ey
Referente 3 Unidade: LOJA 0001 = =
oA

Apés 05/03/2006, multa de 2,00% am (a0 més) - e

I
jt més)

Apés 05/03/2008, juros de 1,00% am (a0 2

NAO RECEBER APOS 30 DIAS DE VENCIDO. " o

Valoy ref. a taxa de condominio do més de margo de 201

Angsta Maria Gavalcante
\ngela Maria
AV. Brasil n° 123 LOJA 0001

10000000 - Salvador / BA mmmmm\llm S TETeAGRS WECANIGA TFIGHA BE CONPENSAGAD

WA

I

Observando que a receita foi menor que a despesa, concluimos que néo existe nimero natural
gue represente o saldo do condominio nesse periodo. Para representar esse saldo, & necessario
outro tipo de nimero, ndo natural: o nimero negativo —560, pois 32.560 — 33.120 = —560.

Assim, dizemos que o condominio arrecadou 560 reais a menos do que gastou. Por isso, o saldo
desse més foi negativo.

Uma parte dos nimeros negativos é formada pelos numeros —1, —2, —3, —4, ..., que séo cha-
mados de nimeros inteiros negativos.

Denominamos conjunto dos nameros inteiros (e indicamos por Z) o conjunto:
Z=A.—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,..}

Apresentamos aqui as notagfes especiais que usaremos para alguns subconjuntos de Z:
7x ={.,—-4,-3,-2,—-1,1,2,3,4,..} & 0 conjunto dos nimeros inteiros nédo nulos.

7., =10,1,2,3,4,..} & o conjunto dos numeros inteiros nao negativos.

7% ={1,2,3,4,..} & o conjunto dos numeros inteiros positivos.

Z_ =A{.,—4,—-3, -2, —1, 0} é o conjunto dos numeros inteiros ndo positivos.

7% =A{.,—U, -3, —2, —1} é 0 conjunto dos nimeros inteiros negativos.

Observe que classificar um niumero como néo negativo significa dizer que esse niumero ou
é nulo ou é positivo.
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Propriedades dos numeros inteiros e algumas demonstracdes

Numeros inteiros consecutivos, antecessor e sucessor

Se n &€ um numero inteiro, entdo n + 1 € um namero inteiro tal que:
‘nen + 1sao chamados nimeros inteiros consecutivos;

*n é o antecessorden + 1;

*n + 1é o sucessor de n.

Exemplos

a) Os numeros 19 e 20 s&o numeros inteiros consecutivos; 19 é o antecessor de 20 e 20 é o
sucessor de 19.

b) Os numeros —11 e —10 s&o numeros inteiros consecutivos; —11 é o antecessor de —10 e —10
€ o sucessor de —11.

Numeros pares e nimeros impares

+Um namero inteiro é par se, e somente se, pode ser representado
na forma 2n, com n € Z.

+ Um namerao inteiro é impar se, e somente se, pode ser representado
na forma2n + 1,comn € Z.

Exemplos

a) 0 numero B é par, pois pode ser representado por2-3e 3 € Z

b) O nimero —8 & par, pois pode ser representado por 2 - (—4), e —4 € Z.

c) O numero 11 & impar, pois pode ser representadopor2-5+1,e5 € Z.

d) O nimero —15 & impar, pois pode ser representado por2 - (—8) + 1,e —8 € Z

Propriedades dos numeros inteiros

P1. Sendo P e I os conjuntos dos numeros inteiros pares e impares, respectivamente, temos
PUI=ZePNI=.

P2. Todo nimero inteiro tem sucessor e antecessaor.
P3. A soma de dois numeros inteiros quaisquer € um numero inteiro.
P4. A diferenca entre dois niumeros inteiros quaisquer € um nimero inteiro.

P5. O produto de dois niumeros inteiros quaisquer & um nimero inteiro.

Todo numero natural & inteiro, isto &, IN C Z. Podemos representar IN e Z por meio do
diagrama:

Secéo 1.4 - Classificagdo dos numeros
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) Demonstracao matematica

0 que é uma demonstracdo matematica”? Como surgiu?
Para que serve?

De modo geral, uma demonstracdo matematica é uma
argumentacgao ldgica da qual se conclui uma propriedade a
partir de outra(s) previamente estabelecidals).

Nao se sabe exatamente quando surgiram as
demonstragoes. Na Antiguidade, os matematicos
egipcios chegaram a trabalhar a ideia de '
demonstracéo sem formalismo, mas foi com /
os gregos daquela época que se intensificou o i
desenvolvimento da argumentacéo légica, dando- /
-se importancia a demonstracéo de propriedades,
0 que contribuiu para o desenvolvimento do método A Atribui-se a Tales de Mileto (600 a.C.)

axiomatico-dedutivo usado em Matematica. a primeira demonstracao na histéria
. o da Matematica. Tales demonstrou que
Com as demonstrag@es podemos verificar se o diametro divide o circulo em duas
uma proposigao é verdadeira ou falsa. partes iguais.
Exemplos

a) Vamos analisar a proposicdo:x° =25 = x =5

Observando que 5° = 25, podemos ser induzidos a concluir que a propo-
sicdo acima é verdadeira, mas ndo podemos esquecer que (—5)° = 25,
ou seja, x pode ser iguala 5 oua —5.

Portanto, a proposigéao x2 =25 = x =5¢falsa, ou seja, x% = 25 néo
implica x = 5.

b) Admitindo como verdadeira a sentenga “k € um ndmero inteiro par”, pode-
-se concluir que “k + 1 & um numero inteiro impar”.

Essa afirmacéo, embora parega 6bvia, necessita de uma argumentacéo
matematica para ser justificada. Para isso, aplicaremos as definicdes
de numero par e de nimero impar. Observe:

Admitindo que k € um namerao inteiro par, temos, por definigdo de nimero
par, que k pode ser representado por 2n,comn € Z, isto é, k = 2n.

Adicionando 1 a ambos os membros da igualdade k = 2n, obtemos:
k+l=2n+1

Como 2n + 1, com n € Z, é, por definicdo, um nimero impar, concluimos
gue k + 1 & um numero inteiro impar.

Essa argumentacgao constitui a demonstragdo matematica da pro-

priedade “Se k € um nimero inteiro par,entdo k + 1 € um ndmero inteiro

impar”.

A argumentacéo e o pensamento l6gicos usados nas demonstragdes
foram e s&o fundamentais para o desenvolvimento e a construgéo da
Matematica.

Capitulo 1 - Conjuntos

»
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Texto: Tearemas sobre numeras inteiros.
Texto: Demonstragées adotando simbolos matemdticos.
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Conjunto dos numeros racionais (Q)

0 namero fracionario se originou da diviséo ndo exata em Z, por exemplo, 1: 4. Ndo ha nenhum
numero inteiro que represente o resultado dessa divisdo, o que motivou a criagdo de novos nu-
meros: 0s humeros racionais. No conjunto desses novos nimeraos, o resultado da divisdo 1: 4

é representado por %

Numero racional é todo aguele que pode ser representado por uma razéo entre dois nime-
ros inteiros, sendo o segundo ndo nulo. Indicando o conjunto de todos os nimeraos racionais
pela letra Q, temos:

Q={%‘a€lebez*

Exemplos

. 3 4 . N . . .
a) Os numeros g g Sao racionais, pois cada um esta representado por uma raz&o entre

numeros inteiros.

b) 0 namero 0,5 & um numero racional, pois pode ser representado por uma razéo entre dois

numeros inteiros:

_5_1_&_3_
05=15=5-"5"§

c) Os numeros 3, —5 e O (zero) sao racionais, pois cada um pode ser representado por uma razao
entre dois numeros inteiros:

_3_6_8_ g_-5_-10_~-15_ _0_0_0_
31 273~ ~ °5=7 7% T~ 3 ~~ 0=1=%2"3~

Assim como fizemaos para o conjunto dos nimeraos inteiros, destacamos notacgdes especiais
para alguns subconjuntos de Q:

Q* é o conjunto dos numeros racionais ndo nulos.
Q. é o conjunto dos numeros racionais nao negativos.
Q* é o conjunto dos numeros racionais positivos.
Q_ é o conjunto dos numeros racionais ndo positivos.
Q* é o conjunto dos numeros racionais negativos.

Propriedades dos numeros racionais

P1. A soma de dois niumeros racionais quaisqguer & um nimero racional.
P2. A diferenca de dois nimeros racionais quaisquer € um numero racional.
P3. 0 produto de dois nimeros racionais quaisguer &€ um ndmero racional.

P4. O quociente de dois nUmeros racionais quaisquer, sendo o divisor diferente de zero, é
um nuimero racional.

Todo numero inteiro x é racional, pois pode
ser representado na forma de raz&do entre dois
inteiros.

Como todo numero natural é inteiro e todo N 7 0
numero inteiro é racional, podemaos representar
os conjuntos IN, Z e Q por meio do diagrama
ao lado.

NCZcCQ
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Representacao decimal finita e representacao decimal infinita
Ao dividir o numerador pelo denominador da fragao % obtemos 3,5, que é a representacéao
decimal da fragao, isto é,% = 3,5. Observe gue, acrescentando zeros a direita da casa decimal

de 3,5, 0 numero néo se altera, isto é: 3,5 = 3,560 = 3,500 = 3,5000 = ...
Podemos até acrescentar infinitos zeros que o nimero néo se altera:
3,5 = 3,500000000000000000000...
Desse ponto de vista, todo niumero decimal pode ser representado com infinitas casas deci-
mais. Porém, precisamaos diferenciar dois tipos distintos de numero decimal: aqueles que podem
ser representados com um numero finito de casas decimais (representac&o decimal finita) e

agueles gue s6 podem ser representados com infinitas casas decimais (representagdo decimal
infinita). Por exemplo:

7 . . . . T
- 0 numero - admite representagao decimal finita, pois - = 3,5.

2 2
+ 0 nimero 59—8 nao admite representacéo decimal finita, pois, dividindo o numerador pelo deno-
minador, cbtemos 52 = 5,777777777... (0 algarismo 7 se repete indefinidamente).

8

Representacao decimal finita

Se, em sua forma decimal, um numero x pode ser representado por um numero finito de
casas decimais, dizemos gue x € um numero com representacéo decimal finita.

A raz&o entre dois nimeraos inteiros, sendo o segundo n&o nulo, é igual a um numero decimal
com representacéo finita ou é igual a uma dizima periadica.

Exemplos
a) 3 é um numero com representacgéo decimal finita, pois pode ser representado por um ndmero
finito de casas decimais: 3 = 3,0

b) 3,4502 é um nimero com representagao decimal finita, pois estéa representado por um numero
finito de casas decimais.

c) €& um numero com representagéo decimal finita, pois pode ser representado por um

7
1.000
numero finito de casas decimais:

;
1.000 0.007

Representacao decimal infinita

Se, em sua forma decimal, um nimero y sé pode ser representado por um numero infinito
de casas decimais, dizemos gue y € um nimero com representacao decimal infinita. Nesse
caso, afirmamos que o numero y € uma dizima, assim:

- Se, a partir de determinada casa decimal para a direita, houver apenas a repetigdo de uma
mesma sequéncia finita de algarismos, y € chamado de dizima periadica.

+ Se, de gualquer casa decimal para a direita, ndo houver apenas a repeticdo de uma mesma
sequéncia finita de algarismos, y € chamado de dizima néo periadica.

Exemplos

a) Os numeros com representagao decimal infinita periddica 5,666686..,; 3,42222..; 3,2424242424. ..
s8o dizimas peritddicas.

b) O numero com representacdo decimal infinita ndo periodica 4,012345678310111213... € uma
dizima néo periddica.
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Conhecendo essas representagées, podemaos afirmar que:

Os nimeros racionais s&o todos os numeros com representagao decimal finita
(podendo ser inteiros) e todas as dizimas perigdicas.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

n Em certo periodo, o fluxo de pessoas em um aero-
porto variou de 1.600 a 3.120 pessoas por hora.

Indicando por x o nimero de pessoas em uma hora
qualquer desse periodo, classificar como verdadeira
(V) ou falsa (F) cada afirmacao a seguir:
a) x é um numero racional.
b) x pode ser qualquer nimero racional, com
1.600 = x =< 3.120.

18.183

11

d) x pode assumir o valor 4'8205.

c) x pode assumir o valor

Resolucao

Um numero qualquer de pessoas sé pode ser repre-
sentado por um numero natural, o que nos leva a
concluir que x é um nimero natural, com

1.600 < x < 3.120. Assim, temos:

EXERCICIOS PROPOSTOS

m Classifique cada uma das afirmacdes como verdadeira (V) ou falsa (F).

a) -5€IN c) -3e€Z e) 0eQ

b) SEN d3ez f)%E\N

a) 4,22222...

a) A={xEN]|x>3} b) B={x € Z|x > 3}

Resolva os exercicios complementares 14 a 17, 38 e 39.

g) 65€Q
h)3€Q

a) V, pois, como x € IN, e N C Q, concluimos que
x € Q.

b) F, pois existem nimeros racionais ndo naturais
que satisfazem a condigdo 1.600 < x =< 3.120.

c) V,pois 18i183 = 1.653, que é um numero natural
sob a condicdo 1.600 < x < 3.120.

d) F, pois 4205 = 2.402,5, que ndo é um numero
natural.

Se o quociente de um numero inteiro p por um
numero inteiro ndo nulo q é igual a uma dizima

periddica, dizemos que % ¢ a fragdo geratriz dessa

dizima periédica. De acordo com essa definicéo,
determinar a fracdo geratriz da dizima periédica
2,555....

Resolugao
Para encontrar a fracdo geratriz dessa dizima pe-
riédica, podemos aplicar o procedimento a seguir.
e Indicamos por g a dizima periédica, obtendo a
igualdade: g = 2,5555...
e Multiplicamos por 10 ambos os membros dessa
igualdade: 10g = 25,5555...
¢ Subtraimos, membro a membro, as duas igualda-
des anteriores:
10g — g = 25,5555... — 2,5555... = 9g = 23
23

9=

Assim, % é a fracdo geratriz da dizima periédica

2,5555... .

i) -3€Q

j) 5,666... € Q

m Obtenha a fragdo geratriz de cada uma das dizimas periddicas:
b) 5,6464646464...

m Determine o menor niimero que pertence a cada um dos conjuntos.

) C={xeQ|x>3}

Secéo 1.4 - Classificagdo dos numeros
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J» Conjunto dos numeros irracionais (Q’)

Durante muitos séculos, acreditou-se que os nimeros
conhecidos até entéo, hoje chamados de racionais, fossem
suficientes para resolver qualquer problema que envolves-
se medigfes, tanto na vida pratica quanto na Geometria.

No entanto, alguns problemas, provavelmente pro-
postos pelos pitagéricos, guestionaram essa ideia, fa-
zendo que fosse abandonada. Um desses problemas é o
seguinte:

“Qual é a medida d da diagonal de um quadrado de lado
unitario?”

M Pitagoras de Samos.

1

Pelo teorema de Pitagoras, temaos:
de=1"+1" = d°=2

Esse problema, que certamente provocou um amplo debate de ideias, alterou modelos consi-
derados intocaveis, pois, até entéo, conheciam-se apenas os nimeros hoje chamados de inteiros
e suas razoes.

Voltando ao problema: sabemos gue néo existe um namero inteiro que, elevado ao quadrado,
resulte em 2. Para encontrar um numero que satisfaga essa condicéo, provavelmente muitos
matematicos fizeram os céalculos a seguir em busca do nimero d.

Queremos um numero d tal que d° = 2. Observe que 1,4 < d < 1,5, pois (1,4)° = 1,96 e
(15)° = 2,25.

Tomando um numero qualquer entre 1,4 e 1,5, por exemplo, a média aritmética entre 1,4 e 1,5,
gue é 1,45, podemaos estreitar o intervalo ao qual pertence o nimero d, observando gue:

145)° = 21025
{[ : 025 1u<d<14s

l4<d<15b

A seguir, tentamos melhorar essa aproximacéo, restringindo ainda mais o intervalo ao qual
pertence o numero d:

2 _
{[1,425] 2030625 _ |, _ ;1405

l4<d<145

= 14125 <d <1425

(1,4125)° = 1,99515625
14 <d < 1,425

Podemos continuar esse processo infinitamente e nunca chegaremos a um numero com
representacdo decimal finita ou infinita periddica como valor de d, isto &, d ndo € um numero
racional.

@ Conteudo digital Moderna PLUS http://www.modernaplus.com.br W

Texto: Demonstragéo de que N2 ndo é um namero racional.

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Reprodugao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

Assim surgiu a necessidade de considerar a existéncia de nimeros que ndo s&o racionais,
ou seja, numeros que néo podem ser representados como a raz&o entre dois numeraos inteiros.
Para nomear esses novos numeros, em contraposicdo ao nome “racionais”, escolheu-se o nome
de irracionais.

Ndmero irracional é todo niumero que, em sua forma decimal, € uma dizima
nao periodica. Indicamos o conjunto dos numeros irracionais por Q':

Q' = {x|x & dizima nao periddica}

Exemplos

a) Um dos numeros irracionais mais conhecidos & a raz&o do perimetro de uma circunferéncia pela
medida do seu didmetro. Esse numero é representado pela letra grega ©. Como curiosidade,
reproduzimos o m com 70 casas decimais:

7 = 3,1415926535897932384626433832795028841971693933751058209749445923078164...

b) Outro ndmero irracional, como ja vimos, & a medida da diagonal de um quadrado de lado 1,
indicada por:

J2 = 1,414213562...

Também podemos afirmar que:

Um numero irracional ndo pode ser representado como uma razéo entre dois
numeros inteiros.

Texto: Justificativa de que um numera irracional ndo pode ser representado

»e Conteudo digital Moderna PLUS http://www.modernaplus.com.br W
como uma razdo entre dois nimeraos inteiros.

Propriedades dos numeros irracionais

P1. Sejam n € N* e a € IN. Se Ya nao ¢ inteiro, entdo Ya é irracional.

Exemplos
alJ2 eQ’ d) {1 &€ Q', pois Y1 =1e1é inteiro
b)5 € Q' e) Y8 & Q’, pois Y8 = 2 e 2 ¢ inteiro
c)¥B eQ

P2. A soma de um nimero racional com um numero irracional € um numero irracional.

Exemplo

1+4J2 =1+ 1,414213562.. = 2,414213562...

P3. A diferenga entre um numero racional e um nimera irracional, em qualquer ordem,
€ um numero irracional.

Exemplo

2 —n=2— 314158265.. = —1,14159265...

Secéo 1.4 - Classificagdo dos numeros



P4. O produto de um nimero racional ndo nulo por um ndmerao irracional € um ndmerao irracional.

Exemplo

2-J3=2J3 =412
P5. 0 quociente de um nimero racional ndo nulo porum nimeroirracional € um nimera irracional.

Exemplo
12 12J6

1e:f:E — -—evB=Ja

EXERCICIO RESOLVIDO

n Considerar o segmento AB de comprimento 1 em Com a ponta-seca do compasso em A e abertura AC,
uma unidade u. Descrever um processo para obter desenha-se o arco que intercepta a semirreta AB no
o ponto E da semirreta AB tal que o comprimento ponto E, conforme a figura abaixo. L
do segmento AE seja 2 na unidade u. Assim, concluimos que o comprimento de AE é {2

na unidade u.
A B
— D C D C
1
Resolucao
) - ad = g \
Considerar o segmento AB como o lado de um quadra- \
do. A medida d da diagonal do quadrado é dada por: \\
I=1"+1"=d=42 A 1 B A B E

1 Conjunto dos niumeros reais (R)

Qualguer namero racional ou irracional € chamado namero real. Indicamos por IR o
conjunto dos numeras reais:

R = {x | x & numero racional ou irracional}
ou

R=QUQ’

Podemos dizer, portanto, gue nimero real & todo nimero que pode ser representado na forma
decimal, tendo finitas ou infinitas casas decimais.

As relagdes entre os conjuntos numéricos apresentadas até aqui podem ser resumidas no
diagrama abaixo, que apresenta, como exemplos, alguns elementos de cada conjunto.

R

A

* 0,333 ...

1
2
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A seguir, destacamos alguns subconjuntos de IR, para os quais adotamaos notagdes especiais:
R* & o conjunto dos nimeros reais ndo nulos.
R, & o conjunto dos nimeros reais ndo negativas.
[R* & o conjunto dos nimeros reais positivos.
[R_ & o conjunto dos nimeros reais n&o positivos.

[R* & o conjunto dos nimeros reais negativos.
Propriedades dos niumeros reais

P1. A soma de dois nUmeraos reais quaisguer &€ um ndmero real.
P2. A diferenca entre dois nimeros reais quaisquer € um numero real.
P3. 0 produto de dois nUmeros reais quaisquer &€ um namero real.

P4. O quociente de dois numeraos reais quaisquer, sendo o divisor ndo nulo, & um
numero real.

P5. Se n € um numero natural impar e a € IR, temaos:
Ya € R
PB. Sendo n um numero natural par ndo nulo e @ um numero real, temos:
wWER & a=0

Exemplos

Pela propriedade P5, temos:

- Y0 eR

- J¥-8€R

- YneR

Pela propriedade PB, temos:
- BeR

- Y0 eR

- Y-1¢R

n A velocidade de um automével variou de 0 a 80 km/h em determinado trecho de um percurso.
Indicando por x uma velocidade qualquer do
automoével, em quildmetro por hora, nesse
trecho, classificar como verdadeira (V) ou falsa
(F) cada uma das afirmacgoes:

a) x pode assumir qualquer valor real, com
0=x=80.

b) x pode assumir o valor 7042.

c) x pode assumir qualquer valor irracional,
com 0 < x < 80.

d) Se o automoével atingiu velocidade
y¥2 km/h nesse trecho, entdo podemos
afirmar que 0 < y < 40%2.

Resolucdo

a) V, pois a velocidade tem variagdo “continua”, isto é, para passar de uma velocidade menor que
determinado valor v para uma velocidade maior que v, o automével tem de passar, obrigatoria-
mente, pela velocidade v.

Assim, para variar de 0 a 80 km/h, a velocidade deve assumir todos os valores reais x, com
0=<x=80.
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b) F, pois 7042 ~ 99, e os valores de x devem obedecer & condicdo 0 < x < 80. (~ significa “aproxi-
madamente”.)

c) V, pois todo ntimero irracional é real, e no item (a) concluimos que x assume qualquer valor real
sob a condigdo 0 < x < 80.

d) F,pois: 0 <y32 <80

Dividindo os membros dessa desigualdade por 32, obtemos: 0 <y < 80

12

. . . 80 - .
Para racionalizar o denominador de _——, multiplicamos o numerador e o denominador por
32

3«/?, obtendo:
. 3[n2
0=ylz <82

,ouseja,0<y=40¥4
2 - 22

m Classifique como racional ou irracional o niimero representado em cada um dos itens abaixo:

a) I3 o) 18 e) 5+ 3 g) 538 i)%—ﬂ@
3 3 2 : 1
b) J9 d) 5 f) 235 h)ﬁ _])15-0—E

Cada uma das letras a, b, c e d, no diagrama ao lado, repre-
senta um uUnico nimero do conjunto {ﬁ, -9,0, g] Deter-

mine o valor que cada uma dessas letras representa.

Obtenha dois nimeros irracionais na forma Ya, com n € IN* e a € IN, que estejam compreendidos
entre 5 e 6.

Escreva dois nimeros irracionais compreendidos entre J2 e 3.

Escreva dois nimeros racionais compreendidos entre V2 e 3.

<y8 Classifique como verdadeira (V) ou falsa (F) cada uma das afirmacoes.
a) Todo niimero inteiro é natural.

b) Toda dizima nao periédica é um ntmero irracional.

c) Toda dizima é um ntmero irracional.

d) Toda dizima periédica é um ntmero racional.

e) Todo numero que pode ser representado na forma decimal é real.

f) Numeros reais sdo somente aqueles que podem ser representados pela razdo entre dois nimeros
inteiros.

g) O produto de um numero racional qualquer por um numero irracional é racional.
h) O produto de um numero racional qualquer por um nimero irracional é irracional.
i) O oposto de um numero irracional é irracional.

j) Oinverso de um numero irracional é um nimero irracional.

[0}
o
2 —
5 m Considere o segmento AB de comprimento 1 em unidade u. Descreva um processo para obter o
g ponto C da semirreta AB, tal que o comprimento do segmento AC seja J5 na unidade u.
&)
. A B
—
o -
2 1
Q
S (Sugestdo: Construa um retangulo cuja medida da base seja 1 unidade u, e da altura, 2 unidades u.
Calcule agora a medida da diagonal desse retangulo.)
AN
’ Resolva os exercicios complementares 18 a 24 e 40 a 43.

ue
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» Objetivos

» Representar no eixo
real todos os tipos
de intervalos.

» Operar com intervalos.

| W —

0 eixo real

A cada ponto de uma reta r podemos associar um Unico namero real,
e a cada numero real podemos associar um Unico ponto dessa reta. Para
isso, adotamos os seguintes procedimentos:

1°) Associamos o numero O (zero) a um ponto O qualquer de r.

2% A cada ponto A de uma das semirretas determinadas por 0 em r, com
0 ponto A nao coincidente a 0, associamos um numero positivo x, que
indica a distdncia de A até 0, em uma certa unidade u.

3% AcadapontoA’,simétrico de Aemrelacdo a 0, associamos o oposto de x.

A’ o A

—X 0 X r

Dessa maneira, cada ponto da reta esté associado a um Gnico nimero
real e cada nimero real esté associado a um Unico ponto da reta. Portanto,
estabelecemaos uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos nime-
ros reais e o conjunto dos pontos da reta. 0 sistema assim construido é o
eixo real, cuja origem é o ponto 0, e cujo sentido € 0 mesmo da semirreta
gue representa o conjunto IR,.

-4 -3 -2

|

0

1 2 3 4
o /‘ / ‘ \ R
2 |8

15

-1
—\2
5

T4 ,r
-2,7 -1, 2,7

1 Intervalos reais

Considerando a e b nimeros reais quaisquer,com a < b, 0s subconjuntos
de R apresentados na tabela abaixo s&o chamados de intervalos reais.

Representacéo algébrica | Representacéo no eixo real Descricao
{x €R|a < x < b} oula, bl — A Intervalo fechado
) aTrmene a b de extremos a e b.
{x € Rla < x < b} ou la, bl — O AAAAAALAD—> Intervalo aberto
) o o a b de extremos a e b.

Intervalo fechado a
esguerda e aberto a

< o O—>
{x € Rla <x <b}oula, bl a b direita de extremos
aeb.
Intervalo aberto a
esquerda e fechado a
<x< —R >
{x € Rla <x<b}oula,bl a b direita de extremos
aeb.
x € R|x = a} ou [a, +ool PN Intervalo ilimitado
& X2yl o Sres a fechado a esquerda.
Intervalo ilimitado
—
> oo
xE€RIx>aloula, +l a aberto a esquerda.

Intervalo ilimitado

xER|x=a}oul-eal a fechado a direita.
N Intervalo ilimitado
— 00,
e ‘R|X <a}oul wal a aberto a direita.

Intervalo ilimitado

R ou ]—oo, +oo[

de —eo g +oo,

,) Secédo 1.5 - O eixo real
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Notas:

1. 0 simbaolo < significa “infinito”.

2. Abolinha cheia (@) em um extremo do intervalo indica que o numero associado a esse extremo
pertence ao intervalo.

3. Abolinha vazia (0] em um extremo do intervalo indica que o nimero associado a esse extremo
nao pertence ao intervalo.

4, 0 intervalo sempre serd aberto nos extremos +o g —co,

5. Os quatro primeiros tipos de intervalos da tabela sdo chamados de intervalos limitados.

Exemplo

25

a) O conjunto{x € R |% <X < 5; =3 é o intervalo aberto a esquerda e fechado a direita de

2 . ~ . .
extremos 3°® 5, cuja representag&o no eixo real é:

w|n

b) 0 conjunto{x € R |x = J2} = [J2, +eo & 0 intervalo ilimitado fechado a esquerda em V2, cuja
representacdo no eixo real é:

\2 X

)) EXERCICIO RESOLVIDO

Capitulo 1 - Conjuntos

»
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m Dados os intervalos: A = ]5,9],B = [7,11],C = ]-2, +[ e D = |—, 8], determinar:

a) AUB b) ANB ¢C-D
Resolucdo
a)
5 9
A c\ £
} X
5 ! 7 1
! rox Logo: A U B = |5, 11]
A U B —— O AAAAAAAAAAAAAAL >
5 1 x
b)
5 9
A—o ; A
| | X
5 LSS
! ! X Logo: ANB =17,9]
ANB lacacacasal!
7 9 X
9)
-2
C —oA -
} X
D 48
! pe Logo: C — D = ]8, +eo|
C_D évvvvvvvvvv
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IEEB 0 numero associado a cada ponto do eixo real é

chamado de abscissa do ponto. Assim, os pontos A
e Brepresentados no eixo real abaixo tém abscissas
3 e 5, respectivamente.
A B
5

A distancia d entre A e B, também chamada de

comprimento do segmento AB, é a diferenca entre

as abscissas de A e B, a maior menos a menor, isto

é:d=5-3=2

Generalizando essa ideia para qualquer segmento

de reta contido no eixo real:

a) Calcule a disténcia entre os pontos C e D de
abscissas 5 e 15, respectivamente.

b) Calcule a distancia entre os pontos E e F de abs-
cissas —4 e 4, respectivamente.

c) Calcule a disténcia entre os pontos G e H de

abscissas % e 27?, respectivamente.

d) Determine a abscissa do ponto médio do segmen-
toI],em quele] tém abscissas 5 e 9, respectiva-
mente.

e) Determine a abscissa do ponto médio do seg-
mento KL, em que K e L tém abscissas —% e 8,

respectivamente.

f) Determine a abscissa do ponto médio do seg-
mento MN, em que M e N tém abscissas m e n,
respectivamente, com m < n.

Dados os intervalos: A = [4,12],B =19, 19[,C =]0, 8]
e D = |-, 14], determine:

a) ANB e) Cc

b) AUB fy AUBUC

c¢) B—-D g ANBNC
dD-B h) (ANB)U(ANC)

Sejam A = ]3, 9] e B = |5, +eo[. Sabendo que um
numero x pertence a A N B, podemos concluir que
x ndo pertence ao intervalo:

a) [9, +oo d) J—e, 9[
b) 18, +oof e) [10, 15]
c) [7,9]

Resolva os exercicios complementares 25 a 29.

))) EXERCICIOS COMPLEMENTARES

N Exercicios técnicos a seguir e que o ponto C ndo pertence a o, classifique

como verdadeira (V) ou falsa (F) cada afirmacédo a

Represente os conjuntos A = {1, 2, 3, 8, 9}, seguir. _
B=1{1358eC=1{01,3,7 9 em um diagrama area e) ‘ECO‘
como este: b)rca f) ABE

A ¢ DEa g) sCa
B d) DCa

Cc

n Podemos considerar a superficie da lousa de sua
sala de aula como uma superficie plana. Por isso,
dizemos que ela estd contida em um plano. Esse
plano é infinito em todas as suas dire¢des, isto é, ele
continua infinitamente além das margens da lousa.
Um plano é constituido por infinitos pontos; e toda
reta que passa por dois de seus pontos (distintos)
estd contida nesse plano (a reta € infinita em seus
dois sentidos). Podemos representar um plano por
um paralelogramo e nomed-lo por uma letra grega
mintscula: « (alfa), B (beta), vy (gama) etc. Sabendo
que os pontos A e B pertencem ao plano « da figura

B Para este exercicio, vamos recordar algumas defi-
ni¢oes da Geometria plana.
e Um quadrildtero é um poligono de quatro lados.

5 ,) Secéo 1.5 - O eixo real
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e Um losango é um poligono de quatro lados com
todos os lados de mesma medida.

e Um retangulo é um poligono de quatro lados com
todos os angulos internos retos.

ll Bl

ol o

¢ Um quadrado é um poligono de quatro lados
com todos os lados de mesma medida e todos os
angulos internos retos.

[T []

o o

Indicando por Q, L, R e D os conjuntos dos quadrila-
teros, losangos, retdngulos e quadrados, respectiva-
mente, construa um diagrama representando esses
conjuntos. Depois, classifique como verdadeira (V)
ou falsa (F) cada uma das afirmagdes.

a) LcQ d) QDR
b) DCR e) XER = XxEQ
¢ D¢L f)y xel = x€D

Quantos subconjuntos possui um conjunto com
8 elementos?

Um conjunto F possui exatamente 128 subconjun-
tos. Qual é o nimero de elementos de F?

Sendo A = {1, 2}, temos P(A) = {J, {1}, {2}, {1, 2}}.
Classifique como verdadeira (V) ou falsa (F) cada
afirmacdo a seguir.

a) {1} € 2(A) h) {1,2}CcA
b)l1eA i) Ae?(A)
c) 1€ PA) j) ACP(A)
d) {1} c 2(A) k) @€ P(A)
e) {{1}} c 2(A) 1) gJcA

f) {1,2}eA m) J C P(A)
g) {1,2} € ?(A) n) JeA

(PUC-RJ) Se A, B e Csdao conjuntos em que n(A) = 25,
n(B) = 18, n(C) = 27, n(A N B) = 9, n(B N C) = 10,
n(ANC)=6en(ANBNC)=4(sendon(X) onimero
de elementos do conjunto X), determine o valor de
n((A U B) N Q).

(Funrei-MG) Considerando os conjuntos A, B e C de
tal formaque AUB={1,2leAUC=1{1,2,3,4},0
conjunto A U (B N C) sera igual a:
a) A c) {3,4}
b) AuC d) AUB

e) I

Sendo A, B e C conjuntos tais que x € [A N (B U C)],
é correto afirmar que:

a) XEB d) xe(ANnCQ)
b) x€ (ANB) e) XxE(ANB)jouxe (ANC)
c) xe(BNC)

m (Cefet-PR) Dados os conjuntos A = {1, 2, 3, 4, 5};

B=1{4,56,7;,C-A={7,89;C—-B=({323809e
A N BN C = {4}, o nimero de elementos do con-
junto C é:
a) 6 b) 7

c 5 d) 4

Represente os conjuntos M = {a, b, c, d, g},
N ={b, c, d, f, h} e P = {g, d, h, e, i} no diagrama
abaixo.

M

(Cefet-PR) Considere os conjuntos: A = {a, b, c, d};
B={a,b,d,e}eC ={b,d,f, g}. O conjunto Y, tal que
YCAeA-Y=BNCé

a) {b, ¢} c) {b,d}
b) {a, d} d) {c, d}

e) {a,c}

(UFPR) O numero de elementos de um conjunto
finito X é indicado por n(X). Qual das afirmacodes a
seguir é verdadeira para quaisquer conjuntos finitos
AeB?

a) n(A UB) >n(A N B)

b) n(A U B) > n(A) e n(A U B) > n(B)
c) n(A UB) =n(A) + n(B)

d) n(A UB) = n(A) + n(B) — n(A N B)
e) n(ANB)>0

Cada um dos numeros naturais x e y é formado
por trés algarismos diferentes entre si, sendo que
x contém apenas algarismos impares e y, apenas
algarismos pares. Sabendo que x >y, calcule o maior
valor possivel da diferenca x — y.

(Fuvest-SP) Se x e y sdo dois niimeros inteiros, estri-
tamente positivos e consecutivos, qual dos nimeros
abaixo é necessariamente um inteiro impar?

a) 2x + 3y d) 2xy + 2
b) 3x + 2y e x+y+1
c) xy+1

Obtenha a fracdo geratriz de cada dizima periédica
a seguir.

a) 3,2555555.... b) 2,12333333...

No diagrama abaixo, quais sd@o os numeros que
compdem o conjunto representado pela regido
vermelha?

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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m Quantos nimeros inteiros existem entre 5 e 5J3?

m (UEL-PR) Assinale a alternativa que apresenta um
nuamero irracional.

a) 0,13131... (dizima periédica) d) V3
T 2 N2
o e) [(42)7]
c) J64

m Um numero real x sé pode ser representado na for-
ma decimal com infinitas casas decimais. Assinale
a afirmacao correta.
a) x é irracional.
b) x é racional.
c) x éirracional se for uma dizima periddica.
d) x é racional se for uma dizima néo periédica.
e) x éirracional se for uma dizima néo periddica.

E Considerando que todas as medidas mencionadas

a seguir estdo na mesma unidade, assinale a afir-

macao correta.

a) Se o perimetro de um quadrado é representado
por um numero racional, entdo a medida da
diagonal desse quadrado é representada por um
numero racional.

b) Se o perimetro de um quadrado é representado
por um numero irracional, entdo a medida da
diagonal desse quadrado é representada por um
nuamero racional.

c) Se o perimetro de um quadrado é representado
por um numero irracional, entdo a medida da
diagonal desse quadrado é representada por um
numero irracional.

d) E possivel existir um quadrado que tenha o pe-
rimetro e a medida da diagonal representados
por nimeros racionais.

e) Se o perimetro de um quadrado é representado
por um numero racional, entdo a medida da
diagonal desse quadrado é representada por um
nuamero irracional.

Bl (Covest-PE) Se « denota um niimero irracional e r

um numero racional ndo nulo, classifique como
verdadeira (V) ou falsa (F) cada uma das afirmacoes
a seguir, para quaisquer a e r nas condi¢oes enun-
ciadas.

a) ra é um numero irracional.

b) ’ & um nimero racional.

é um numero irracional.

|2 Q|

<)
d) « + r é um numero racional.
€) a — r é um numero irracional.

E (UFPB) Das afirmagoes abaixo, destaque a(s)

verdadeira(s).
I. Se x e y sdo nimeros naturais quaisquer, entdo
x — y é um nimero natural.

II. Se x € um numero racional qualquer e y é um
nuamero irracional qualquer, entdo x + y é um
namero irracional.

III. Se x e y sdo numeros reais tais que x - y = 1,
entdox =1louy = 1.

IV. Se x ey sdo nimeros irracionais quaisquer, entao
o produto x - y é um numero irracional.

E (sdo) verdadeira(s) apenas:
a) II c) Melll
b) I dlelv

e) LllelV

(Fuvest-SP) Sabendo que x, y e z sdo nimeros reais e
(2x+y-z’+(x—y)’+(z—3=0,entdox+y +z

é igual a:
a) 3 c) 5 e 7
b) 4 d) 6

Sendo A, B e C intervalos reais tais que
AUB=1]-5,8eAUC = [-3,11], determine
AU BNCQ).

(PUC-MG) Se A =]-2;3] e B = [0; 5], entdo os nimeros
inteiros que estdo em B — A sdo:

a) —1e0 d) 3,4e5
b) 1e0 e) 0,1,2e3
c) 4e5

(UFF-RJ) O nimero © — 2 pertence ao intervalo:

a) { ,ﬂ d) -1, 1]
b)}%,l} e)[f%,o{
) E,z}

(Fuvest-SP) O nuimero x ndo pertence ao intervalo
aberto de extremos —1 e 2. Sabe-se que x < 0 ou
x > 3. Pode-se, entdo, concluir que:

a) x<s-loux>3

b) x=20ux<0

c) x=2ouxs -1

d) x>3

e) nenhuma das anteriores.

Considerando como unidade de comprimento o
segmento abaixo, construa um segmento de reta
de medidai2 na unidade u.

u

% Exercicios contextualizados

(Uepa) A Camara dos Deputados reuniu-se extraordi-
nariamente para decidir sobre a instalacdao de duas
Comissoes Parlamentares de Inquéritos (CPIs): a do
futebol e a do caixa 2. Dos 320 deputados presentes,
190 votaram a favor da instala¢do da CPI do futebol,;
200 pela instalagdo da CPI do caixa 2; 90 votaram a
favor da instalagdo das duas comissdes; e x deputa-
dos foram contrarios a instalagao das CPIs. O nimero
x de deputados que votaram contra a instalacdo das
CPIs é:
a) 160
b) 90

c) 70
d) 50

e) 20

(UFPB) A Secretaria de Satude do Estado da Paraiba,
em estudos recentes, observou que o numero de
pessoas acometidas de doengas como gripe e den-
gue tem assustado bastante a populagao paraibana.
Em pesquisas realizadas com um universo de 700
pessoas, constatou-se que 10% tiveram gripe e
dengue, 30% tiveram apenas gripe, e 50% tiveram
gripe ou dengue. O nimero de pessoas que tiveram
apenas dengue é:
a) 350

b) 280

¢) 210
d) 140

e) 70 a

ol
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m (PUC-RS) Em uma escola, numa turma de 20 estu-

dantes, 16 jogam futebol, 12 jogam voleibol, e 2 ndo
praticam esporte algum. O nimero de alunos dessa
turma que joga somente futebol é:

a) 4 b) 6 c) 10 d) 12

(UFRN) Em um concurso publico aplicado a 3.000
candidatos, 2.300 obtiveram notas superiores ou
iguais a 4,0, e 2.700 obtiveram notas inferiores
ou iguais a 6,0. Calcule o nimero de candidatos
cujas notas foram:

a) maiores ou iguais a 4,0 e menores ou iguais a 6,0;
b) menores que 4,0.

(PUC-RJ) Numa pesquisa de mercado, verificou-se
que 15 pessoas utilizam pelo menos um dos pro-
dutos A ou B. Sabendo que 10 dessas pessoas nao
usam o produto B e que 2 dessas pessoas ndo usam o
produto A, qual é o nimero de pessoas que utilizam
os produtos A e B?

No inicio do ano letivo, o professor de Literatura
sugeriu aos 1.210 alunos do ensino médio a leitura
de trés obras de Machado de Assis: Helena, Dom
Casmurro e Quincas Borba. No final do ano, o profes-
sor realizou uma sondagem, com os mesmos 1.210
alunos, em que cada aluno respondeu “sim” ou “nao”
a cada uma das seguintes perguntas:
I. Vocé leu o romance Helena, de Machado de
Assis?
II. Vocé leu o romance Dom Casmurro, de Machado
de Assis?
I1I. Vocé leu o romance Quincas Borba, de Machado
de Assis?

O professor tabulou os resultados da seguinte
maneira:

Resposta “sim” Numero de alunos

a pergunta I 487
a pergunta I 449
a pergunta III 465
afe. perguntas I e IT 535
simultaneamente

afs. perguntas I e III 000
simultaneamente

ag perguntas II e III 16
simultaneamente

as perguntas I, IT e ITI 150

simultaneamente

De acordo com esses dados:

a) quantos alunos leram apenas o romance Dom
Casmurro?

b) quantos alunos responderam “ndo” as trés per-
guntas?

(UFMG) Uma pesquisa foi feita com um grupo de

pessoas que frequentam, pelo menos, uma das

trés livrarias, A, B e C. Foram obtidos os seguintes

dados:

e das 90 pessoas que frequentam a livraria A, 28
nao frequentam as demais;

e das 84 pessoas que frequentam a livraria B, 26
nao frequentam as demais;

¢ das 86 pessoas que frequentam a livraria C, 24
nao frequentam as demais;

e 8 pessoas frequentam as trés livrarias.

a) Determine o nimero de pessoas que frequentam
apenas uma das livrarias.

b) Determine o nimero de pessoas que frequentam,
pelo menos, duas livrarias.

c) Determine o nimero total de pessoas ouvidas
nessa pesquisa.

(UFRJ) Um clube oferece a seus associados aulas

de trés modalidades de esporte: natacdo, ténis e
futebol. Nenhum associado pdde se inscrever simul-
taneamente em ténis e futebol, pois, por problemas
administrativos, as aulas desses dois esportes serdo
dadas no mesmo horario. Encerradas as inscricdes,
verificou-se que, dos 85 inscritos em natagéo, 50 s6
fardo natacdo; o total de inscritos para as aulas de
ténis foi 17 e, para futebol, 38; o nlimero de inscritos
sé para as aulas de futebol excede em 10 o nimero
de inscritos sé para as de ténis. Quantos associados
se inscreveram simultaneamente para aulas de
futebol e natacao?

EEE (Fuvest-SP) Um caixa automético de banco s6 tra-

balha com notas de 5 e 10 reais. Um usuadrio fez um

saque de R$ 100,00. Pode-se concluir que entre as

notas retiradas:

a) o numero de notas de R$ 10,00 é par.

b) o nimero de notas de R$ 10,00 é impar.

¢) o numero de notas de R$ 5,00 é par.

d) o nimero de notas de R$ 5,00 é impar.

€) o numero de notas de R$ 5,00 é par e o nimero
de notas de R$ 10,00 é impar.

m Os comprimentos, em decimetro, de dois caibros

S30 expressos por numeros pares consecutivos.
Um marceneiro cortou-os em pedacos de mesmo
comprimento e de maior medida inteira possivel,
em decimetro, obtendo 67 pedagos. Supondo que
nao houve perda de madeira nos cortes, quais eram
os comprimentos dos dois caibros?

m Avazdo de uma torneira é x litros de 4gua por minuto.

D

—
f

a) Atribua um valor a xde modo que em 1,8 minuto a
quantidade de agua, em litro, despejada pela tornei-
ra possa ser representada por um numero inteiro.

b) Atribua um valor a x de modo que em 3 minutos
a quantidade de 4gua, em litro, despejada pela
torneira possa ser representada por um nimero
racional ndo inteiro.

c) Qualquer que seja o valor racional atribuido a x,
pode-se concluir que, em 2,3 minutos, a quanti-
dade de 4gua despejada pela torneira pode ser
representada por um numero racional? Por qué?
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m O quadriculado a seguir é formado por quadradi-

nhos de lado x cm. Partindo do ponto A e caminhan-
do sobre os lados dos quadradinhos, sempre para o
norte ou para o leste, chega-se ao ponto B.

X
B —

A

a) Atribua um valor para x de modo que a distancia
percorrida de A até B, em centimetro, possa ser
representada por um numero inteiro.

b) Atribua um valor para x de modo que a distancia
percorrida de A até B, em centimetro, possa ser
representada por um numero racional ndo inteiro.

c) Atribua um valor para x de modo que a distancia

percorrida de A até B, em centimetro, possa ser

representada por um numero irracional.

Qualquer que seja o valor racional atribuido a x,

pode-se concluir que a distancia de A até B, em

centimetro, pode ser expressa por um nimero
racional? Por qué?

e) Qualquer que seja o valor irracional atribuido a
x, pode-se concluir que a distancia de A até B,em
centimetro, pode ser expressa por um nimero
irracional? Por qué?

d

=

Os numeros que mensuram grandezas do cotidiano
estdo restritos a padrdes, como o custo de uma cane-
ta, de um livro ou de um carro; a duracao de um dia,
de um ano ou de um século; a massa de um pacote
de café, de um tijolo ou de uma pessoa etc. Pelo
habito de fazer comparagoes com esses padroes,
temos dificuldade em comparar nameros “grandes”,
como a distancia de 5 bilhdes de quilometros entre
a Terra e um planeta ando, ou a distancia de 41 tri-
lhoes de quildmetros entre a Terra e a estrela Alfa de

Centauro. Por isso, para ter nogao de comparagoes
como essas, estudamos as medidas em uma escala
menor, isto é, representamos a medida de uma das
grandezas por uma unidade com a qual estamos
habituados e, por meio de propor¢des, comparamos
as medidas reais na escala adotada.

Se representarmos por um segmento de reta de 1 m
a distancia entre a Terra e a estrela Alfa de Centauro,
a medida do segmento de reta que representa a
disténcia entre a Terra e o planeta ando mede:

a) menos de 0,5 mm.

b) mais de 0,5 mm e menos de 1 mm.

c) mais de 1,0 mm e menos de 1,5 mm.

d) mais de 1,5 mm e menos de 2,0 mm.

e) mais de 2,0 mm e menos de 2,5 mm.

(Enem) Se compararmos a idade do planeta Terra,
avaliada em 4,5 bilhdes de anos (4,5 - 10° anos), com
a de uma pessoa de 45 anos, entdo, quando comeca-
ram a florescer os primeiros vegetais, a Terra ja teria
42 anos. Ela s6 conviveu com o homem moderno
nas ultimas quatro horas e, hé cerca de uma hora,
viu-o comecar a plantar e a colher. H4 menos de um
minuto, percebeu o ruido de maquinas e de indus-
trias e, como denuncia uma ONG de defesa do meio
ambiente, foi nesses ultimos sessenta segundos que
se produziu todo o lixo do planetal!
I. O texto permite concluir que a agricultura co-

mecou a ser praticada ha cerca de:

a) 365 anos.

b) 460 anos.

c) 900 anos.

d) 10.000 anos.

e) 460.000 anos.

I1. Na teoria do Big Bang, o universo surgiu ha cerca
de 15 bilhoes de anos, a partir da explosao e ex-
pansao de uma densissima gota. De acordo com
a escala proposta no texto, essa teoria situaria
o inicio do universo ha cerca de:

a) 100 anos.
b) 150 anos.
c) 1.000 anos
d) 1.500 anos.
e) 2.000 anos.

8 »
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ANALISE DA RESOLUCAOD

) Um aluno resolveu o exercicio abaixo, conforme reproduzido a seguir. Observe a
resolucao e reflita sobre o comentario.

Exercicio

Em uma escola, havera um campeonato de basquete, futebol e volei. Uma pesquisa rea-
lizada com todos os alunos de uma das classes revelou que, precisamente:
¢ 12 alunos se inscreveram apenas em basquete, 8 apenas em futebol, e 7 apenas em
volei;
¢ 23 alunos nao se inscreveram em basquete, 25 nao se inscreveram em futebol e 25 nao
se inscreveram em volei;
¢ 2 alunos se inscreveram nas trés modalidades;

¢ 5 alunos nao se inscreveram em nenhuma das modalidades e, portanto, ndo vao par-
ticipar do campeonato.

a) Dos alunos dessa classe inscritos no campeonato, quantos se inscreveram em pelo
menos duas modalidades?

b) Qual é o nimero de alunos da classe?

Resolucao

gz

WWMMMM
B'WMM}}L&L&.W s Jonquile. .
Fi pomjund® dod alumel que AL imsovtiam. v el -
V! ;:entq' e cles PLUMBS QUL AL SN L NS 2T

A)MWALMMAL'WWM&WMWQM'M(M:

__Erasapo!
6+5+8+a =
R r8+F+6+5+8+2 = /

Errapo!
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Comentario

H4 um erro na resolugao, pois, ao indicar no diagrama os 23 alunos que néo se inscreve-
ram em basquete, os 25 que nao se inscreveram em futebol e os 25 que nao se inscreveram
em volei, o estudante ndo considerou os 5 alunos que nao se inscreveram em nenhuma
das trés modalidades.

Para preencher o diagrama corretamente, o estudante deveria ter feito assim:

5+7+8+x=23
5+12+7+y=25
5+12+8+2z=25

) Agora, refaca a resolucao corrigindo-a.

Reproducao proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Capitulo Introducao ao estudo
das funcdes

O movimento das marés é um fenomeno da natureza
bastante conhecido. As pessoas que moram a beira do

mar e, especialmente, as que dele vivem, como e ——————
os pescadores, sdo capazes de prever esse 7 A N B
) . movimento em funcado das posicoes da Lua /4 g \\\:\ B
As continuas transformacées de e do Sol. Embora as previsoes dessas pessoas { \\Q‘ N
fendmenos naturai:C.‘. decorrentes sejam, em grande parte, intuitivas, a Fisica 5' , j\\
de OUthdC?raCtgnzamdtjm . demonstra que, de fato, o Sol e a Lua exercem é. 3 [N ‘
ilsop;gst.gnv?aIl\rljitnl’al;niflecr;er?:i?ilc?c.l, uma forca gravitacional sobre a Terra, que - = \\i ~: <
as ideias de transformagao e varia de acordo com sua posicdao em relacdo ‘, A S
interdependéncia levaram ao a Terra. Assim, o movimento das mares T = o =
conceito de funcao. pode ser descrito em funcado da forca < t‘% ; -

gravitacional.

2.1 Sistemas de
coordenadas

Adotar um sistema de coordenadas
facilita a localizagdo de pontos.

2.2 0 conceito de funcao

Ao conhecer a interdependéncia de
duas grandezas, podemos descrever
a relagdo entre elas por meio de
uma lei matemdtica, que pode
representar uma fungdo.

2.3 Grafico de uma funcao

Em meados do século XIV, o
matemdtico francés Nicole Oresme,
ao estudar o movimento de um

corpo, teve a ideia de relacionar as
grandezas por meio de um grdfico.

2.4 Analise de funcdes ;
A partir da representagio de uma e . —— == — = s Para pensar
fungdo, podemos estudar suas : : ' : -
propriedades, como a existéncia
de raizes, seu crescimento, seu
decrescimento ou sua constancia e
sua variagdo de sinal.
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Sistemas de coordenadas

) Objetivo 1) Sistema cartesiano ortogonal

» Representar pontos no de coordenadas
plano cartesiano.
Em uma viagem de férias, um automdvel sofre um pequeno acidente

» Termos e conceitos em uma rodovia. O motorista, imediatamente, liga para a companhia de
* sistema cartesiano seguros.
ortogonal 0 atendente, depois de obter as informagdes necessarias, pergunta:
" par ordenado — Em gue ponto da rodovia ocorreu o acidente?

0 motorista, olhando para uma marca de quilometragem ao lado da
rodovia, responde:

— Exatamente no quilémetro 250.

Essa informacéo do motorista fornece a coordenada do ponto em que
ele esta na rodovia.

Em muitas outras situagdes do cotidiano, necessitamos de um sistema
de coordenadas. Por exemplo:

+ Um ponto da superficie da Terra é determinado por duas coordenadas:
a latitude e a longitude.

+ Um ponto do espaco aéreo é determinado por trés coordenadas: a lati-
tude, a longitude e a altitude.

Do mesmo maodo, para localizar um ponto em um plano, podemos adotar
um sistema de coordenadas. 0O mais usual é o sistema cartesiano orto-
gonal de coordenadas, que apresentaremos a seguir.

A palavra ortogonal tem origem no latim (orthogénius) e significa “que
forma angulo reto”. Assim, esse sistema é ortogonal porgue os eixos for-
mam angulos retos entre si.

J;’ Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Para localizar um ponto no plano, podemos fixar nesse plano
um sistema cartesiano ortogonal de coordenadas, que é formado
por dois eixos, Ux e Oy, perpendiculares entre si no ponto 0.

A René Descartes (1596-1650).
Embora o conceito de sistema de
coordenadas ja fosse utilizado
por outros matematicos, coube a

Descartes a sua formalizacéo, na
1 2 3 4 5 6 X obra La Géométrie (1637).

Por exemplo, para determinar as coordenadas do ponto P da figura a seguir, tragamos por
P as perpendiculares a Ox e Oy, obtendo, nesses eixos, dois nimeros chamados de abscissa e
ordenada do ponto P, respectivamente.

y (Eixo das ordenadas)
4 H **************** " P
3 1
’ 1
1 |
oM [
-4 -3 -2 —1 1 2 3 4 5 6 x (Eixo das abscissas)

-1

-2

-3

-4

No exemplo, as coordenadas do ponto P séo 5 e 4. A abscissa ¢ 5, e a ordenada ¢ 4. Indi-
camos esse fato por P(5, 4).

A representacao (5, 4) & chamada de “par ordenado de abscissa 5 e ordenada 4”.

Generalidades

1. Dois pares ordenados de niumeros reais sédo iguais se, e somente se, suas abscissas séo iguais
e suas ordenadas séo iguais, isto é:

(a,b) =(c,d) & a
Por exemplo:

(@,8)=([7,y) & a

ceb=d

7ey=28

Secéo 2.1 - Sistemas de coordenadas
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2. Os eixos Ox e Oy, chamados de eixos coordenados, separam o plano cartesiano em quatro

regies denominadas quadrantes, que devem ser enumerados conforme a figura:

y
nQ 1Q
(Segundo quadrante) (Primeiro quadrante)
ol
(0] X
na IvaQ
(Terceiro quadrante) (Quarto quadrante)
Pla,b) €I & a>0eb>0 Pla,h) €11IQ @ a<0eb <0
Pla,b) €IIQ & a<0eb>0 Pla,h) eIVQ & a>0eb <0
Por exemplo:
wee1q|-Loleng-3 -5 emqe %,—1 eV g

Os pontos dos eixos coordenados ndo pertencem a nenhum quadrante.

3. Todo ponto de abscissa nula (igual a zero) pertence ao eixo Oy, e todo ponto de ordenada nula

(igual a zero) pertence ao eixo Ox.
Por exemplo:
(0, —2) € Oy e (5, 0) € Ox

)) EXERCICIO RESOLVIDO

“ Obter os valores reais de m de modo que o ponto Efetuando a interseccdo de (I) e (II), temos:

P(2m + 1,3m — 6) pertenca ao quarto quadrante. 1
2

Resolugiio () T AR

O ponto P pertence ao quarto quadrante se, e so- (I Wﬁ%oz—»

mente se: - | | m

N () ———————OAAAAAD——————>

) (UNaR() B > >
{2m+1>0 . m>-=( 2

ou seja: 2 3 1
3m-6<0 m<2 (1) Portanto, concluimos que: - <m<?2

) )

“ Represente, no plano cartesiano, os seguintes pontos:
A(4,2) B(2,4) C(-2,5 D(5,-2) E(-4,-1) F(-1,4 G(-6,00 H(O,-6) I(0,0)

n Para que valores reais de p o ponto A(p -7, %) pertence ao eixo das ordenadas?
BEB Para que valores reais de k o ponto B(5k + 15, 4k? — 36) pertence ao eixo das abscissas?

n Para que valores reais de r o ponto C(%, r— 2) pertence ao 1° quadrante?
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B Para que valores reais de m o ponto C(5m — 8, m + 2) pertence ao 2° quadrante?

ﬂ Determine os nimeros reais a e b de modo que (3a — 2b, a + b) = (10, 11).

O mapa ao lado estd na escala

& A,
. i3 Cagr P
1:10.000. Sabendo que o quadri- £ Tl 31y,
. . A g%
culado é formado por quadradi- 9 % |B,
nhos de 1 cm de lado, calcule a s & A
. ~ . )
distancia real entre os pontos da & 4:"47 %e,,,o,r
regido representada, que corres- @ SN
o
o

pondem no mapa a A e B.
Catedral
Metropolirana

Museu do
Maracatu

le Alencar

Fonte: Guia Quatro Rodas — Brasil.

Sao Paulo: Abril, 2010.

ESCALA  1:10.000

0 100 200 m
e e
1.¢m =100 metros

IEB um ponto P sobre a superficie da Terra é determinado por dois nimeros chamados latitude e
longitude. A latitude de P é a medida em grau do menor arco possivel sobre um meridiano ligando
o ponto P a linha do equador. A longitude de P é a medida em grau do menor arco possivel sobre
um paralelo terrestre ligando o ponto P ao meridiano de Greenwich. Adotam-se como positivas a
latitude ao norte do equador e a longitude a leste do meridiano de Greenwich, e como negativas
a latitude ao sul do equador e a longitude a oeste do meridiano de Greenwich. Um ponto sobre o
equador tem latitude 0° e um ponto sobre o meridiano de Greenwich tem longitude 0°. Indica-se
o ponto P pelo par ordenado (x, y), sendo x a latitude e y a longitude.
O mapa abaixo é uma projecdo plana da superficie terrestre.

90°

60°

30°

0°

-30°

-60°

-90°
-180° -150° -120° -90° -60° -30° 0° 30° 60° 90° 120° 150° 180°

Fonte: FERREIRA, Graga Maria Lemos. Atlas geogrdfico:
espaco mundial. Sdo Paulo: Moderna, 2003.

1. Entre os pontos assinalados em vermelho no mapa, determine as coordenadas do ponto:
a) assinalado na regido que corresponde a América do Sul.
b) assinalado na regido que corresponde a Africa.
c) assinalado na regido que corresponde a América do Norte.
d) assinalado na regido que corresponde a China.
e) assinalado na regido que corresponde a Europa.
f) assinalado na regido que corresponde a Australia.
II. Em que continente esta o ponto de latitude 60° norte e longitude 120° leste?

Resolva os exercicios complementares 1 a 4 e 26.

,)) Secéo 2.1 - Sistemas de coordenadas
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» Objetivos

» Reconhecer uma
funcao em situacoes
do cotidiano.

» Identificar o dominio,
o contradominio e

0 conjunto imagem

de uma funcao.

» Determinar a imagem
de um elemento
do dominio.

» Termos e conceitos
* funcéo

* dominio

* contradominio

* conjunto imagem

A 0(km)

Capitulo 2 - Introducéo ao estudo das fungdes

»

(0)]
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0 conceito de funcao

1 A nocao de funcéo no cotidiano

Usamos medidas para indicar o comprimento de uma corda, a veloci-
dade de um automavel, a temperatura de uma regido, a profundidade de
um rio etc.

Toda caracteristica que pode ser expressa por uma medida é chamada
de grandeza.

S&o exemplos de grandeza: comprimento, area, volume, velocidade,
pressao, temperatura, profundidade, tempo, massa e vazao.

Avariacédo da medida de uma grandeza associada a um objeto depende
davariagcédo das medidas de outras grandezas. Por exemplo: o crescimento
de uma planta depende do tempo; a taxa de evaporacéo das aguas de um
rio depende da temperatura; a pressdo no mar depende da profundidade.
Para estudar essas relagdes de dependéncia, podemas recorrer a equagies
matematicas que relacionem as grandezas envolvidas.

Para exemplificar, vamos supor gue um automaovel percorra um trecho
AB de uma estrada a velocidade constante de 80 km/h.

Considerando A como ponto de partida, vamos associar a ele a marca
0 km. A cada ponto P do trecho AB, vamos associar a marca d km, que
indica a distancia de A até P, medida ao longo da trajetaria.

Que distancia teréa percorrido o automaével apés 2 horas da partida?

Como a velocidade do automovel é constante, 80 km/h, a distancia d
percorrida por ele, em quilémetro, apds 2 horas, sera:

d=80-2 = d=160
Raciocinando de maneira andloga, podemas construir a tabela abaixo,

gue expressa a distancia d, percorrida pelo automadvel, apds t horas de
sua partida.

t (hora) d [quildmetro)
1 80
2 160
3 240
4 320
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Note que, a cada valor de t, associamos um Unico valor de d. Por isso, dizemos que a distancia
d é dada em fungao do tempo.

Embora seja Util, a tabela da pagina anterior apresenta limitagées, pois, por mais que acrescen-
temaos valores a t, sempre haveré valores a ser acrescentados. Por exemplo, a tabela ndo contém
uma linha correspondendo a t = 2,5 h e, mesmo que acrescentdassemos essa linha, ndo haveria
uma linha correspondendo at = 2,51 h, e assim por diante. Assim, para representar todos os tem-
pos decorridos e as respectivas distancias, € mais adequado usar uma equagao que relacione a
distancia percorrida e o tempo; essa equacao é:

d =80t

Observe que essa equacao substitui com vantagens a tabela anterior, pois fornece a distancia
percorrida em qualquer tempo apos a partida, e vice-versa:

- Paradeterminar a distancia d, em quilémetro, apds 2,5 horas da partida, basta substituir t por 2,5:
d=80-25 = d=200

- Para determinar o tempo transcorrido, em hora, quando a distancia percorrida pelo automavel
é 400 km, basta substituir d por 400:

400=80t => t=05

Da mesma maneira que relacionamos as grandezas d e t, podemaos relacionar outras grande-
zas, de modo que a cada valor de uma seja associado um Gnico valor da outra. Relagées como
essas sdo chamadas de fungdes.

Exemplos

a) Em um termometro, a temperatura é dada em fungéao do
comprimento da coluna de mercurio (ou de élcool), isto &, a
cada comprimento € da coluna esté associada uma Gnica
temperatura.

b) O preco de uma pega de tecido & dado em funcéo da me-
tragem desse tecido, isto &, a cada metragem associa-se
um anico prego.

c) Ao despejar agua em uma piscina, o nivel da superficie da
agua em relacéo ao fundo da piscina é dado em funcao
da quantidade de dgua despejada, isto &, para cada quan-
tidade de 4gua despejada é associado um dnico nivel da
superficie da agua.
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Dizemos que uma variavel y € dada em funcao de uma variavel x se, e somente se, a cada
valor de x corresponde um Unico valor de y.

A condigdo que estabelece a correspondéncia entre os valores de x e y € chamada de lei de
associacao, ou simplesmente lei entre x e y. Quando possivel, essa lei & expressa por uma
equacéao.

Notas:

1. Podemos abreviar a expressao “y é dada em funcgéo de x” por “y é funcgéo de x”.

2. No contexto das fungfes numeéricas, define-se variavel como um representante genérico dos
elementos de um conjunto de nameros. Usualmente, indicamos uma variavel por uma letra.
Por exemplo, ao dizer que x € uma variavel real, estamos afirmando que x simboliza um nimero
real qualquer.

EXERC S RESOLVIDOS

IEl 20 completar o tanque de seu carro em um posto de abastecimento, 0 motorista
olhou para a bomba e observou que havia colocado 26 litros de gasolina e que
o total a pagar era R$ 72,80.

a) Determinar o valor que o motorista teria pago se colocasse apenas 20 litros
de gasolina.

b) Considerando o montante de gasolina despejada no tanque em cada instante
do abastecimento, o preco a pagar é funcdo desse montante? Por qué?

c) Indicando por y o prego a pagar por x litros de gasolina, formular uma
equacao que relacione x e y.
Resolucdo

a) O preco, em real, do litro de gasolina é o quociente de 72,80 por 26, que é 2,80.
Logo, por 20 litros de gasolina, o motorista pagaria, em real, 20 - 2,80, ou seja,
R$ 56,00.

b) O preco a pagar é funcdo do montante de gasolina, pois, para cada montante
de gasolina despejado no tanque, associa-se um Unico preco.

c) Como o prego do litro de gasolina é R$ 2,80, o preco y de x litros é dado por:
y=280-x

Um edificio tem dois apartamentos por andar, inclusive no andar térreo. Os
apartamentos sdo numerados do seguinte modo: os do andar térreo tém nu-
meros 01 e 02, os do primeiro andar tém nimeros 11 e 12, os do segundo andar
tém numeros 21 e 22, e assim por diante.

Considerando a correspondéncia que associa cada nimero de andar a um nu-
mero de apartamento, responder as questoes.
a) O andar de nimero 3 esta associado a que numeros de apartamento?

b) Anumeracdo dos apartamentos é dada em fun¢do da numeracao dos andares?
Por qué?

Resolucgao
a) O andar de niimero 3 esta associado aos nimeros de apartamento 31 e 32.

b) A numeracédo dos apartamentos ndo é funcdo da numeragédo dos andares,
pois, para cada nimero de andar, estdo associados dois nimeros de apar-
tamento. Nesse caso, todos os numeros de andar estdo associados a mais
de um nimero de apartamento, mas bastaria que houvesse pelo menos um
numero de andar associado a mais de um valor para que a correspondéncia
nao fosse funcao.
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n A figura ABCD é um retangulo tal que: BD = 6 cm,

AD = 3 cm, E é um ponto do lado AB e AE = x.

D C

A E B

Determine a lei que expressa a area y do tridngulo
BDE em funcao de x.

m Um metalurgico recebe R$ 12,00 por hora trabalhada

até o limite de 44 horas semanais, sendo acrescidos
30% no salario/hora a cada hora que exceder o limite.

a) Complete a tabela:

Horas semanais
trabalhadas

20
32

Ganho pelas horas
trabalhadas (RS)

4y

46
50

b) O ganho pelas horas trabalhadas é uma fungéo do
numero de horas semanais trabalhadas? Por qué?

c) Indicando por y o ganho por x horas de trabalho
semanal, com x < 44, elabore uma equagao que
expresse y em funcdo de x.

d) Indicando por y o ganho por x horas de trabalho
semanal, com x > 44, elabore uma equagao que
expresse y em fungao de x.

Um consumidor comprou um automoével por
R$ 20.000,00, constatando que, ao final de cada ano
de uso, o valor de mercado do veiculo diminui para
90% do valor de um ano atras.Veja na tabela a seguir
os valores do automével até o final do 2° ano.

Tempo de uso do

automovel (ano) Valor de mercado (RS)

0 20.000
1 0,9 -20.000
o 0.9-0,9-20.000 =

= (0,9)* - 20.000

Resolva os exercicios complementares 27 a 29.

a) Determine o valor do automével ao final de 3
anos de uso.

b) Determine o valor do automével ao final de x
anos de uso.

c) Indicando por y o valor de mercado do automével
com x anos de uso, obtenha uma equagao que
relacione y e x.

d) O valor de mercado do automével é dado em
funcdo do tempo de uso? Por qué?

Para encher uma piscina, que estava vazia, foi aberta

uma torneira cuja vazao é de 26 litros por minuto.

a) Indicando por y o volume em litro de agua des-
pejada pela torneira em x minutos, obtenha uma
equacdo que relacione x e y.

b) Ovolume de agua despejada é funcédo do tempo?
Por qué?

Cada 6nibus de uma companhia de viagao tem
36 lugares, numerados de 1 a 36. Os 50 onibus da
companhia sdo numerados de 1.001 a 1.050.

Considere a correspondéncia que associa cada

numero de assento a um nimero de 6nibus.

a) O numero de assento 25 estd associado a que
numero(s)?

b) A numeracdo dos onibus é dada em funcao da
numeracdo dos assentos? Por qué?

Em um termoémetro, a variacdo do comprimento
da coluna de mercurio é proporcional a variagdo da

temperatura, obedecendo a razao %; por exemplo,

o comprimento da coluna de mercirio aumenta

8 mm para cada 5 °C de aumento na temperatura;

e diminui 8 mm para cada 5 °C de diminuicdo na

temperatura. Sabe-se que, a temperatura de 0 °C, o

comprimento da coluna é 40 mm.

a) Construa uma tabela apresentando os valores,
em grau Celsius (°C), e os respectivos compri-
mentos da coluna, em milimetro, com os regis-
tros da temperatura variando de 5 °C em 5 °C
desde —15 °C até 15 °C.

b) O comprimento da coluna de mercurio é dado
em funcdo da temperatura? Por qué?

c) Indicando por y o comprimento da coluna de
mercurio, em milimetro, para cada temperatura
x, em grau Celsius, formule uma equacao que
relacione x e y.

Secéo 2.2 - 0 conceito de fungéo

»

o))
al



Capitulo 2 - Introdugéo ao estudo das funcées

»

o
()}

Vimos que uma fungéo associa cada valor de
uma grandeza a um Unico valor de outra grandeza.
Por exemplo: a cada medida de tempo associa-se
uma Unica distancia percorrida por um automaovel;
a cada comprimento da coluna de mercurio de um
termémetro associa-se uma Unica temperatura;
a cada metragem de tecido associa-se um Unico
preco. Desse modo, podemos considerar uma
funcé&o como um conjunto de pares ordenados de
numeros reais: (tempo, distancia); (comprimento,
temperatura); (metragem, preco).

Essa ideia permite a generalizagéo do con-

ceito de fungéo, que depende do conceito de
relacéo entre conjuntos definido a seguir.

Quando uma torneira é aberta, o volume de agua
despejada é funcao do tempo, pois para cada medida
de tempo associa-se um Unico volume de agua. »

Relacao entre conjuntos

1 Formalizacao do conceito de funcéao

©

©

USO RACIONAL DA AGUA.
ADOTE ESTA IDEIA.

Economizar Sgus € eshanjar intebgnels.

sabesp

Avls 1etads com senpeine

Neste fometo, vames formecer 2gumas 6eas de
coma wtilzer 3 Sgus tem Cesperdicar, Seguindo-as,
Voo vl 30d3r 3 methorar o rivel de nossas represss
© CCONOMZT N3 5 conta. € muto facd, el

NO BANHEIRO

* Mantenha 3 torneira fechads, LU
€Nquant0 escova os
Benes. \ocd exonomizans
6 12 1nros em catd 3
80 Jtros de Spus em
2partamento,

¢ Descarga consome
muts Sua.
Nbo use & too,

# Nbo utilize o bacis sanitels como fougiea,
1003080 pdpel Kigiéniko, Ggarro, ete.
Consome-se de 6 3 10 itros ge 8502, 30 acionar
2 vihula de desCargs por seis segundos.

Dados dois conjuntos néo vazios, A e B, chama-se relagao de A em B qualguer conjunto de

pares ordenados (x,y)comx € Ae x €B.

Exemplo

SendoA=1{1,2,3,5}eB={-2,—-1,0,8,9},arelagéo R de A em B, que associa um elemento
x de A ao elemento x — 3 de B, pode ser obtida pela tabela:

X x—3
1 =
2 =ll
3 0
5 ?

Observe que o elemento 5 de A ndo tem correspondente em B, pois 5 — 3 = 2 e 2 ndo pertence

a B. Assim, a relagdo R é dada por:

R =A(1,-2), (2 —1),(3, 0}
Outra forma de representar essa relacéo é pelo diagrama de flechas a seguir:

Para qualquer relacéo de A em B:

+ o conjunto A é chamado de conjunto de partida da relagao;

+ 0 conjunto B é chamado de contradominio da relac&o e é simbolizado por CD(R);
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+ 0 conjunto formado pelos elementos de A que tém correspondentes em B, através de R, &
chamado de dominio da relag&o e é simbolizado por D(R);

+ 0 conjunto formado pelos elementos de B que tém correspondentes em A, através de R, &
chamado de conjunto imagem da relag&o e & simbolizado por Im(R).

Para o exemplo anterior, temos O(R) = {1, 2, 3} e Im(R) = {—2, —1, O}

A R B
dominio l .
deR ‘ . imagem
de R
Se
conjunto de contradominio
partida

Também podemos representar essa relagdo por um grafico cartesiano, que é formado pelos
pontos determinados pelos pares ordenados da relagéo. Veja abaixo.

Com base na definicédo de relacéo, formalizamaos, a seguir, o conceito de funcéo.

Funcao
VVamos considerar uma relagéo f de A em B tal que qualquer elemento de A esteja associadg,
através de f, a um Unico elemento de B:

Essa propriedade caracteriza um tipo particular de relacéo, ao qual damos o nome de funcao
de A em B. Assim, definimos:

Sejam A e B conjuntos ndo vazios. Uma relacéo f de A em B é fungao se, e somente se, qual-
guer elemento de A estd associado, através de f, a um Unico elemento de B.

Adotaremos a notacéo f: A— B para indicar que f € uma funcéo de A em B.
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Destacamos que, como uma fungéo f: A— B é um tipo particular de relacéo, temaos:
- o dominio da fung&o & o proprio conjunto de partida, isto &, D(f) = A;
+ o0 contradominio da funcéo é o conjunto CO(f) = B;

- 0 conjunto imagem da funcéo é o conjunto Im(f) = {y € B| (x, y) € f}.

Exemplos

a) A relacao g, abaixo, € uma funcao de M em N, pois qualguer elemento de M tem, através de g,
um unico correspondente em N.

gM—N

0 dominio D(g), o contradominio CO(g) e o conjunto imagem Iml(g) dessa fungédo sé&o
dados por:

Dlgl=M=A{1,23 4}
CO(g) =N =1{3,4,5,7,8, 9}
Imlg) =1{3,4,5,7}

b) A relag&o h, abaixo, & uma fungéo de M em N, pois qualgquer elemento de M tem, através de h,
um unico correspondente em N.

h:M— N

Dh) =M =1{1,2,3,4}
COh) =N =1{3,4,5,6,7,8, 9}
Im(h) = {3}

Contraexemplos

a) A relagao s, abaixo, ndo & fungéo de M em N, pois existe elemento em M (o elemento 4) que
ndo estd associado, através de s, a algum elemento de N.
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b) A relacao t, abaixo, ndo é fungdo de M em N, pois existe elemento em M (o elemento 1) que
estd associado, através de t, a mais de um elemento de N.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

n Quais das seguintes correspondéncias, f, g, h ou t, representam funcdes?

Resolucdo

a) fé funcdo de A em B, pois todo elemento de A estd associado, através de f, a um Unico elemento
de B.

b) hé funcdo de C em D, pois todo elemento de C estd associado, através de f, a um Unico elemento
de D.

c) g ndo é funcdo de M em N, pois existe elemento em M (o elemento 8) que ndo esté associado,
através de g, a algum elemento de N.

d) tndo é fungdo de P em Q, pois existe elemento em P (o elemento 4) associado, através de t, a mais
de um elemento de Q.

n Dados os conjuntos A = {0, -1, 1, —3,3} e B = {0, 3, 27, —3, -9, 1}, determine o dominio, o contrado-

minio e o conjunto imagem da fungéo f dada pela correspondéncia y = 3x’,comx € Aey € B.

Resolucdo
Representamos a fungao por um diagrama de flechas:

y =3x

Assim, temos:
D(f)y=A={0,-1,1, -3,3}
CD(f) =B = {0, 3,27, -3, -9, 1}
Im(f) = {0, 3, 27}
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E Dados os conjuntos A = {-1,0, 1,2} e
B={-1,0,1,2,3,5, 8}, quais das relacdes apresen-
tadas a seguir sao funcgoes de A em B?

a) y=1,emquexEAeyEB
X qué?
b)y=x"+1l,emquexcAey€EB

) yy=xemquexEAey€EB

a) Construir o diagrama de flechas dessa relacao.

b) Determinar o dominio, o contradominio e o
conjunto imagem dessa relagao.

c) Essa relagdo é uma fungdo de M em N? Por

O gréafico abaixo representa uma relagdo s de

d)y=xemquexEAey€EB P={-4,-2,2,4emQ=1{-3,-1,1,3,5}
E O grafico abaixo representa uma relagdo h de g
M ={1,3,5}em N = {0, 2, 4, 6, 8}.
3
y
2
8
1 .
7 —4 -2 2 1
el . 5 -8 - 1 3 4 5 X
! I L et BT .
| ! -1
5 ! |
i ! -2
4t * |
| | L TR -3
3 | |
| | —4
21---mome-e- - |
1 | |
| | a) Construir o diagrama de flechas dessa relagao.
o 1 1 2 3 4 5 6 7 X b) Determinar o dominio, o contradominio e o
-1 conjunto imagem dessa relacao.
c) Essarelacdo é uma fungdo de P em Q? Por qué?

1 Imagem de x pela funcao f

Se (x, y) pertence a uma fungao f, a ordenada y € chamada de imagem de x pela funcéo f

(ou imagem de x através de f). Indicaremos esse fato pory = f(x).
VVamos estudar algumas particularidades dessa imagem.

Imagem de um elemento pelo diagrama de flechas

Considere a funcao f descrita pelo diagrama de flechas:

Capitulo 2 - Introdugéo ao estudo das funcées
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Se um elemento y de B estiver associado, através de f, a um elemento x de A, diremos que y
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Assim, temaos:

—4 = f(—3), ou seja, —4 é imagem de —3 através de f
—5 = f(—1), ou seja, —5 é imagem de —1 através de f
—5 = f(0), ou seja, —5 ¢ imagem de O através de f
1= f(7), ou seja, 1 € imagem de 7 através de f

9 = f(9), ou seja, 9 & imagem de 9 através de f

Imagem de um elemento pela lei y = f(x)
VVamos considerar a funcéo f: IR — IR em que cada elemento x do dominio [R é associado a um
Unico elemento do contradominio IR através da lei f(x) = 5x — 2.
Alei f(x) = Bx — 2 informa que a imagem de cada x do dominio & o nimero 5x — 2 do contra-
dominio. Assim, temaos, por exemplo:
- aimagem do elemento B, através de f,é:f(B) =56 — 2 = f(B) =28
Logo, o par ordenado (6, 28] pertence a f.

+ aimagem do elemento % atravésdef, é: f

3|_.3_ 3\ _
5)_5 5 Ez’f(e)_l

=

ertence af.
5 p

Logo, o par ordenado

Nota:

Como o simbolo f(x]) representa a ordenada do ponto de abscissa x, em vez de escrever
f(x) = bx — 2, podemos escrever y = 5x — 2, ou seja, o simbolo f(x) pode ser substituido por y,
e vice-versa.

)) EXERCICIOS RESOLVIDOS

n Sendo a funcado f: R — {2} — R dada pela lei
_ 3%
flo =2,

possui como imagem o nimero 6?

qual é o elemento do dominio de f que

Resolucao
Sendo a o elemento procurado, devemos ter f(a) = 6,
isto é:

3%a__g

a—2

Assim, obtemos:
3a=6a—-12 = 3a=12

Portanto, a = 4.

Uma funcéo f: R — IR* é tal que f(a + b) = f(a) - f(b)
e f(1) = 9. Calcular:

a) f(2)
b) £(0)

a1}

Resolucao
a) Podemos escrever 2 = 1 + 1; logo:

f@Q=f1+1)=f(1)-f(1)=9-9 = f(2) =81

b) Podemos escrever 0 = 0 + 0; logo:

f0) = £ +0)=£(0)-f(0)

Por hipédtese, f(0) € R¥*. Assim, temos:

~f0) - JO _
fO) =f0) -f0) = 0) f0)
~.f(0) = 1 (. lemos “portanto”.)

c) Podemos escrever 1 = % + %; logo, temos:

it

Por hipétese,f(%) € R* e f(1) = 9; logo, temos:

=12+ =12) 13-

\ 12

s=[3)f = o=
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O diagrama abaixo representa uma fungao f: A — B.

Calcule:

a) f(-2) b) £(0) <) f(3) +£(5)
Dada a funcédo f: R— R tal que f(x) = 5 — x, calcule:

a) (0) b) £(3 9 £(-2) a1
Sendo a funcdo f: R* — R tal que f(x) = 1 ; Xz, calcule:

a) £2) b) f(-2) 9 13 9 f| 5|

Seja g a funcédo de dominio A = {1, -1, 2, —2, 0, 3} e contradominio R tal que g(x) = x> — x + 1. De-
termine o conjunto imagem de g.

2 —
Considere a fungao f: R* — R tal que f(x) = X -12 Que numeros do dominio de f possuem como
X

imagem o niimero 4?

elm(f) = {2, 0, —ﬂ]. Determine o dominio A.

Uma funcéo f: A — R é tal que f(x) = X 1 5

X+5

Um fazendeiro estabelece o prego da saca de café, em fungdo da
quantidade de sacas adquiridas pelo comprador, usando a equacao

P(x) =50 + %, em que P é o prego da saca em délares e x € o nimero

de sacas vendidas.

a) Quanto deve pagar, por saca, um comprador que adquirir cem
sacas?

b) Quanto deve pagar, por saca, um comprador que adquirir duzentas
sacas?

c) Sabendo que um comprador pagou 54 ddlares por saca, quantas
sacas ele comprou?

Uma funcéo f: R — R é definida por f(x) = ax’ + bx, em que a e b sdo constantes reais. Determine
os numeros reais a e b sabendo que f(2) = 16 e f(—1) = 7.

(IMT-SP) Uma funcao satisfaz a relagao f(2x) = 2f (x) + f(2) para qualquer valor real de x. Sabendo-se
que f(4) = 6, calcule f(16).

Uma funcéo f: R* — R é tal que f(3) = 1 e f(a - b) = f(a) + f(b), V a, b, com {a, b} C R*. Calcule:
a) f b) @) 9 f@7) 9 13| e f13)

(UFSM-RS) Um laboratdrio testou a acdo de uma droga em uma amostra de 720 frangos. Constatou-se
que a lei de sobrevivéncia do lote de frangos era dada pela relacdo v(t) = at’ + b, em que vu(t) é o
numero de elementos vivos no tempo t (meses). Sabendo-se que o ultimo frango morreu quando
t = 12 meses apds o inicio da experiéncia, a quantidade de frangos que ainda estavam vivos no
10° més era:

a) 80 b) 100 ¢ 120 d) 220 e) 300

Resolva os exercicios complementares 5a 7 e 30 a 33.
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1 Funcao real de variavel real

Toda fungéo cujos dominio e contradominio sdo subconjuntos de [R € chamada de fungéo
real de variavel real. Por exemplo, a fung&o g: IN — Z tal que glx) = 2x — 5 & uma funcao real de
variavel real, pois seu dominio (N] e seu contradominio (Z) s&o subconjuntos de IR.

Estudo do dominio de uma funcao real de variavel real

Uma forma de descrever precisamente uma funcéo f & explicitar seu dominio, seu con-
tradominio e a lei gue associa cada x do dominio ao correspondente y do contradominio. Ha
casos, porém, em que a descrigdo de uma fungdo pode ser apresentada simplesmente pela lei
de associacdo y = f(x], ficando subentendidos o dominio e o contradominio. Para esses casas,
podemos estabelecer o seguinte:

Uma funcao f pode ser apresentada simplesmente pela lei de associagéo y = f(x] se, e so-
mente se, 0 dominio de f for o mais amplo subconjunto de R em gue f pode ser definida e o
contradominio de f for R.

Assim, dada a fungéo y = f(x], seu dominio D(f) e seu contradominio CO(f) s&o os conjuntos:
D(f) = x € R| fix) € R} e CO(f) = R

Exemplos

. . 1 - IS, -
+ Considere a funcdo dada por f(x) = ¥ Como o dominio e o contradominio ndo foram explicitados,

admitimos CO(f) = R e D(f) = {x € R|x # 0}, pois:

%E\R@xé\Rex#O

- Considere a fung&o dada por glx) = 5x. Como o dominio e o contradominio n&o foram explicita-
dos, admitimos CO(f) = IR e D(f) = IR, pois, para que 5x seja real, basta que x seja real:
XxER © xeR

Note que, para encontrar o dominio de uma funcéo y = f(x], precisamas analisar a lei de asso-
ciacado de f e, assim, obter as restricdes da variavel x para que exista a funcéo f. Essas restrigtes
sdo chamadas de condicao de existéncia.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

3
x—8

n Determinar o dominio da fungao f(x) =

Resolucgao

E 3 também seja real.

O dominio de f é o conjunto de todos os numeros x, reais, de modo que
X

Temos: ER & x€Rex— 8+ 0 (ouseja, x # 8)

Logo: D(f) = {x ER|x # 8}

n Determinar o dominio da fungdo: f(x) = Jx = 5

Resolucgao

O dominio de f é o conjunto de todos os nimeros x, reais, de modo que Jx — 5 também seja real.
Temos:Vx —5 ER & xERex — 5 =0 (ou seja, x = 5)

Logo: D(f) = {x € R|x = 5}

Secéo 2.2 - 0 conceito de fungéo
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Tl Determinar o dominio da funcio: f(x) =
X

38+\/x—5

Resolucgao
O dominio de f é o conjunto de todos os niimeros x, reais, de modo que 3 g + Jx — 5 também seja
X —
real. Temos:
3

+IX—-5€ER < xER, x—-8#0ex—-5=0
8 —
) (1)

Lembrando que o conectivo “e” indica a intersecgdo das solugdes das inequacoes (1) e (II), temos:

()
I N

Logo: D(f) = {x€R|x=5ex # 8}

Um granjeiro utilizou 200 metros lineares de tela para cercar um terreno

retangular.

a) Obter aleiy = f(x) que expressa a area y, em metro quadrado, do terreno em
funcdo da medida x, em metro, de um dos lados desse terreno.

b) No contexto do problema, qual é o dominio da funcéo f obtida no item a?

Resolucdo

a) Sabemos que o perimetro do terreno é 200 m. Indicando por x a medida,
em metro, de um lado do terreno, as outras dimensoes, em metro, serao:

x, (100 — x) e (100 — x). 100
— X

100 — x

Assim, a drea y desse terreno é dada por: f(x) = (100 — X) - x, ou seja, f(x) = —x* + 100x
b) Fora de qualquer contexto, o dominio da funcéo f(x) = —x* + 100x seria o conjunto IR; porém, no
contexto do problema, os valores de x estdo restritos as possiveis medidas de um lado do terreno.

Como o perimetro do terreno é 200 m, temos: 0 < x < 100.
Assim, o dominio de f é: D(f) = {x € R|0 < x < 100}

»

Determine o dominio de cada uma das fungoes:

a) fx) = Vx ¢) f(x) = 15
b) f(x) = % f) f)=———+Jx-2
X° — 36
) f(X)=3x5+5 g) f(X)=%
@ f6) = >
2,

O numero 5 pertence ao dominio de f(x) =
Por qué?

Jx—-5

Um professor propds a seguinte atividade para sua

turma.

Pegue uma folha retangular de cartolina, com 20 cm

de comprimento por 10 cm de largura, e adote os

seguintes procedimentos:

e recorte quatro quadrados de lado x cm, de modo
que cada um deles tenha um vértice coincidindo
com um vértice da folha;

Resolva os exercicios complementares 8 a 11.

¢ dobre essa folha formando uma caixa sem tampa,
conforme mostra a figura:

20 cm

10 cm

Indique por V(x) o volume, em centimetro cibico,

da caixa em funcdo da medida x dos lados dos

quadrados recortados.

a) Obtenha a equacgdo que associa cada possivel
medida x ao volume V (x).

b) Indique o dominio da fungéo V.

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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» Objetivo

» Construir o grafico
de uma funcao.

| V—

Grafico de uma funcao

1 Esbocos de graficos por pontos

Algumas fungdes podem variar de modo brusco entre dois pontos
relativamente proximos; por exemplo, a funcéo representada abaixo

. ~ 1 x . x . ~
é a fungdo y = sen —, que nao serad estudada nesta colegdo | varia téo
X

abruptamente nas proximidades da origem que é impossivel representa-la
de forma gréfica com precisao.

Contudo, as fungdes y = f(x), que estudaremos nesta colegéo, apre-
sentam peguenas variagdes entre dois pontos relativamente préximos.
Por isso, os graficos referentes a elas podem ser esbogados por meio de
pontos que obtemaos atribuindo valores a x e calculando os corresponden-
tes valores dey.

Exemplos

a) Para esbogar o grafico da fungéo y = 2x, primeiro construimos uma tabela
atribuindo alguns valores a x e calculamos os correspondentes valores
de y. Depois, representamos no plano cartesiano os pares ordenados
(x, y) assim obtidos.

y
X y
6t-------—---—---- )
-2 —4 :
=i =@ 5 3
0 0 afo .
1 e 3 b
| | o
a2 4 | | S
21----o | | S
! | | 2
3 6 ! ! ! ©
. 5
| | | o8]
| | | o
. . . =}
o
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 X =
! ! » B
; | m
! 1 a
e 2 2
| O
| 1]
| -3 [47]
o] 4 AI

~
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Se guisermos mais pontos entre os ja obtidos, podemaos atribuir mais valores a x, por exemplo,

a cada meia unidade:
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Notas:

1. Em uma fungéo y = f(x] dizemos que varidveis x e y sdo diretamente proporcionais se, e
somente se, para quaisquer valores correspondentes de x e y, tem-se:
- Sex=0,entdoy = 0;
+ Sex # 0, entédo arazéo % € constante.

2. Quando o grafico de uma fungéo y = f(x]) € uma reta que passa pela origem do sistema cartesiano,
os valores correspondentes de x e y s8o diretamente proporcionais. No exemplo anterior, temos:
- Sex=0,entédoy = 0;
-4 -2 2 _ 4

+ Sex # 0, entdo a razdo % é constante, observe: —_E = —— 1 = 5 = .

A presséao da agua sobre o
mergulhador é diretamente
proporcional a profundidade,
a pressao absoluta, que

b) Para esbocar o grafico da fungao f(x) = 5, observamos que, para qualguer valor de x, temos
flx) = 5.

1
X 4 1 0 5

fx) 5 5 5 5 5

Assim, o gréafico de f & formado por todos os pontos de ordenada 5, ou seja, & a reta paralela
ao eixo Ox representada abaixo.

y
5 f
* * * *
-4 -1 001 3 x
2

Nota:

Quando a funcao tem a forma f(x) = k, sendo k uma
constante real, ela € chamada de fungcao constante e
seu grafico @ uma reta paralela ao eixo das abscissas.

Secéao 2.3 - Grafico de uma funcao

0 termostato de um forno de
micro-ondas estabelece uma
temperatura interna constante. »




c) Para esbocar o grafico de y = x%, atribuimos alguns valores a x e calculamos os corresponden-

tes valores de y. Depois, representamos no plano cartesiano os pares ordenados (x, y) assim

obtidos.
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Se ndo estivermos seguros quanto a forma do grafico, podemaos obter outros pontos além dos

ja determinados:
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Ligando esses pontos por uma curva “suave” — sem falhas, sem forma pontiaguda e sem va-

bruptas —, delineamaos o gréfico:

riacbes a

oeduny BWN 8p 0dl4elg . £°2 oedag A’

1152

y
=g&)is
3,375

15

A curva desse exemplo recebe o nome de parabola.
=15

cartesiano os pares ordenados (x, y) assim obtidos.

d) Para eshocar o gréafico da fungao y = x°, construimos uma tabela e representamos no plano

Nota:
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Capitulo 2 - Introdugéo ao estudo das funcées

»

(09]
o

Ligando esses pontos por uma curva “suave”, temaos:

y

. . 1 ]
e) Para esbogar o grafico da fungdo y = ™ construimos uma tabela, representamos os pontos

no plano cartesiano g, unindo-os por uma curva “suave”, obtemaos o grafico.

1 1 1 1 1
= = = = 1 2 3 4 == == == = =
p% 4 3 2 1 o 5 5 - -
1 1 1 1 A 1 _ _ _
y| 5| 3| 5 -1 1 5 5 7 4 3 2 3 2
y

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Notas:

. . . k ~
1. Tal como nesse exemplo, o gréfico de toda fungdo do tipoy = X sendo k uma constante néo

nula, recebe o nome de hipérbole equilatera.

2. Pelo fato de a distancia entre a curva e os eixos coordenados tender a zero, esses eixos coor-
denados sdo chamados de assintotas da hipérbole equilatera.

3. Em uma fungado y = f(x], dizemos que as variaveis x e y sdo inversa-
mente proporcionais se, e somente se, para qualquer valor de x e o
correspondente valor de y tivermos xy = k, sendo k uma constante

. . . . k
real ndo nula. Assim, em toda fungéo do tipo y = —, com k cons-
X
tante e ndo nula, as varidveis x e y sdo inversamente proporcio-
. . . 1
nais, pois xy = k. Por exemplo, na fungcéo y = —, temos xy = 1.
X

Observe na tabela da pagina anterior os produtos dos ele-

mentos em cada coluna.

A velocidade constante do ciclista &
inversamente proporcional ao tempo. »

@ Conteudo digital Moderna PLUS http://www.modernaplus.com.br W

Simulador: Transformagdes em um grdfico.

E Esboce o grafico de cada fungdo a partir de alguns

pontos obtidos por uma tabela de valores x e y.

a) y=x f)y:*%
b)y=x+2 g) y=+x
c) y=2¥ h) y =2*
d)y=2"-3 i)y=4

e y=x"+2 j)y=-3

Em uma funcdo y = f(x), dizemos que x e y sdo
diretamente proporcionais se, e somente se, para
qualquer (x, y) € f, temos:

I. Sex=0,entdoy = 0.
II. Se x # 0, entao Y- k,em que k é uma constante
real. X

Por exemplo, na fungdo y = 2x as varidveis x e y
sdo diretamente proporcionais, pois para qualquer
(x,y) € f temos:

I.Sex=0,entdoy=2-0=0.

II. Sex#O,X=2.
X

Em quais das fun¢des abaixo as varidveis x e y sdo
diretamente proporcionais?

a) f:IR — R tal que f(x) = 5x
b) g: R — R tal que g(x) = %
c) hR—Rtalqueh(x) =x+3
d) s: R* — R tal que s(x) = 4x
e) t: 1, 10] — R tal que t(x) = %
f) u:IR— R tal que t(x) = x°
g) v:R— Rtal quev(x) =0

m O exercicio anterior fornece uma pista do formato

do grafico de uma funcéo cujas variaveis sdo dire-
tamente proporcionais. Se vocé compreendeu essa
ideia, redija um texto explicando como é o grafico
desse tipo de funcao.

Esboce o grafico de cada funcao.

a) f =X 1
_X+6x+9
b) g = *— o

Uma pequena fabrica de xampu arca com um custo

fixo de 10 mil reais mensais e um custo variavel que

depende do numero de litros produzidos. O custo

de producéo de cada litro de xampu é R$ 8,00.

a) Construa uma tabela apresentando, na 1? colu-
na, valores x quaisquer, com 0 < x < 5.000, que
representem o nimero de litros produzidos em
um meés e, na 2%, os valores correspondentes ao
custo total C(x)(fixo + variavel).

b) Esboce o gréfico da fungdo C(x) que expressa o
custo total (fixo + variavel) para a produgdo de
x litros mensais, com 0 < x < 5.000.

c) Construa uma tabela apresentando na 1% coluna

valores x quaisquer, com 1.000 < x < 5.000, que

representem o numero de litros produzidos em
um més e, na 22 coluna, a razao entre o custo fixo

e o numero de litros produzidos, nessa ordem.

Observando a tabela, vocé pode concluir que os

valores correspondentes nas duas colunas sao

direta ou inversamente proporcionais? Por qué?

Esboce o gréfico da fungéo f(x) que expressa a

razdo entre o custo fixo e o nimero x de litros pro-

duzidos mensalmente, com 1.000 < x < 5.000.

d

=

Secéo 2.3 - Grafico de uma funcao
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00
n

A pressao p exercida por uma forga de intensidade
f sobre uma superficie de drea A é calculada por
p= % Se a forca tiver a intensidade constante de
1unidade e a drea variar no intervalo ]0, 3], o grafico
de p em funcdo de A é:
a
) p >
11
-
3T I :
1 3 A :
1 3 A
b) p
1
3 : A
3 A

Resolva os exercicios complementares 12 a 14 e 34 a 36.

» Imagem de um elemento pelo grafico de uma funcao

A figura abaixo é o gréfico cartesiano de uma funcéo f.

y

Cada ponto (x, y) do grafico de f deve ser interpretado como (x, f(x]), ou seja, a ordenada é a
imagem da abscissa através de f. Por exemplo, o ponto P(—4, —3) pertence ao grafico, portanto
f(—4) = —3. Analogamente, temos:

(11, —5) pertence ao grafico; logo, f(11) = —5
(8, 0) pertence ao grafico; logo, f(8) = 0
(2, B) pertence ao grafico; logo, f(2) = 6
(0, 4) pertence ao grafico; logo, f(0) = 4

e assim por diante.

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



)) EXERCICIOS RESOLVIDOS

Reprodugao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

E O grafico abaixo representa uma funcédo f: A — B.

y

Calcular:

a) f(-3) d) f(1)
b) f(-2) e) f(4)
< f(0)

Resolucgao

Cada ponto do grafico é do tipo (x, f(x)), ou seja, a
ordenada é aimagem da abscissa através de f. Como
os pontos do grafico sdo (-3, 2), (-2, 2), (0, 3), (1, 1)
e (4, —2), temos:

a) f(-3)=2
b) f(-2) =2
) f(0)=3
d) f(1) =1
e) f(4) = -2

m O grafico abaixo representa uma funcéo

f:[-4, 8[— R.

Determinar:

a) f(—4) d) f(2)
b) f(-2) e) f(4)
<) f(0) f) f(6)
Resolugao

Lembrando que o simbolo “bolinha vazia” (O) exclui
o ponto do grafico; que o simbolo “bolinha cheia”
(@) inclui o ponto no grafico; e que f(a) é a ordenada
do ponto do grafico cuja abscissa é a, temos:

a) f(-4) = -7 d) f2)=0
b) f(-2) = -5 ¢ f4)=3
9 f(0) = -3 f) f6)=0

1 Reconhecimento de uma funcao por analise grafica

Os graficos abaixo representam trés relagées, C,, C, e Cs, do conjunto A = {2, 4, 5} no conjunto

B=1{134,6k
C, C, Cs
y y y
6+~ o ° 6+ -~ . 61—~ L]
s s s
3t~ 3 fffffff 3”4 -~ 3 7777777777 . 3t -~ 3 7777777777 .
I — 4 T
o 2 4 5 X o 2 4 5 X (0] 2 4 5 X
Note gue:

+ Em C,, a reta paralela ao eixo Oy, concorrente com o eixo Ux no ponto de abscissa 4, cruza o
grafico em dois pontos distintos: (4, 1) e (4, B). Isso permite concluir que o grafico néo repre-
senta uma funcéo de A em B, pois pelo menos um elemento de A (o elemento 4) possui mais

de um correspondente em B.

Secéo 2.3 - Grafico de uma funcao

N
-

83



Capitulo 2 - Introdugéo ao estudo das funcées

»

(a8}
=

+ Em C,, a reta paralela ao eixo Oy, concorrente com o eixo Ux no ponto de abscissa 4, ndo cruza
o gréfico. Isso permite concluir que o gréafico ndo representa uma funcéo de A em B, pois pelo
menos um elemento de A (o elemento 4) n&o possui correspondente em B.

+ Em C5, qualquer reta paralela ao eixo Oy, concorrente com o eixo Ox em um ponto de abscissa
em A, intercepta o grafico em um Unico ponto. Isso permite concluir que o grafico representa
uma funcéo de A em B, pois todo elemento de A possui um Unico correspondente em B.

Esses exemplos ajudam a entender a propriedade a seguir, que pode ser aplicada para o
reconhecimento de uma funcéo por analise gréfica.

Um grafico representa uma funcéo de dominio A se, e somente se, qualquer reta paralela
ao eixo Oy, concorrente com o eixo Ox em um ponto de abscissa em A, cruzar o grafico em

um Unico ponto.

EXERC S RESOLVIDOS

m Qual dos gréaficos representa uma fungdo de A = [2, 6]

em B = [1,5]?

Figura 1

Figura 2

Resolucdo

Na figura 1, qualquer reta paralela ao eixo Oy,
passando por um ponto de abscissa x, com x € A,
intercepta o grafico de g em um tUnico ponto. Isso
significa que qualquer x do conjunto A esté asso-
ciado a um Unico y do conjunto B através de g.
Logo, g é fungdo de A em B.

Na figura 2, existe pelo menos uma reta paralela
ao eixo Oy que intercepta o grafico em mais de um
ponto, por exemplo, a reta r representada abaixo.
Logo, h ndo é funcdo de A em B.

y
5i------ T\,
<>
L
; —

BBl Determinar o dominio e o conjunto imagem da

funcéo f representada pelo grafico abaixo.
y

4

Resolucao

O dominio da funcao é o conjunto das abscissas
de todos os pontos do gréafico, isto é,D(f) = [1, 5].
O conjunto imagem da fungéo é o conjunto das
ordenadas de todos os pontos do gréafico, isto &,

Im(f) =[5, 4].

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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m O gréfico ao lado repre-
senta a funcao:

£:1-4,2] ~} —%, s]

Calcule:

a) f(—4)

[EE] Verifique se o grafico abaixo representa uma funcéo
de A=[-2,4 emR.

e

4

\/ X

m O grafico a seguir representa uma fungdo g de
A = [-5,3] em R. Por qué?

d/ n

3

m Determine o dominio e o conjunto imagem da fun-
cdo f representada a seguir.

m O grafico a seguir representa uma funcao f. Determi-
ne o dominio e o conjunto imagem dessa funcéo.

Resolva os exercicios complementares 15 a 19 e 37 a 40.

O Ministério da Economia de certo pais divulgou o
balanco da inflacdo em determinado ano, apresen-
tando o seguinte grafico, em que y representa a taxa
percentual de inflagdo no més x.

Taxa percentual de inflagao

X
Més

a) Qual foi a taxa percentual de inflagdo no més 4?

b) Qual foi a menor taxa percentual de inflacdo
nesse periodo?

c) De quantos por cento aumentou a infla¢do do
meés 1 para o més 3?

d) Construa uma tabela com os dados fornecidos
pelo grafico.

e) A taxa de inflagdo é funcao do tempo? Por qué?

Um bidlogo, ao estudar uma cultura de bactérias,
contou-as num determinado instante, ao qual cha-
mou de instante zero. No final de cada uma das seis
horas seguintes, fez nova contagem das bactérias.
Os resultados dessa experiéncia estdo descritos no
grafico abaixo.

Lr/-R N .

190 f---------ooo---- .

Numero de bactérias

182 f--mmm oo .

2t
65 +----- -

32

6 Tempo (hora)

WD+--------»

a) Qual era o numero de bactérias no inicio da
contagem, isto é, no instante zero?

b) Em quanto aumentou o nimero de bactérias da
quinta para a sexta hora?

c) Em quanto aumentou o nimero de bactérias da
terceira para a quinta hora?

d) O numero de bactérias é fungdo do tempo? Por
qué?

e) Estime o nimero de bactérias no instante
5h 12 min apés o inicio da contagem.

Secéo 2.3 - Grafico de uma funcao
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Analise de funcdes

» Objetivos A linguagem grafica & cada vez mais utilizada para transmitir informa-
coes de estudos estatisticos nos meios de comunicagdo. Além de propor-
cionar, de maneira eficaz, uma sintese de informacgoes, ela permite uma
rapida leitura. Observe o grafico a seguir, que descreve a participagéo da
mulher no mercado de trabalho brasileiro no periodo de 1940 a 2000.

» Analisar graficos
de funcdes.

» Obter as raizes
de uma funcao.

> Estudar o S"Jal 4 Participacao da mulher no mercado de trabalho )
de uma funcéo. brasileiro no periodo de 1940 a 2000
» Determinar os 100
intervalos em que uma 80 —_—
funcao é crescente, é \-\
decrescente 2 60
[
ou constante. g 40
8 /
) 20 —_
» Termos e conceitos
0 T T T T T T T
* raiz de uma funcao 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000
« funcao crescente Ano
* funcao decrescente —=— Homens  —e— Mulheres ‘
« funcao constante . /

Fonte: IBGE. Anudrio estatistico do Brasil.

Uma simples leitura do gréfico fornece uma variedade de informacoes;
por exemplo:

- Em 1850, o percentual de mulheres no mercado de trabalho era menor
gue 20%.

- De 1950 a 2000, o percentual de mulheres no mercado de trabalho au-
mentou a cada década.

- Se for mantida a tendéncia de crescimento do percentual de trabalho
feminino, em breve o nimero de mulheres serd igual ao niumero de homens
no mercado de trabalho.

A Constituicao Federal
estabelece que sao proibidas
as diferencas de salarios,

de exercicio de funcdes e
critérios de admisséao por
motivo de sexo, idade, cor

ou estado civil. Apesar disso,
muitas empresas ainda
pagam salarios menores

as mulheres que exercem

0S mesmos cargos gque 0s
homens. Grupos de agéo civil
vém se organizando para
garantir os mesmas direitos
as mulheres trabalhadoras. »

A correta interpretacéo dos graficos do dia a dia depende de fun-
damentos matematicos e estatisticos, alguns dos quais ja estudamaos.
Apresentaremaos a seguir mais alguns desses fundamentas.

Capitulo 2 - Introdugéo ao estudo das funcoes
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Animacao: Situagdes que envolvem fungées.
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Y Raiz de uma funcéao

A balanga comercial de um pais em determinado periodo
é a diferenca entre o valor monetario das exportacdes e o
das importacdes, nessa ordem. Quando a balanga comercial
é positiva, dizemos que houve um superavit, e; quando é ne-
gativa, dizemos que houve déficit. Quando n&o ha superavit
nem déficit, dizemos que a balanga comercial foi nula.

Suponha que a balanca comercial de um pais va-
riou em determinado ano de acordo com a funcéo
f(t) = t2 — 7t + 10, em que t representa o tempo, em mes,
coml <t <18, e f(t) é o valor da balanga comercial em
bilhdo de dolares. Em quais meses desse ano a balanga
comercial desse pais foi nula?

Pararesponder a essa questéo, basta resolver a equacéo
f(t) = 0, isto é:

t?—7t+10=0

Calculando o discriminante dessa equacgao do 2° grau,

temos:

A=(-7F-4-1-10=9
Assim, obtemos as raizes da equacéao:
t*—7t+10=0
_—(-n=J9
21
Concluimos, entéo, que a balanga comercial foi nula nos meses 2 e 5, ou seja, em fevereiro e
maio. Os valores de t, 2 e 5, que anulam a fungéo f sdo chamados de raizes de f.

t =S t=2o0ut=5

Definimos:

Chama-se raiz (ou zero) de uma funcao real de variavel real, y = f(x), todo nimero r do do-
minio de f tal que f(r) = 0.

Ha funcdes que ndo tém raizes reais, como as funcées f(x) = x* + 1 e glx) = % Isto &, ndo

existe nenhum valor de x que faca f ou g se anularem.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

BBl indicar, se existirem, os zeros (ou raizes) da funcio No plano cartesiano abaixo, estd representado o

g(x) = x* — 9x% grafico de uma fungéo f. Quais sdo as raizes de f?

Resolucao

Os zeros de g, se existirem, sdo os valores de x que
anulam a funcao; logo, basta determinar as raizes
da equagéo g(x) = 0, isto é:

x*—9x*=0
Fatorando o primeiro membro (colocando o fator
comum em evidéncia), obtemos:

Secéao 2.4 - Anélise de funcoes

XX -9 =0
Pela propriedade do produto nulo, consideramos que Resolucéo
pelo menos um dos fatores do primeiro membro é Observando que f(—7) = 0, f(3) = 0 e f(9) = 0, con-
zero, isto é: cluimos que as raizes (ou zeros) de f sdo: —=7,3 e 9.
X¥*=00ux’*-9=0 Note que as raizes de uma fungéo f sdo as abscissas
Portanto,x = 0oux = 3oux = —3. dos pontos de interseccdo do grafico de f com o
Logo, os zeros (ou raizes) da fungdo g sdo 0,3 e —3. eixo Ox.
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I Determine as raizes de cada uma das funcées reais

Capitulo 2 - Introdugéo ao estudo das funcoes

N

88

de variavel real.

a) f(x) =x*—4x+3 e y=x"+1
b) y=5x+3 f) z(x) = x> — 6x° + 8x
¢) fx) =¥x* =9 gy=-3

d) f(x) =x*—4x’

Determine as raizes da fungao f cujo grafico é dado
abaixo.

O grafico abaixo representa a fungéo

f(x) =x*—6x + 5.

0 \/ X
Determine:

a) as abscissas dos pontos onde o grafico intercepta
o eixo Ox;

b) a ordenada do ponto onde o grafico intercepta o
eixo Oy;

c) asraizes de f.

No plano cartesiano, represente o grafico de uma

funcdo que tenha raizes —3,1e g

A trajetéria de uma bola de futebol, chutada a

partir de um ponto do campo, pode ser descrita

pela fungéo h(t) = 3t — t%, em que h(t) representa

a altura da bola, em metro, em relagdo ao campo,

e t representa o tempo, em segundo, desde o ins-

tante do chute até o instante em que a bola atinge

novamente o solo.

a) No contexto desse problema, quais sdo as raizes
da funcgao h?

b) Qual é a interpretacédo fisica das raizes da fun-
cao h?

Resolva os exercicios complementares 20 a 22.

c) Qual era a altura da bola, em relagdo ao campo
1,5 segundo apés o chute?

d) Na trajetéria descrita pela funcéo h, a bola atingiu
4 m de altura em relacdo ao campo? Justifique
sua resposta.

Uma cidade sofre enchentes periédicas com o trans-
bordamento de um rio.

M Além do excesso de chuvas, outros fatores também
causam enchentes, como o lixo jogado nas ruas,

que entope os bueiros e as galerias pluviais, e a
impermeabilizagao do solo nas areas cimentadas

e asfaltadas.

£ possivel avaliar a extensdo da enchente medindo
quanto o nivel da agua do rio esta acima de seu nivel
médio. O medidor desse nivel consiste de uma barra
graduada, em metro, perpendicular a superficie do
rio, conforme mostra a figura:

A graduacéo zero corresponde ao nivel médio do
rio; as graduagoes positivas correspondem a altu-
ras acima do nivel médio; e, as negativas, a alturas
abaixo do nivel médio.

Em certo ano, o nivel da 4gua pode ser represen-
tado pela fungéo f(t) = t* — 9t — 9> + 81, em que
f(t) representa o nivel da 4gua, em centimetro, e t
representa o tempo, em més, com 1 <t < 12. Em
que meses desse ano o nivel da dgua do rio esteve
em seu valor médio?

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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1Y Estudo do sinal de uma funcéao

0 grafico ao lado descreve a temperatura y
y de uma regido, em grau Celsius, em fungao
do tempo x, em hora, no intervalo de 4 as 17
horas de certo dia.

A analise do grafico permite concluir que

a temperatura y foi:

+ positivaparad=x<8oul2<x=<17;

+ negativa para 8 < x < 12;
+ nula (0 °C) parax = 8 ou x = 12.

Essa analise representa o estudo do sinal da temperatura em funcéo do tempo no periodo
considerado.

Estudos como esse podem ser generalizados para qualquer funcéo real de variadvel real da
seguinte maneira:

Sendo f uma funcéo de dominio D, dizemaos que:
- f é positiva para um elemento x, com x € [, se, e somente se, f(x] > 0;
- f & negativa para um elemento x, com x € [, se, e somente se, f(x] < 0;

- fse anula para um elemento x, com x € [, se, e somente se, f(x] = 0. Nesse caso, x & raiz
da funcao.

Exemplos

a) Dada a funcéo f: R — R tal que f(x) = x* — 4, temos:
- afuncao é positiva para x = —3, pois f(—3) = (—3)° — 4 = 5;
- afuncao é negativa para x = —1, pois f(—1) = (-1)? — 4 = —3;
- afuncao se anula para x = 2, pois f(2) = 2° — 4 = 0.

Nesse exemplo, 2 € uma raiz da fungéo f (podemos dizer, também, que 2 &€ um zero da

funcao f).
Note que o sinal da fung&o para um elemento x do dominio & o sinal de f(x], n&o o sinal
de x.

b) Considere o grafico ao lado (em roxo) de %

uma funcgéo f. Podemos estudar o sinal de
f analisando seu grafico.

Dada a fungéao f, temos:

+ para todo x, com —3 < x < 8, temos
f(x) > 0. Por isso, dizemos que a funcéao
f & positiva para —3 < x < B;

+ para todo x, com —7 < x < —3 ou
8 <x =<11,temos f(x) < 0. Por isso, dize-
mos que f é negativa para -7 < x < —3
ouB < x=<1]

+ parax = —3 oux = 8, afuncédo se anula,
ou seja, f(—3) = f(8) = 0 (os numeros —3
e 8 s&o as raizes da fungao).

Note gue as raizes da funcéo séo as abscis-
sas dos pontos de interseccéo do grafico
com o eixo Ox.

Secéao 2.4 - Anélise de funcoes
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

m O grafico abaixo representa uma funcéo

f:[~4,8[— R

Determinar:

a) Os valores de x para os quais f(x) > 0.
b) Os valores de x para os quais f(x) < 0.
c) Os valores de x para os quais f(x) = 0.

Resolucdo

Lembramos que o simbolo “bolinha vazia” (0) exclui
o ponto do grafico; que o simbolo “bolinha cheia”
(@) inclui o ponto no grafico; e que f(a) é a ordenada
do ponto do grafico cuja abscissa é a. Assim:

a) devemos determinar todos os valores do dominio
da funcdo cujas imagens, através de f, sejam po-
sitivas. Esses valores sdo todos os nimeros reais
do eixo Ox tais que:

—4<x<-30u2<x<6

b) devemos determinar todos os valores do dominio
da funcdo cujas imagens, através de f, sejam
negativas. Esses valores sdo todos os numeros
reais do eixo Ox tais que:

X=-40u-3<x<20ub6<x<8

c) devemos determinar todos os valores do do-
minio da funcdo cujas imagens, através de f,
sejam iguais a zero. Esses valores, chamados
de raizes da funcao, sdo as abscissas dos pontos
de interseccdo do grafico com o eixo Ox. Assim,
temos:

Xx=-3o0ux=20ux=6

A Bolsa de Valores de Sdo Paulo - Bovespa — era a
bolsa oficial do Brasil até realizar a fusdo com a
BM&F, que culminou com a criagdo de uma nova
instituicdo, denominada BM&F Bovespa, em 8 de
maio de 2008. Sua sede fica no centro da cidade
de Sao Paulo e seu principal indice econémico é o
Ibovespa.

O gréfico a seguir descreve o Ibovespa (Indice da
Bolsa de Valores do Estado de Sdo Paulo) f(t), em
porcentagem, em func¢do do hordario t, em hora,
desde o inicio do pregéo, as 10 h, até o fechamento,
as 18 h, de determinado dia.

f(t)

a) Qual foi o maior valor atingido pelo Ibovespa nes-
se dia? Em que horario esse valor foi atingido?

b) Qual foi o menor valor atingido pelo Ibovespa
nesse dia? Em que horario esse valor foi atin-
gido?

c) Em que horérios desse dia o Ibovespa foi nulo?

d) No periodo do pregdo, em que horarios o Ibovespa
esteve positivo?

e) No periodo do pregdo, em que horarios o Ibovespa
esteve negativo?

Resolugao

a) Observando que f(11) = 2,5 e que 2,5 = f(t) para
qualquer t do dominio de f, concluimos que o
maior valor do Ibovespa nesse dia foi 2,5% e que
esse valor foi atingido as 11 horas.

b) Observando que f(14) = —0,7 e que —0,7 < f(t)
para qualquer t do dominio de f, concluimos que
o menor valor do Ibovespa nesse dia foi —0,7% e
que esse valor foi atingido as 14 horas.

c) Afuncdo fse anula nos pontos de interseccgao do

grafico com o eixo das abscissas. Logo, o Ibovespa

foi nulo as 13 horas e as 16 horas.

Cada ponto do grafico é da forma (t, f(t)), por-

tanto, os pontos que tém f(t) > 0 sdo aqueles

localizados acima do eixo Ot. Esses pontos tém

a abscissa t obedecendo a condi¢do 10 <t < 13

ou 16 < t < 18. Logo, no periodo do pregdo, o

Ibovespa esteve positivo antes das 13 horas e

depois das 16 horas.

e) Cadaponto do gréafico é da forma (t, f(t)), portanto,
os pontos que tém f(t) < 0 sdo aqueles localizados
abaixo do eixo Ot. Esses pontos tém a abscissa
t obedecendo a condigdo 13 < t < 16. Logo, no
periodo do pregdo, o Ibovespa esteve negativo
entre 13 e 16 horas.

d

=
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E O gréfico abaixo representa uma funcao f de [-8, 8] E No plano cartesiano abaixo, estdo representados os
em R. graficos de duas funcoes, f e g, de dominio [-2, 4] e

10 contradominio R.

Classifique cada afirmacao a seguir como verdadeira

(V) ou falsa (F).
a) f(-8) > f( )
b) f(0) >
C)) ?E e ) Classifique como verdadeira (V) ou falsa (F) cada
d) f(4) > aﬁrmagéo:
o f2) < a) f(3) > g 9(2)>0
b) f(2) < h) g(0) >0
) f(T) =0 9 f) > i) f(2] - o -2|
g) Se4 <x <8, entdof(x) >0 .
h) Se 4 < x < 8, entdo f(x) > 0. 4 f1) = J) §6) - 9(3) < 0
i) Se —7 < x < 4, entdo f(x) < 0. e) f(0) < K) f(E) : g(ﬁ <0
j) Sef(x) >0, entdo —8 <x < —7 ou4 < x < 8. f) 9(3) > 10/ 10

Resolva os exercicios complementares 23 e 24.

1) Variacao de uma funcao

Para limpar uma camara frigorifica, um operario desligou
os motores as 3 h, guando a temperatura interna da camara
era 7 °C. A limpeza foi realizada das 3 h as 9 h, e nesse pe-
riodo a temperatura subiu de 7 °C para 15 °C. Apds o término
da limpeza, os motores foram religados, de modo que, das
9 h as 18 h, a temperatura desceu de 15 °C para5°C e, a
partir dai, permaneceu constante em 5 °C.

Reprodugéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

Apds oregistro das temperaturas no interior da camara
das 3 has 24 h, constatou-se que o grafico abaixo represen-
taafungéo f gue expressa a temperaturay, em grau Celsius,
no interior da cdmara em fungéo do tempo x, em hora.

Temperatura (°C)
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Destacamos nesse grafico que:

- Nointervalo de 3 h a9 h, quanto maior o tempo, maior € a temperatura, isto &, se {x;, x,} C [3, 9],
com x, > xy, entdo flx,) > f(x,). Por isso, dizemos que a fung&o f é crescente no intervalo
[3, 9l.

Temperatura (°C)

24 Tempo (h)

Uma funcgao f é crescente em um subconjunto A do dominio de f se, e somente se, para quais-
guer numeros x; e X, de A, com x, > x;, @ imagem de x, € maior que a imagem de x, atraves
de f. Isto e, f & crescente se, e somente se:

Xt CAex, >x = flx) > Flx)

- Nointervalo de 9 ha18h, gquanto maior o tempo, menor é a temperatura, isto &, se {x;, xo} C [9, 18],
com x, > xy, entdo f(x.) < flx;). Por isso, dizemos que a fungéo f & decrescente no intervalo
[9,18].

Temperatura (°C)

Tempo (h)

Uma funcéo f é decrescente em um subconjunto A do dominio de f se, e somente se, para
guaisquer numeros x; e x, de A, com x, > x;, @ imagem de X, € menor que a imagem de x;
atraves de f. Isto €, f & decrescente se, e somente se:

Xt CAex, > x = flxo) < flx)

Capitulo 2 - Introdugéo ao estudo das funcoes
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+ No intervalo de 18 h a 24 h, a temperatura & sempre a mesma para qualquer valor do tempo, isto
¢, para qualguer x pertencente ao intervalo [18, 24], f(x) = 5. Por isso, dizemos que a funcéo f &
constante no intervalo [18, 24]

Temperatura (°C)

|
|
|
|
|
|
|
|
4

|
|
|
|
|
|
|
|
4

18 X, X, 24 Tempo (h)

Uma funcgao f é constante em um subconjunto A do dominio de f se, e somente se, para
qualguer numero x de A, temos f(x] = k, sendo k uma constante real.

@ Conteudo digital Moderna PLUS http://www.modernaplus.com.br W
Texto: Taxa média de variagdo de uma fungdo.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

m Mostrar que a funcéo f(x) = 3x + 2 é crescente em b>a

todo o dominio R.

Resolucao
Vamos considerar dois nimeros reais quaisquer, x,
e X,, tais que: x, > x,
Multiplicamos por 3 ambos os membros dessa de-
sigualdade: 3x, > 3x,
Adicionamos 2 a ambos os membros da ultima
desigualdade, obtendo:

3x, +2>3x, +2

Ny

P—

Assim, provamos que, para quaisquer numeros reais
X; € X,, Com X, > Xy, temos f(x,) > f(x,). Logo, f é uma
funcdo crescente.

(Nota: Também poderiamos ter esbocado o grafico
de f e, com ele, concluir que f é crescente em todo
o dominio da funcéo.)

Durante certo periodo, as temperaturas de uma
regido foram registradas e constatou-se que, em de-
terminado dia, a temperatura f(t), em grau Celsius,

+t

pode ser representada pela funcao f(t) = 3 , em

qualquer instante t,em hora, comt > 0. Mostrar que
a temperatura decresceu ao longo desse dia.

Resolucgao

Mostraremos que f é uma fung¢do decrescente para
t > 0. Para isso, vamos considerar dois instantes, a
eb,com 0 < a < b, assim, temos:

a>0=>—-<

b>0

S
ISHIE

Multiplicamos por 3 ambos os membros dessa de-
sigualdade:

3.3

b a
Adicionamos 1 a ambos os membros da desigual-
dade:

3,9-3,4 3tb _3+a

b a a
(R —
f(b) fla)

Com isso concluimos que, para quaisquer nimeros
a e b do dominio de f, temos:

b>a = f(b) <f(a)
Ou seja, a funcao f é decrescente em todo o dominio
de f. Logo, no contexto do problema, mostramos que
a temperatura decresceu ao longo do dia.

Construir o grafico da fungao f(x) = 4.

Resolugao

Para qualquer valor x do dominio R, temos f(x) = 4;
logo, o grafico de f é uma reta paralela ao eixo O,
formada por todos os pontos de ordenada 4.

y
4

X

Nesse caso, a funcéo f é constante em todo o seu
dominio.

Secéao 2.4 - Anélise de funcoes
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E Uma funcao f é representada pelo grafico abaixo. do tempo, desde o momento da partida da cidade
A até o momento da chegada a cidade B.

E Um estudo de doze anos analisou a variagdo do nu-
mero de animais silvestres em uma reserva florestal.
Essa variagdo é descrita pelo seguinte grafico:

a) Em que intervalo(s) do dominio a funcgéo f é

crescente?
b) Em que intervalo(s) do dominio a funcéo f é de- g 10
crescente? E 130
c¢) Em que intervalo(s) do dominio a funcgédo f é o 120 -
constante? g 110
(]
m Classifique como crescente, decrescente ou cons- § 122 /

tante cada uma das fungées f, g, h e p descritas

nos itens seguintes. Escreva um texto no caderno 80
explicando seu raciocinio. 70
a) De janeiro a junho de 2010, o preco de uma 60 /

mochila era R$ 52,00, ndo sofrendo alteracéo.

A funcao f fornece o preco dessa mochila em %0
funcéo do tempo, de janeiro a junho de 2010. 40
b) Uma mangueira ligada a uma torneira alimenta 30
uma piscina. A fungdo g fornece o volume de 20
dgua contida na piscina em fungdo do tempo, 10

desde a abertura da torneira até o completo
enchimento. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Tempo (ano)

Sabendo que todos os animais sdo nativos da pré-
priareserva e que nenhum deles jamais foi retirado
de 13, pode-se concluir que, durante esse estudo,
o numero de nascimentos foi igual ao nimero de
mortes de animais no intervalo:

a) de0a2anos d) de7 a9anos

b) de 2 a4 anos e) de 9 a 12 anos

c) de4 a6 anos

E O grafico abaixo apresenta a temperatura y, em grau
Celsius, em uma regido, em fungao do tempo x, em
hora, ao longo das 24 horas de um dia de inverno.

y

c) Um ralo escoa a 4gua de uma piscina. A funcao :23
h fornece o volume de agua contida na piscina
em funcao do tempo, desde a abertura do ralo 0 X

até o esvaziamento total.
d) Um motorista parte com seu automével da cidade

Capitulo 2 - Introducéo ao estudo das fungdes

N A com destino a cidade B, parando apenas duran- Determine os intervalos de tempo em que:
’ te uma hora para almogar. A func¢éo p expressa a a) a temperatura foi crescente.
distancia percorrida pelo automével em fungao b) a temperatura foi decrescente.

ds]
=
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(Ufac) O gréfico abaixo é de uma funcédo f definida
no intervalo [-2, 4].

iz

4 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,

-2 /-1 9 1

Considere as proposigoes:
I. A funcdo é crescente somente no intervalo

[~2, -1].
II. A funcédo g(x) = f(x) + 2, com —2 < x < 4, é tal
que g(—2) = 0.

I1I. No intervalo [—1, 1] a fungdo é constante.

IV. A funcdo possui exatamente trés raizes no in-
tervalo [-2, 4].

Com relagdo as proposicoes I, II, 111 e 1V, é correto

afirmar que:

a) todas sao verdadeiras;

b) todas sao falsas;

c) apenas a afirmacao IV é falsa;

d) apenas a afirmacéo I é falsa;

e) as afirmagodes I e II sdo falsas.

m Usando a defini¢ao de fungao decrescente, mostre
que a funcgdo y = 5 — 2x é decrescente em todo o
seu dominio.

E Em um trecho de uma estrada, a velocidade v de
um caminhdo, em quilédmetro por hora, em fun-
cdo do tempo t, em hora, pode ser calculada por
u(t) = 6t + 60.

Resolva os exercicios complementares 25 e 41 a 43.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

N Exercicios técnicos

“ Para que valor real de t o ponto A(% +1; 2t - 4)

pertence ao eixo das ordenadas?

E Represente no plano cartesiano:
a) todos os pontos (x, y) tal que x = 0
b) todos os pontos (x,y) tal quey = 0
c) todos os pontos (x, y) tal que y = x
d) todos os pontos (x,y) tal que y = —x

n No plano cartesiano, um tridangulo tem vértices A(1, 0),
B(5, 0) e C(3, 6).
a) Calcule a area do tridangulo ABC.
b) Calcule o perimentro do tridangulo ABC.

a) Durante esse trecho, sejam t, e t, dois valores
quaisquer do tempo, em hora. Mostre que se
t, > t,, entdo v(t,) > u(ty).

b) De acordo com o que vocé demonstrou no item a,
é possivel concluir que o caminh&o esteve em mo-
vimento acelerado ou retardado? (O movimento
é acelerado ou retardado conforme a velocidade
v do caminhdo seja crescente ou decrescente.)

Durante certo periodo, o volume v, em litro, de dgua

contida em uma piscina variou em fung¢ao do tempot,

em hora, de acordo com a funcgao v(t) = 90.000 — 10t.

a) No periodo considerado, sejam t, e t, dois valo-
res quaisquer do tempo, em hora. Mostre que
se t; > t,, entdo vu(t;) < u(ty).

b) De acordo com o que vocé demonstrou no item
a, é possivel concluir que a piscina estava sendo
enchida ou esvaziada, no periodo considerado?

Considere a fungéo f cujo dominio é o salario médio
dos executivos de uma empresa, calculado a cada
meés, e o contradominio é o conjunto dos nime-
ros reais, tal que f(x) é a diferenca entre o salario
médio dos executivos e o saldrio médio dos outros
funcionarios da empresa, nessa ordem, calculado

a cada més.

a) Sob que condigOes essa fungdo é crescente?

b) Sob que condigbes essa fungédo é decrescente?

c) Sob que condigOes essa fungdo é constante?

d) Se o saldrio médio dos executivos crescer e
também crescer o saldrio médio dos outros fun-
cionarios, é possivel que a funcdo f decresca?
Explique.

n O quadrilatero OPQR, representado no plano carte-

siano a seguir, é um paralelogramo. Determine as
coordenadas do ponto Q.

y

45°

Secéao 2.4 - Anélise de funcoes
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O diagrama ao lado
representa uma
funcaof: A— B, sen-
do k uma constante
real.

Determine o nume-
ro k, sabendo que

2
L
f@) - f0)
Sendo a fungédo f: R — R tal que f(x) = 3x* — x, de-
termine:
a) Oelemento do contradominio de f que é imagem
do numero 5.
b) O(s) elemento(s) x do dominio de f que possui
(possuem) como imagem o nimero 2.

Uma funcéo f: R¥ — [R* é tal que f(2) = 5, f(3) = 8 e
f(a-b) = f(a) - f(b), ¥V a, b, com {a, b} C R*. Calcule:
a) f(6) <) f(27) e) f(1)

b) f(4 4 £72) n 12
Obtenha o conjunto dos valores reais de x para os

quais estd definida cada funcéo a seguir (essa é ou-
tra maneira de pedir o dominio de uma fungao).

3
a x=4
) J) X' —5x°+ 4
5
b)y= +41—-x
)y x*— 16
1 2
c) ux) = ———+Vx*+1
) U = s
d)vx) = -7 — J5-2x
x> -3

(FCC) Para que valores reais de k a fungdo real de

variavel real f(x) = — 1 . tem como dominio
X2 —

o conjunto R?

a)k>1 c k<1 e) k#1

b) k=1 d k=1

(UFRN) Seja f: D — IR, com D C R, a fung¢do definida
1
orf(x) =J5—x +
por f(x) = e

. O dominio D é:

x+1
a) [-1,5] d) -1, 5]
b) [5, +eof €) 15, +eo[ — {1}
C) ]5, +00[

(UFPE) A funcéo f: R — R definida por f(x) = x> + 9

tem como conjunto imagem:

a) {y e Rly =3} d) R,
b) {y € R|y < 4} e) IR*
¢ {yeR|y=4}

Esboce o gréfico de cada funcdo a partir de alguns
pontos obtidos por uma tabela de valores x e y.

a) y=-x e)y—g iyy=1
b)y=x-2 Hy=—5  jy=-m
dy=§ gy =
dy=(-3*  my=|3f

m Em uma funcéo y = f(x), dizemos que x e y sdo inver-

samente proporcionais se, e somente se, para qual-
quer (x,y) € ftem-sex -y = k, em que k é uma cons-

tante real ndo nula. Por exemplo, na fungao y = %

as varidveis sdo inversamente proporcionais, pois
X -y = 2 para qualquer par ordenado (x, y) da funcao.

a) Sex ey sdoinversamente proporcionais, descreva
a forma do gréafico de y em funcédo de x no caso
emquex-y=k,comk>0.

b) Sexeysaoinversamente proporcionais, descreva
a forma do gréafico de y em funcédo de x no caso
emquex-y=k,comk<0.

Esboce o grafico de cada funcgéo.
f-2x"+ 1
a) h(x) = X -2x+ 1
) g = X2
2
b _X —5x+6
) s = L2+ 8

A figura abaixo é o grafico de uma funcao f.

| w

Classifique cada uma das afirmacdes a seguir como
verdadeira (V) ou falsa (F).

3
a) (5, —3) ef
b) O ponto de f de abscissa 4 é o ponto (4, 0).
c) Oponto de fde abscissa —2 tem ordenada menor
que 2.
d) Existe apenas um ponto de f com ordenada —3.
e) Existe apenas um ponto de f com ordenada 3.

f) Existem exatamente trés pontos de f com orde-
nada 2.

(Ufal) Seja f, de R em IR, uma funcdo definida por
f(x) = mx + p,em que m e p sdo constantes reais. Se
os pontos (-2, 7) e (2, —1) pertencem ao grafico de
f,entdom — p éigual a:
a) —6 b) -5 c) -3 d) 1 e) 6

(Fuvest-SP) A figura a seguir representa o grafico de

uma funcao da forma f(x) = X I ;, para —1s=x=<23.
X

a) Determine os valores de a e b.
b) Calcule f(3) — f(—1).

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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BBl Uma relacio de A = {1,3,5}em B = {1, 1, 2, 4, 5}
tem o seguinte grafico:

Essa relagdo é uma func¢do de A em B? Por qué?

m Determine o dominio e o conjunto imagem da fun-
cao f representada a seguir.

y
6

5

-2

m Encontre, se existirem, as raizes das seguintes fun-
goes:
2 X
3y = x-3 x+3
b)y=x*-3x¥-4
) hx)=x>+x>-3x—3
d) t(x) =Jx+6 —x

e) y=4x+9
f) fx) =5
g 9(x) =0

E (Uerj) O grafico a seguir é a representacdo cartesiana
da funcdo f(x) = x> + ax® + bx + 3.

y

Asomaa + b éigual a:
a) 4 c) 2 e 0
b) —4 d) -2

E (UFRN) A soma de todos os zeros da funcao
f(x) = (x> — 5x + 4)(x* — 16) é&:
a) 5 c) 7 e 9
b) 6 d) 8

m No plano cartesiano abaixo, estdo representadas

duas funcoes, f e g, de dominio [-3, 6] e contrado-
minio R.

Determine os valores de x tais que:

a) f(x)=0 e) g(x) >0

b) g(x) =0 f) gx) <0

o fx)>0 g f(x)-g(x) <0

d) f(x) <0 h)f(_x)>o
9(x)

As semirretas representadas nos planos cartesianos
abaixo representam duas fungoes f e g.

y
f
X
y
X
g
Considerando a funcao h definida por h(x) = %, para
a(x

qualquer x, com x € R, podemos afirmar que:

a) a funcao h possui pelo menos uma raiz.

b) todos os pontos do grafico da fungdo h estdo
acima do eixo Ox.

c) todos os pontos do gréfico da fungdo h estdo
abaixo do eixo Ox.

d) hé pelo menos um ponto do grafico de h cuja
ordenada é positiva.

e) h(0)-h(1) =0

»
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Aplicando as defini¢coes de fungdo crescente e
funcdo decrescente, prove que a fungdo y = x* é
crescente para x > 0 e decrescente para x < 0.

N Exercicios contextualizados

Para o controle do trafego metroviario, um sistema
cartesiano ortogonal foi associado ao plano por
onde transitam os trens do metré de uma cidade.
Duas estagoes, P e Q, sdo ligadas por um trajeto
retilineo e podem ser determinadas pelos pares
ordenados P(1, 7) e Q(4, 11), em que as coordenadas
estdo em quilémetro. Qual é a disténcia percorrida
por um trem no trajeto PQ?

Um edificio tem sé um apartamento por andar,

exceto no andar térreo, onde hé apenas a recepgao.

Os andares sdo numerados a partir do zero: O (tér-

reo), 1 (primeiro andar), 2 (segundo andar) etc., e os

apartamentos sd@o numerados a partir do namero

1, do primeiro ao ultimo andar: 1, 2, 3, ..., respecti-

vamente.

Considere a correspondéncia que associa cada

namero de andar a um numero de apartamento.

Desse modo:

a) o numero 0 de andar esta associado a que nua-
mero de apartamento?

b) o nimero 2 de andar estd associado a que nu-
mero de apartamento?

c) a numeracdo dos apartamentos é fungdo da
numeracdo dos andares? Por qué?

Por meio de um estudo sobre o consumo C de energia

elétrica de uma fébrica, em quilowatt-hora, em fun-

cao do tempo t, em dia, concluiu-se que C = 400t.

a) Qual é o consumo de energia elétrica dessa fa-
brica em 8 dias?

b) Quantos dias sdo necessarios para que 0 consu-
mo atinja 4.800 kWh?

c) Se a empresa adquirir uma maquina que con-
suma 200 kWh diarios, qual serd a equagao que
descreve o consumo total da fabrica em funcao
do tempo?

(Uepa) O empregado de uma empresa ganha men-
salmente x reais. Sabe-se que ele paga de aluguel

R$ 120,00 e gasta % de seu saldrio em sua manu-
tengao, poupando o restante. Entao:

a) encontre uma expressdo matematica que defina
a poupanca P em funcdo do seu saldrio x.

b) para poupar R$ 240,00, qual devera ser seu salario
mensal?

(UCSal-BA) Um restaurante cobra de seus clientes
um preco fixo por pessoa: R$ 15,00 no almogo e
R$ 12,00 no jantar. Certo dia, dos 120 clientes que
compareceram a esse restaurante, x foram atendi-
dos no jantar. Se foram gastos R$ 6,00 no preparo
de cada refeicao, a expressao que define o lucro L,
em reais, obtido nesse dia, em funcao de x, é:

a) L(x) = 120x — 720

b) L(x) = 1.440x — 720
c) L(x) = —6x + 1.440
d) L(x) = —4x + 720

e) L(x) = —3x + 1.080

E Em uma refinaria de petréleo, uma rachadura num

reservatério de gasolina provocou um grande va-
zamento. Os técnicos responséveis pelo conserto
estimaram que, a partir do instante em que ocorreu
a avaria, o volume V de gasolina restante no reserva-
tério (em quilolitro) em funcdo do tempo t (em hora)
podia ser calculado pela lei: V(t) = —2t* — 8t + 120.

a) Qual era a quantidade de gasolina restante no
reservatério 3 horas depois da ocorréncia da
avaria?

b) Calcule a capacidade desse reservatério sabendo
que ele estava completamente cheio no momen-
to em que ocorreu a rachadura.

c) Qualsera o tempo necessario para que o reserva-

tério fique vazio, caso os técnicos ndo consigam

realizar o conserto?

Para que os técnicos consigam salvar 80% da ga-

solina do reservatorio, em quanto tempo deverdo

realizar o conserto?

d

=

(UEL-PR) Tome uma folha de papel em forma de
quadrado de lado igual a 21 cm e nomeie os seus
vértices A, B, C, D, confrme a figura 1. A seguir,
dobre-a, de maneira que o vértice D fique sobre o
“lado” AB (figura 2). Seja D’ esta posigao do vértice
DexadistdnciadeAaD'.

D C
A B
Figura 1
A X D’ B
Figura 2

A funcdo que expressa a area do tridnculo retdngulo
sombreado em funcdo de x é:

—x° + 441x 441 — x*
a) A=— "= d) A=
42 84
b)A=x3—441x e)A=441—x2
84 42
X%+ 441x
c) A= P
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[EE} (Unifesp) A tabela mostra a disténcia s em centime-

tro que uma bola percorre descendo por um plano
inclinado em t segundos.

t S
0 0
1 32
2 128
3 288
4 512

A disténcia s é funcdo de t dada pela expressdo
s(t) = at® + bt + ¢, onde a, b, ¢ sdo constantes. A dis-
tancia s em centimetros, quando t = 2,5 segundos,
éigual a:

a) 248 b) 228 ) 208 d) 200 e) 190

Uma maquina fabrica 2 metros de corda por minuto.
a) Complete a tabela abaixo com a producao de corda
dessa méaquina, em metro, para os seguintes tem-
pos de funcionamento da méquina, em minuto.

Tempo (min) Produgéo (m)

0

1

b) Os valores do tempo e os correspondentes va-
lores da producgdo dessa maquina sao direta ou
inversamente proporcionais? Por qué?

c) Indicando por y a produgdo, em metro, para o
funcionamento de x minutos da méquina, qual
é a equagdo que expressa y em fungao de x?

d) Qual é o grafico da fungdo do item c admitindo-se
qualquer valor x do tempo, com x = 0?

No més de janeiro de 2009, uma industria gastou

R$ 28.800,00 com o consumo de 1.600 hL (hectolitros)

de bleo diesel. Nao houve alteragdo no preco do 6leo

diesel em 2009.

a) Qual foi o gasto, em real, dessa industria com
6leo diesel em novembro, quando o consumo foi
de 2.200 hL de diesel?

b) Indicando pory o gasto dessa industria, em real,
com x hL de diesel, qual é a equagdo que expressa
y em funcao de x?

c) Na funcao do item b, as varidveis x e y sdo dire-
tamente proporcionais? Por qué?

d) Qual é o grafico da fung¢do do item b admitindo-se
qualquer valor x para o consumo, com x = 0?

Considere que a populacao de insetos que so-
brevivem numa plantacdo é inversamente pro-
porcional a quantidade de agrotéxicos utilizada
para combaté-los. Quando se utilizaram 10 L de
agrotoxicos, a populagdo sobrevivente foi estimada
em 2.000 insetos.

a) Quantos litros de agrotéxicos deveriam ter sido
utilizados para que a populacdo de insetos so-
breviventes fosse reduzida a 400 individuos?

b) Dé a lei que expressa a populacgdo sobrevivente
f(x) de insetos na plantacao em fungao da quan-
tidade x, em litro, de agrotéxicos utilizada.

c) Considerando a func¢do f obtida no item anterior,
complete a tabela abaixo e represente no plano
cartesiano os pontos obtidos.

Quantidade de . Populagé'o de
agrotoxicos (litro) |nse!:os_[r:|umer0
de individuos)
X flx)
5
10 2.000
16
20
25
32

(Vunesp) Uma empresa farmacéutica lancou no

mercado um analgésico. A concentracdo do anal-
gésico, denotada por C(t), em decigrama por litro de
sangue, t horas apos ter sido administrado a uma
pessoa, estd representada no grafico esbogado a
seguir. Sabe-se que esse analgésico sé produz efeito
se sua concentragao for superior a 1 decigrama por
litro de sangue.

C () (decigramal/litro)

fo> 30—

0,8 t (hora)

(Obs.: o grafico nao estd em escala.)

Analisando o grafico, determine:

a) apds ter sido administrado, quantos minutos
decorrerdo para que o analgésico comece a fazer
efeito;

b) por quanto tempo a acdo do analgésico perma-
necera.

AN
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m O gréfico abaixo apresenta o volume de dgua, em
litro, de um reservatério em funcdo da altura do
nivel da 4gua, em decimetro.

Volume (L)
301,44 t------------
251201 -
| | Um engenheiro, estudando a vazao de um rio em
litro por segundo (L/s), construiu o grafico abaixo,
que mostra a vazao em funcao da altura limnimé-
0 5 8 Altura do nivel trica, em metro.
da agua (dm)
Vazao (L/s)
685
a) Qual é o volume de dgua quando o nivel da agua 678,8
atinge 5 dm?
b) Qual é o volume de dgua quando o nivel da agua 639,2
atinge 8 dm? 628.8
c) Qual é a variagdo do volume de agua quando o
nivel varia de 5 a 8 dm? 606
m O gréfico a seguir representa o crescimento de uma )
planta, em centimetro, em funcdo do tempo, em m%ﬁwétrica (m)
semana.
a) Qual é a vazdo do rio para a altura limnimétrica
Altura da zero?
planta (cm) b) Qual é a vazdo do rio se ele estiver 4 m acima do
nivel normal?
30~ s - c) Se orio se mantiver, durante 2 horas, 3 m acima
do nivel normal, qual serd a vazdo total nesse
25 periodo de tempo?
| 1 d) Sabendo que ocorre enchente somente se a vazao
chega a 40.000 litros por minuto, havera enchente
151 ! se o rio estiver 3 m acima do nivel normal?
m O grafico a seguir mostra a velocidade v de um
automével em funcio do tempo t.
} } } v (m/s)
0 1 2 3 Tempo 8 T~
(semana) | |
a) Qual era a altura da planta ao final da terceira
semana?
b) Qual foi o crescimento da planta durante a ter- | |
ceira semana?
c) Durante qual das trés semanas registradas ocor-
reu o maior desenvolvimento da planta? 1 1
m Em épocas de chuvas, as enchentes provocadas pelo o ’ ’ v
transbordamento de rios e cérregos causam gran- 2 7 10 t(s)
des problemas. A incidéncia de enchentes pode ser ) . 3
prevista pela anélise da vazdo de um rio em funcéo a) Em que intervalo(s) de tempo a velocidade &
de sua altura limnimétrica. A altura limnimétrica crescente?
é medida com o limnégrafo, que registra continua- b) Em que intervalo(s) de tempo a velocidade é
N mente a variacdo do nivel de um rio, adotando como decrescente?
nivel normal ou nivel 0 (zero) o nivel do rio fora da c¢) Em que intervalo(s) de tempo a velocidade é
’ estacdo de chuvas. constante?

100
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I (Unifor-CE) No grafico abaixo, tem-se a evolucdo

do produto interno bruto (PIB) brasileiro nas duas
ultimas décadas do século XX, tomando como base
o valor de 100 unidades no ano de 1979.

160

150 &
140 /
130 /_’AW/
120 &

110 /

100

798081828384 858687 888990919293 94 9596 97 98

Fonte: IBGE
(Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica)

De acordo com esse grafico, é correto concluir que:

))) EXERCICIOS DE REVISAO CUMULATIVA

“ A regido sombreada do diagrama abaixo representa:

A B
(0]
a) ANBNC)— (AUB)
b) (AUBUC)—(ANBNCQ)

d [ANB)UANC)]-(ANBNC)
d) [ANB)UANCUBNC]-(ANBNC)
e) (AUB)N(AUB)N(BUC)

a) Os valores do PIB foram crescentes no periodo
de 1980 a 1989.

b) Os valores do PIB foram decrescentes no periodo
de 1987 a 1992.

c) Adiferenca entre os valores do PIB dos anos 1989
e 1987 foi igual & dos anos 1992 e 1990.

d) Os valores do PIB foram sempre crescentes.

e) O crescimento do valor do PIB foi maior no pe-
riodo de 1979 a 1980 do que no periodo de 1993
a 1994.

Durante certo periodo, a pressdo interna p de um
recipiente variou em func¢éo do tempo t conforme

a fungdo p(t) = t+1

,em que as unidades dep et

sdo atmosfera e minuto, respectivamente. Mostre
que durante esse periodo a pressio decresceu com
o passar do tempo.

Ao concluir o estudo deste capitulo, resolva
estes exercicios, que envolvem alguns assuntos
estudados nos capitulos anteriores.

E Sejam A e B conjuntos quaisquer. Se x € Aou x &€ B,

entdo, em relagdo a um universo U, podemos con-
cluir que:

a) xEA'

b) xe B’

c) xE (A" UB)

d) xe (ANB)

e) xE (A’ NB)

Classifique como verdadeira (V) ou falsa (F) cada

proposicao a seguir.

a) Se o numero x + y é irracional e x é racional,
entdo y é irracional.

b) Se o produto xy é um numero irracional e y é
irracional, entdo x é irracional.

. X - ., . . 3
c) Se o quociente y é um numero irracional e x é

irracional, entdo y é racional.
d) Sen € IN* e Va é irracional, entdo a € N.

»
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ANALISE DA RESOLUCAOD

) Um aluno resolveu o exercicio abaixo, conforme reproduzido a seguir. Observe a
resolucéo e reflita sobre o comentario.

Exercicio

Considerando a funcao f: R* — R, com f(x) = 1:

a X
a) esboce seu grafico;
b) descreva os intervalos onde f é crescente, decrescente ou constante.

Resolucao

)

x¥

) QA Juncde £« deoascedtt g Fede aow demimie,

Erpapo!

Comentario

a) O esboco do grafico apresentado esté correto. Poderiamos, ainda, acrescentar que os
eixos Ox e Oy sdo assintotas do grafico, isto é, a distancia entre o grafico e cada um
dos eixos tende a zero.

b) A resposta que o aluno deu a esse item é incorreta, pois, para que f fosse decrescente
em todo o dominio R*, deveria ser obedecida a seguinte condicdo: “para quaisquer x,
e X, pertencentes a R*, com x, > x;, tem-se f(x,) < f(x,)”. Verifique que essa condicao
nao é obedecida para todos os valores do dominio.

) Agora, refaca a resolucéo do item b, corrigindo-a.

»
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Capitulo Algumas funcoes e
conceitos fundamentais

Instrumentos analdgicos de medida utilizam uma forma de
medicdo ou representacdo de grandezas na qual um sensor
ou indicador acompanha de modo continuo a variacdo da
grandeza que estd sendo medida ou representada. Nesses
instrumentos, a variacdo da grandeza é associada ao

Neste capitulo, estudaremos
algumas funcgoes e suas
propriedades, além de
trabalhar a composicao

e a inversao de fungoes.

deslocamento de um sinalizador (como um ponteiro).
Cada deslocamento indica uma medida da grandeza.

Cada intervalo de tempo x estd
associado a um deslocamento

» 3.1 Consideracoes f(x) do ponteiro do reldgio, e cada
sobre algumas funcbes deslocamento do ponteiro esta
fundamentais associado a um numero n(f(x)), que

é lido no mostrador do relégio.
O estudo de algumas fungoes

particulares permite a extrapolagdo
de ideias para o estudo de conceitos
gerais. SR

A velocidade do veiculo esta
) 3.2 Composicao de funcdes

associada a um deslocamento T
do ponteiro do velocimetro, e

esse deslocamento esta associado
a um numero, que é lido no visor.

Conhecendo a variagdo de uma
grandeza em fungdo de outra, que
também varia em fungdo de uma
terceira, podemos, por meio de uma
composicdo de fungoes, descrever a
variagdo da primeira grandeza em
fungdo da terceira.

» 3.3 Inverséao de funcoes

Muitas vezes, conhecendo a
variagdo de uma grandeza em

fungdo de outra, podemos
descrever a variagdo dessa iltima
grandeza em fungdo da primeira.

g Parapensar

1. Dé exemplos de instrumentos analdgicos de medida.

2. No relégio analégico, cada deslocamento de 360° do
ponteiro dos minutos representa o intervalo de tempo

de 1 hora. Quanto tempo representara o deslocamento
de 30° desse ponteiro?

3. Qual deve ser o deslocamento, em grau, do ponteiro
dos minutos para representar 20 minutos? -



| W

Consideracdes sobre algumas
funcdes fundamentais

? Objetivos 10 Funcdes definidas por mais
» Analisar fungées de uma sentenca
definidas por mais de
uma sentenca. Acompanhe a situacgéo a seguir.
» Reconhecer fungéo par Em todos os paises, 0s impostos arrecadados das P
e fungéo impar. empresas e dos cidad&os devem ser aplicados na ma-
nutencéo dos servigos publicos e em politicas sociais, Receita Federal
Y Termos e conceitos econdmicas e culturais do Estado. No Brasil, os impostos

- fungéo par sdo arrecadados pela Secretaria da Receita Federal.
« fungéo impar 0 imposto gue o contribuinte paga sobre seus rendimentos & chamado
de Imposto de Renda (IR). Esse tipo de imposto é calculado em fungéo da
renda de cada cidad&o, como mostra, a seguir, a tabela progressiva para o
célculo anual do Imposto de Renda de Pessoa Fisica arrecadado em 2010,

com base nos rendimentos do ano de 2008.

Base de calculo mensal (RS) | Aliquota (%) Par?ilgois:?;;;r Es
até 1.489,15 0,0 0,00
de 1.489,16 até 2.2486,75 75 112,43
de 2.246,76 até 2.995,70 15,0 280,94
de 2.995,71 até 3.743,19 22,5 505,62
acima de 3.743,19 275 692,78

Dados disponiveis em: <http://www.receita.fazenda.gov.br>.
Acesso em: 15 jan. 2010.

Por exemplo, uma pessoa que recebeu, em determinado més de 2010,
renda total de R$ 2.000,00, pagou RS 37,57 de Imposto de Renda, conforme
os calculos abaixo:

75% - 2.000,00 — 112,43 = 150,00 — 112,43 = 37,57

A A

aliquota parcela a deduzir

Observe que, na tabela, a “parcela a deduzir do imposto” é subtraida
do produto da “aliquota” pela “base de calculo mensal” e o resultado é o
imposto a pagar.

De acordo com a tabela, se a renda mensal de um cidad&o é x reais,
entdo o Imposto de Renda mensal f(x]) a pagar, em real, pode ser calculado
pela funcao:

0,se x =1.489,15

0,075x — 112,43, se 1.489,16 < x < 2.246,75
f(x] =4 0,15x — 280,94, se 2.246,76 < x < 2.995,70

0,225x — 505,62, se 2.995,71 < x < 3.743,19

0,275x — 692,78, se x > 3.743,19

Percebe-se, por esse exemplo, que nem sempre & possivel definir
uma funcéo por uma Unica sentenca.

»
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“ (Uenf-RJ) Uma panela, contendo um bloco de gelo a —40 °C, é colocada sobre a chama de um fogao.

A evolucdo da temperatura T, em grau Celsius, ao longo do tempo x, em minuto, é descrita pela
seguinte funcao real:

20x —40,se 0=x<?2

0,se2=<x=<10

10x — 100,se 10 < x < 20

100, se 20 < x < 40

T(x)

O tempo necessario para que a temperatura da agua atinja 50 °C, em minuto, equivale a:
a) 4,5 b) 9,0 ¢ 15,0 d) 30,0

(Ufac) O gerente de uma loja anuncia a seguinte promogao: para compras de até R$ 300,00, nenhum
desconto. Nas compras acima de R$ 300,00, desconto de 20% sobre o que exceder a esse valor. A
funcéo f que fornece o valor a pagar f(x), em real, para uma compra x = 0, em real, é:

X, se x < 300

X se x < 300 X, se x < 300
a) f(x) = 80+%,sex>300 9 f(x):{80+x,sex>300 €) flx) = 60+%se><>300
X, se x < 300 X, se x =< 300
b)f(X)= 60+3?X,SQX>300 d)f(X)= 70+%,SGX>300

O manual do candidato do vestibular da Fuvest de 2009 informava que quem tivesse participado da
prova do Enem em 2007 ou 2008 poderia ter um acréscimo na nota da primeira fase do vestibular
de 2009. Se o candidato tivesse uma nota E na prova objetiva do Enem e uma nota F na prova da
primeira fase da Fuvest, a nota N considerada nessa fase seria dada pela férmula abaixo, de modo
que, caso N nio fosse inteiro, seria arredondado para o inteiro superior mais préximo.

4F + E

seE>F
N = ’

F,seE<F

Se o candidato tivesse participado do Enem nos anos citados, prevaleceria a maior pontuacao E.

a) Se um candidato obteve F = 40 e E = 80, qual foi sua nota N na primeira fase da Fuvest?

b) Se um candidato obteve F = 80 e E = 40, qual foi sua nota N na primeira fase da Fuvest?

c) Para E = 40, construa o grafico de N em funcéo de F, admitindo que N pode assumir qualquer
valor real de 0 a 100.

Em vérias cidades brasileiras, foi instituida a TRSD (Taxa de Residuos Sélidos Domiciliares), conhe-
cida como “taxa do lixo”, que estabelece para cada domicilio o pagamento pelo servico de coleta,
transporte e armazenamento do lixo. Quando instituida em determinada cidade, os domicilios
foram tributados em func¢ao do volume de lixo gerado, conforme a tabela:

Faixas Taxa mensal
De O ate 10 I|tr'0[s] de RS 6,14
residuos por dia.
Mais d’e 10 e até E'EO litros RS 12,27
de residuos por dia.
Mais d’e 20 e até .80 litros RS 18,41
de residuos por dia.
Mais d’e 30 e até FSO litros RS 36,82
de residuos por dia.
MaI’S de 60 I|trlos de RS 6136 -
residuos por dia. e
e S P A

Representando por x o volume, em litro, de lixo gerado por um domicilio genérico e por f(x) a taxa
mensal correspondente, em real, dé a lei que expressa a taxa mensal desse domicilio em funcdo
do volume de lixo gerado.

Resolva os exercicios complementares 1, 20 e 21.

Secéao 3.1 - Consideragdes sobre algumas functes fundamentais
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Capitulo 3 - Algumas funcgdes e conceitos fundamentais
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2 Funcéao par e funcéo impar

A paridade de uma funcéo é uma propriedade relacionada a simetria do grafico em relagéo ao
eixo Oy ou a origem 0 do sistema de eixos. 0 conhecimento dessa simetria auxilia na construgao
do grafico e permite a extenséo de propriedades pela anélise gréfica. A seguir, daremos uma

definigdo algébrica a paridade e sua interpretagcdo geomeétrica.

Funcao par

Uma funcgéo f de dominio D é par se, e
somente se, f(x) = f(—x]) para qualquer
x € D.

Se uma funcéo é par, as partes de seu gra-
fico parax = 0 e parax < 0 sdo simétricas em
relagéo ao eixo Oy.

Exemplo

A funcao f(x) = x° é par, pois, em relacéo
ao eixo Oy, o ramo da pardbola parax = 0 é
simétrico ao ramo da parébola para x < 0.

Observe que

(—x)? = x® para qualquer x real.

Funcao impar

Uma funcéo f de dominio D é impar se, e
somente se, f(—x]) = —f(x]) para qualquer
x € D.

Se uma fungéo é impar, as partes de seu
grafico parax = 0 e para x < 0 sdo simétricas
em relagdo a origem 0 do sistema de eixos.

Exemplo

A funcao f(x) = x3 & impar, pois, em relacéo
aorigem 0 do sistema de coordenadas, a parte
do grafico para x = 0 é simétrica a parte do
gréfico parax < 0.

Observe que

(—x)® = —x® para qualquer x real.

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Notas:

1. Conhecer a paridade (propriedade de ser par ou impar) de uma funcéo y = f(x) simplifica a
construgdo de seu grafico, pois, construindo-se o grafico para x = 0, automaticamente se

obtém o grafico para x < 0.

2. Existem funcées que n&o s&o pares nem impares, por exemplo, a funcéo f(x) = (x — 1)% repre-
sentada abaixo. Observe gue, nessa funcéo, os pontos do gréafico para x = 0 ndo séo simétricos
aos pontos do grafico para x < 0, nem em relagéo ao eixo Oy nem em relagéo a origem 0 do

sistema de eixos.

)) EXERCICIO RESOLVIDO

“ Classificar cada uma das fungdes a seguir como

» o«

“par”, “impar” ou “nem par nem impar”.

Resolucgao

Para saber se uma funcéo f é par ou impar, basta

calcular f(—x) de modo que:

¢ se f(—x) = f(x) para todo x do dominio, a fungao f
é par;

¢ sef(—x) = —f(x) para todo x do dominio, a funcéo
féimpar.

Caso ndo ocorra nenhuma das possibilidades acima,

concluimos que a fungdo nédo é par nem impar.

a) f(-x) = (- + (-0 = x" + ¥ = f(x)

Como f(—x) = f(x) para todo x do dominio RR,
concluimos que f é uma funcéo par.

b) g(—x) =4 - (-x) = ~4x = —g(x)

<)

d

=

Como g(—x) = —g(x) para todo x do dominio R,
concluimos que g é uma func¢édo impar.

h(-x) = ¥—x = -Ux = —h(x)

Como h(—x) = —h(x) para todo x do dominio R,
concluimos que h é uma fungao impar.

s(—x) = (—x’+ (-x)=x"—-x

Observando que s(—x) # s(x) e s(—x) # —s(x) para
algum valor de x, concluimos que s néo é par nem
impar. Por exemplo, para x = 4, temos:

s(—4) = (-4’ -4=12es(4) =4 +4=20
Como s(—4) # s(4) e s(—4) # —s(4), concluimos que
existe pelo menos um elemento do dominio R
que nao satisfaz nenhuma das duas condi¢oes
de paridade.

Logo, s ndo é par nem impar.

,) Secéao 3.1 - Consideragdes sobre algumas functes fundamentais
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B Classifique cada funcdo como “par”, “impar” ou
“nem par nem impar”.

a) fx)=x"+1

b) g9 - X

Q) h(x) = (x + 1)
d) r(x) = %

Q) a9 = —

n O grafico da funcdo f, representado a seguir, é for-
mado por duas semicircunferéncias.

” o«

a) Classifique a funcéo f como “par”, “impar” ou
“nem par nem impar”.
b) Calcule f(3).

Resolva os exercicios complementares 2 a 6.

A semirreta OA abaixo é apenas uma parte do grafico
de uma fungdo par f: R — R. Complete o grafico da

funcao f.

y
3
2

A

1 7777777 I

-3 -2-19 1 2 3 x

-1

n A figura abaixo é apenas uma parte do gréfico de
uma funcdo impar f: [-8, 8] — IR. Complete o grafico
da funcao f.

-8-7-6-5-4-3-2—1

€ Cesar Cielo, recordista
mundial dos 50 metros livres.
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| S

Composicao de funcoes

) Objetivos - 1 Funcao composta
’ Traba-lh:';\r Um técnico acompanhou o desenvolvimento de um atleta desde que ele
a composigao P ) .
: era adolescente até atingir aidade adulta. Durante esse periodo, o técnico
de funcdes. . . ~
concluiu que a massa m do atleta, em quilograma, em fungéo da altura h,
» Resolver em metro, variou de acordo com a funcéo:
problemas que
envolvem funcgées m(h) = 22h° (1)
compostas. . .
Também constatou que a altura h do rapaz, em metro, em fungéo do
Y Termos e conceitos tempo t, em ang, variou de acordo com a funcgéo:
« funcdo composta hit) = qt+1 (1)

et+2

Para uma avaliagdo da massa m em fungéo do tempo t, o técnico teve
de efetuar uma compaosigao das fungdes (I) e (II), isto &, substituiu a
variavel h da equacao (I) por h(t]), obtendo:

_ 2 oo, |HE+1 r
m(h(t)) = 22[h(t)]" = mlh(t)) = 22 e
Indicando por M(t) esta ultima fungéo, chegou a:
4t + 1)
M(t) = 22 5t 1 o

A fungdo M, que expressa a massa do rapaz em fungdo do tempo, &
chamada de fungdo composta de m com h. Observe o0 esquema dessa
composicao:

M

tempo altura massa




Capitulo 3 - Algumas funcgdes e conceitos fundamentais

»

e
[
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Definimos:

Sejam A, B e C conjuntos ndo vazios e sejam as fungdes : A— Beg: B— C.

A funcéo s: A — C tal que s(x) = g(f(x])) € chamada de fungéo composta de g com f. Indica-
-se essa composicdo por g O f.

s=gof

Desse modo, existe a composta de g com f, isto &, g © f se, e somente se, Im(f) C D(g).

Lemos g © f como “g composta com f”.

Exemplos

a) Considere as fungtes f e g:

Note gue:

- flll=2egl@)=0 = glf(1)) = 0;
logo, (gof)(1) =0

- fl)=2egl@) =0 = glf(4) =0;
logo, (gof)d) =0

- f(M=4degld) =3 = glf(7) =3;
logo, (gof)(7) =3

b) Considere as fungées f(x) = 2x e glx) = x* + 3
Observe que:
- f(B) =10 eg(10) =103 = g(f(5)) = 103; logo, (g © f)(5) = 103

f ¢}

- ([goflx) =glfx)) = [fX)F + 3= (x)° + 3

f 9

Se existem as composigdes de fungdes g O f e f O g, ndo necessariamente g O f = f O g, ou
seja, a composicao de fungdes nao é comutativa.
Exemplo

Sendo f(x) = 2x e glx) = x* + 3, temos:

(goflx) =glf X)) =[fX)P+3=(2x)°+3=0Ux"+3

(foglx)=flg)) =2-glx) =2x° + 3) =2x°* + B

Observe, portanto,que gOof # fOg.

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



)) EXERCICIOS RESOLVIDOS
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Bl Dadas as fungdes f(x) = 2x + 5 e g(x) = x> — 2, de-

terminar:
a) (gof)(3)
b) (fog)(3)

Resolucgao

a) (9o£)@3) = 9(f(3))
Comof(3) =23 + 5 =11, temos:

(90f)B) = 9(f(3) = 9(11) = 11 — 2 = 119

b) (fog)3) =f(g 3))
Como ¢g(3) = 3> — 2 = 7, temos:
(fOQ)(3):f(9()) f7)=2-7+5=19

Q (9of)X) =g(f(x) = [fI*—2=(2x+5°-2=

=4x* + 20x + 25 — 2 = 4x* + 20x + 23

d) (foog)x) = f(()) "g(x) +5 =
=2(x*-2)+5 241

Seja f uma funcdo real de variavel real tal que
f(3x — 2) = 6x + 1. Determinar:

a) f(4) b) f(x)

Resolugédo

a) Primeiro determinamos x de modo que
3x—-2=4
3x—-2=4=3x=6
Sx=2
A seguir, substituimos a varidvel x por 2 na igual-
dade f(3x — 2) = 6x + 1, obtendo:

f@=6-2+1=13

X
b) Efetuamos a mudanga de variavel, 3x — 2 = t, de

onde se conclui que x = %

Substituimos a variavel x por t+2ha igualdade

f(3x — 2) = 6x + 1, obtendo:

fy=f3-LE2 —» =5.t+32+1:

—— (N
X X

=2t +2)+1=2t+5

Em vez de f(t) = 2t + 5, podemos apresentar a
funcéo f com qualquer variavel no lugar de t; por
exemplo, f(x) = 2x + 5.

n Sejam as funcoes f, g e h tais que f(x) = x> + 1,

g(x) = x + 3 e h(x) = Yx. Determinar:
a) (hogof)(2) ¢ (@ogof)(-2)
b) (hogof)(x) d) (9o gof)

Resolucao

a) (hogof)@) = (hog)(f(2)

Como f(2) = 2* + 1 = 5, temos:

(hog)(f(2)) = (ho g)(5) = h(g(5))

Como g(5) = 5 + 3 = 8, concluimos:
h(g(s)) = h(8) = 38 =2
Logo, (hogof)(2) =

b) (hogof)x) = (hog)(f(x) = (hog)x" + 1) =
=h(@x*+ 1) =h@x +1+3)=hx +4) =
=2+ 4

) (gogof)(=2) =(g°9)(f(-2)
Como f(-2) = (-2)* + 1 = 5, temos:

(909)(f(=2) = (g°9)() = 9(a(5))

Como g(5) = 5 + 3 = 8, concluimos:

9(9(5)) = g(8) =8 +3 =11
Logo,(gogof)(-2) = 11

d) (gogof)x) =(goa)(f®)=(@gogx +1) =
=9(g(’ + 1) =g(x* +1+3) =g(x*+4) =
=xX*+4+3=xX"+7

Durante certo periodo, um automével se deslocou
com velocidade v, em metro por segundo, que va-
riou em fung¢ao do tempo t, em segundo, de acordo
com a fungao v(t) = 3t + 2. A distancia d, em metro,
entre esse automével e um ponto fixo A, durante o
periodo considerado, pode ser expressa em fungao
de v por d(v) = 2v* + 5v + 10.

a) Determinar a distdncia d parat=4s.

b) Obter a equagao que descreve a distancia d em

funcédo do tempo t.

Resolugao
a) Parat=4,temos:v(4)=3-4+2=14

Ou seja, a velocidade v do automével no instante
t=4seral4m/s.

Substituindo v por 14 na equacao
d(v) = 2v* + 5v + 10, obtemos:

d(14) =2-14°+5-14 + 10 = 472
Assim, concluimos que a distancia entre o auto-
movel e o ponto A, no instante t = 4 s, era 472 m.

b) A equacgdo que expressa d em funcao de t pode
ser obtida pela fung¢do composta d © v, ou seja:

d(t) = (dov)(®) = d(v(t) =
2(u(t)* + 5 - vu(t) + 10 =
=2(3t + 2)? + 5(3t + 2) + 10
sod(t) = 18> + 39t + 28

Secéo 3.2 - Composigéo de fungdes
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IEM DadosA={-2,-1,0,1,2,B={-3,-1,1,3,5}e C = {11, 3, 27, 35}, e as fungdes f: A — B e g: B— C,

tais que f(x) = 2x + 1 e g(x) = x> + 2, construa o diagrama de flechas de f e g e calcule:
a) (gof)(-1) ) (9°f)@2)
b) (9of)(1) d) (9°f)x)

PGl Dados A ={-2,2,-3,3,0},B=1{5,10,1,21}e C = {25, 5,4,6, 9}, e as funcdes f: A — B e g: B— C, tais
que f(x) = x> + 1 e g(x) = Jx + 15, construa o diagrama de flechas de f e g e determine:

a) (9°1)() ) (9of)(-3)
b) (9°£)(0) d (9°f)(x)
“ Dadas as fungdes reais de variavel real f(x) = ¥, g(x) = x + 1 e h(x) = 3x + 2, determine:
a) (hogof)() e) (hogof)x)
b) (fogoh)(1) f) (fogon(x)
¢) (fohog)O) g) (fohog)x)
d) (gohof)(-1) h) (gohof)x)

As fungdes f(x) = x* + bx e g(x) = ax + 4b interceptam-se no ponto (-2, 0).
a) Determine as constantes reais a e b.
b) Calcule (fo g)(x).

Sendo f uma funcao tal que f(x + 5) = 2x + 1, determine:

a) f(7) b) f(x)

O numero y de pés de eucalipto plantados em uma
regido, em funcdo da area x reflorestada, em metro

quadrado, é dado pory = % A drea x,em metro qua-

drado, em func¢ao do tempo t decorrido, em hora,

para a preparacao da terra e a plantacéo, é dado por

x = 6t.

a) Todo o processo de preparagao da terra e de plan-
tacdo demorou 1.200 h. Quantos pés de eucalipto
foram plantados?

b) Escreva uma equagdo que expresse o numero de
pés de eucalipto plantados em fungdo do tempo
t, em hora.

E O consumo médio diario y de energia elétrica, em quilowatt-hora (kWh), de uma pousada em funcéo
do numero x de apartamentos ocupados, é dado por y = 60 + 4x. O nimero médio didrio x de aparta-

mentos ocupados em func¢do do preco p da diaria por apartamento, em real, é dado por x = 22 + %,

até o limite da capacidade maxima da pousada.

Rri3%

@) CL200e 240V3W o FM2S Kh7.2 TA30 &
G-E TYPE 1-70-S WATTHOUR METER . F
] o

CAT. NO. ® 720X 70657

a) Para o preco de R$ 100,00 da diéria por apartamento, qual é o consumo médio didrio de energia
em kWh dessa pousada?

b) Escreva uma equagdo que expresse o consumo médio didrio de energia elétrica, em kWh, em
funcdo do prego da didria por apartamento.

Capitulo 3 - Algumas funcgdes e conceitos fundamentais
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» Objetivos

» Verificar se uma
funcao é invertivel.

» Obter a inversa de
uma funcgéo bijetora.

» Termos e conceitos
* funcao injetora

* funcao sobrejetora

* funcéao bijetora

* funcéao inversa

: Reproducao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Inversao de funcoes

D Injecéo, sobrejecao e bijecao

Funcao injetora
Na lista de chamada de uma classe, o nome de cada um dos 30 alunos

@ associado a um Unico numero natural ndo nulo, e ndo ha dois alunos com
um mesmo numero:

Numero 1 2 3 4 5 30
Nome Alberto Altair Ana Ari Bruna Vera
Luz Silva Lopes Padua Lima Soares

Sendo A o conjunto dos nomes dos alunos dessa turma, vamos consi-
derar a funcéo f: A — IN*, que associa o nome de cada aluno ao nimero
de chamada na lista acima:

A

® \lera Soares

® Alberto Luz
e Altair Silva
® Ana Lopes
® Ari Padua
® Bruna Lima

Como nédo existem elementos distintos no dominio de f com a mesma

imagem, dizemos que f € uma injega@o de A em IN*. Definimos:

Uma fungédo f: A — B é injetora se, e somente se, para quaisquer x; e

X, do dominio de f, for cbedecida a condigao:

a condigao:

X; # X = Flx)) # flx.)

Outra forma de definir fungao injetora é:

Uma fungéo f: A — B é injetora se, e somente se,
para quaisquer x; e X, do dominio de f, for obedecida

Exemplo

fix)=Fflx) = x,=x

0 grafico abaixo representa a funcéo f: R, — R tal

que fix) = Jx.

Secéao 3.3 - Inverséo de fungdes
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Observe que toda reta paralela ao eixo Ox que corta o grafico de f intercepta esse grafico em um

Unico ponto:
y

f(a)

Isso significa que n&o ha elementos distintos no dominio de f que tenham a mesma imagem;
logo, f & uma fungéo injetora.

Contraexemplos [fungées ndo injetoras)

a) A fungéo g: A — B, representada pelo diagrama de flechas abaixo, n&o é injetora, pois ha ele-
mentos distintos do dominio de g com a mesma imagem: g(1) = g(2) = 6.

A 9 B

b) A fungao h:R— R, representada pelo grafico abaixo, ndo € injetora, pois ha elementaos distintos
do dominio de h que t&m a mesma imagem: hla) = h(b).

h(a) = h(b)

e

Funcao sobrejetora

Em um edificio de 9 andares, todos os 18 apartamentos
estdo habitados. Por medida de seguranga, na portaria,
ha uma lista contendo o0 nome de todos os moradores e o
numero do apartamento que ocupam:

Morador(es) Apartamento
Luis e Vilma 11
Carlos, Juliana e Fabio 12
Roberto 21
Silvia 22
Nilson, Elaine e Viviane 91
Sandra g2

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Sendo A o conjunto dos nomes dos moradores desse edificio e B o conjunto dos numeros
dos apartamentos, vamos considerar a funcéo f: A— B que associa 0 nome de cada morador ao
numero do apartamento da tabela anterior:

A

e Luis

® Vima

e Carlos
e Juliana
® Fabio

* Roberto

Como qualquer elemento do contradominio de f é imagem de algum elemento do dominio,
isto é, o contradominio é o conjunto imagem da funcéo f, dizemos que f € uma sobrejecao de A
em B. Definimos:

Uma funcéo f: A — B é sobrejetora se, e somente se, para todo elemento y do conjunto B,
existe x no conjunto A tal que f(x) = y.

Em outras palavras, uma fungéo é sobrejetora se, e somente se, seu contradominio coincide
com seu conjunto imagem.

Exemplo

0 grafico abaixo representa a fungado f: R — [—3, +oof tal que f(x) = x* — 3

Observe que toda reta que é paralela ao eixo Ox e passa por um ponto de ordenada y, com
y = —3, intercepta o grafico. Isso significa que todo elemento do contradominio de f € imagem
de algum x do dominio. Logo, f € uma funcgéo sobrejetora.

Contraexemplo (fungdo ndo sobrejetora)

A funcgéo g: A — B, representada pelo diagrama de flechas abaixo, ndo é sobrejetora, pois
ha pelo menos um elemento do contradominio de g que ndo é imagem de nenhum elemento do
dominio, isto &, CO(g) # Imlg).

Secéao 3.3 - Inverséo de fungdes
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Funcao bijetora

Oito candidatos inscreveram-se no concurso interno de
promogao de cargo de uma empresa. Cada um deles recebeu
um Unico numero de inscricdo dentre os numeros de 1 a 8.
Sejam A ={a, b, ¢, d, e, f, g, h} 0 conjunto dos candidatos inscri-
tos nesse concurso e B = {1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8} 0 conjunto dos
numeros de inscrigao tal que a fungéo f: A — B, que associa
cada candidato ao seu nimero de inscricéo, seja representada
pelo diagrama de flechas ao lado:

Como a funcéo f é simultaneamente injetora e sobrejetora, dizemos que f & uma bijecao de
A em B. Definimaos:

Uma fungéo f: A — B é bijetora se, e somente se, f é injetora e sobrejetora.

Exemplo

0 grafico abaixo representa a fungao f: IR — R tal que f(x) = x°.

y

Observe gue toda reta paralela ao eixo Ox intercepta o grafico em um Unico ponto. Isso sig-
nifica que todo elemento do contradominio IR de f € imagem de um Unico x do dominio. Logo, f é
uma funcéo bijetora.

Contraexemplo (fungdo ndo bijetora)

A funcéo g: A — B, representada pelo diagrama de flechas abaixo, & injetora, mas néo é so-
brejetora. Logo, g ndo é bijetora.

Nota:

Existem fungdes que ndo sado injetoras nem sobrejetoras
e, portanto, também néo séo bijetoras. Por exemplo, a fungao
f representada pelo diagrama de flechas ao lado n&o atende
a nenhuma dessas classificagtes.

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

n Em uma biblioteca, todos os livros sdo catalogados pelo titulo, além

de outros identificadores, e hé titulos com mais de um exemplar.
Considerando a fungao f que tem como dominio o conjunto de to-
dos os exemplares da biblioteca e como contradominio o conjunto
dos titulos dos livros catalogados nessa biblioteca, classificar como
verdadeira (V) ou falsa (F) cada uma das afirmacdes:

a) fé uma funcdo injetora. c) fé uma funcéo bijetora.

b) f é uma funcao sobrejetora.

Resolucdo

a) F, pois, por hipdtese, ha mais de um exemplar com um mesmo titulo. Isso significa que hé ele-
mentos distintos do dominio de f que tém a mesma imagem. Portanto, f ndo é injetora.

b) V, pois, por hipétese, todos os livros da biblioteca sdo catalogados pelo titulo. Isso significa que,
para qualquer titulo de livro catalogado nessa biblioteca, existe pelo menos um exemplar com
esse titulo na biblioteca, ou seja, qualquer elemento do contradominio de f é imagem de algum
elemento do dominio. Portanto, f é sobrejetora.

c) F, pois, para ser bijetora, uma funcéo deve ser injetora e sobrejetora simultaneamente, e no item
a mostramos que f ndo é injetora.

Classificar cada uma das fungoes a seguir como injetora, sobrejetora ou bijetora.
a) g: R— R, tal que g(x) = x* ¢) ttR— Rtal que t(x) = 2x + 4
b) h:R — {2} — R tal que h(x) = ﬁ
Resolucgao
A classifica¢do de uma fungao como injetora, sobrejetora ou bijetora, por meio da lei de associagao
y = f(x), pode ser feita da seguinte maneira:
I. Se, para qualquer elemento k do conjunto imagem da funcao f, a equagao f(x) = k tiver uma
Unica solucao, entdo f é injetora.
1I. Se, para qualquer elemento k do contradominio da funcéo f, a equacéo f(x) = k tiver pelo menos
uma solugdo, entdo f é sobrejetora.
I1I. Se, para qualquer elemento k do contradominio da funcéo f, a equagéo f(x) = k tiver uma inica
solugdo, entdo f é bijetora.
Assim:
a) Observando que CD(g) = R,, considere k, com k € CD(g). Resolvendo, na variavel x, a equagdo
g(x) = k, temos:
=k = x==%k
Como o contradominio é R,, sempre existe +¥k; logo, a fungédo é sobrejetora, pois qualquer k do
contradominio é imagem de algum x do dominio.
Note que, para k positivo, existem dois elementos distintos do dominio de g com a mesma imagem:
Ik e —Vk; logo, a funcdo ndo é injetora, portanto também néo é bijetora.
Concluimos que g é apenas sobrejetora.
Observando que CD(h) = R, considere k, com k € CD(h). Resolvendo na variavel x a equagao
h(x) = k, temos:

b

~

> ko kx-2=5
x—2
Assim: kx — 2k =5
~Rx—-2)=5
Note que essa equagdo, na variavel x, s6 tem solucao se k # 0, pois para k = 0 teriamos um absurdo:

0-(x—2)=5
Logo, a fungao h ndo é sobrejetora, pois existe o elemento 0 (zero) do contradominio R de h que
nao é imagem de nenhum elemento x do dominio.
5+ 2k
k
Assim, para todo k do conjunto imagem de h, isto é, para qualquer k # 0, a equagao h(x) = k tem
uma Unica solugado. Portanto, h é uma fungéo injetora.
Note que h néo é bijetora, pois néo é sobrejetora.
Concluimos que h é apenas injetora.
c) Observando que CD(t) = IR, considere k, com k € CD(t). Resolvendo na variavel x a equagao
t(x) = k, temos:

Considerando k # 0, a equacgdo k(x — 2) = 5 é equivalente a x =

k-4

2
Assim, para qualquer k do contradominio da funcéo t, a equacéo t(x) = k tem uma tnica solugéo.
Logo, t é bijetora.

2Xx+4=k = x=

Secéao 3.3 - Inverséo de fungdes
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m Classifique, se possivel, cada uma das fungdes abai-
%o, f, g, h e i, como injetora, sobrejetora ou bijetora.
a) f

Sabendo que a fungéo f: R — [—4, +eo[ tem o grafico
abaixo, classifique-a como injetora, sobrejetora ou

bijetora.
/ f

74 ,,,,,,

m Sabendo que a fungéo f: [~1,6] — [1, 8] tem o grafico
abaixo, classifique-a como injetora, sobrejetora ou

bijetora.
y
-18

Resolva os exercicios complementares 12 a 15, 25 e 26.

m Sabendo que a funcéo f: [1, 4] — [0, 6] tem o gréfico
abaixo, classifique-a como injetora, sobrejetora ou

bijetora.
y

6+ ------------

1 4 x

m Classifique, se possivel, cada uma das funcdes a
seguir como injetora, sobrejetora ou bijetora.
a) f:R— Rtal que f(x) = x> -5
b) g: R — R tal que g(x) = 3x + 2

¢) h:R*— R* tal que h(y) = ©
d) R - {1} — R* tal que t(y) = > .
2

e) u:R— R, tal que u(x) =

IEN Mo certificado de
registro e licen-
ciamento de um
veiculo, podem
ser observadas
varias funcgoes:
a que associa
o endereco do
proprietario ao
CEP (Cédigo de
Enderecamento Postal); a que associa o numero
da placa ao cédigo Renavam (Registro Nacional de
Veiculos Automotores); a que associa o nuimero da
placa a identificacdo do chassi etc.

Considere o conjunto A, de todas as identificagoes
(letras e algarismos) de placas dos automéveis que
circulam legalmente no Brasil, e o conjunto B, das
identificacdes (letras e algarismos) dos chassis
desses automéveis. Considere também a funcéo f
de A em B, que associa cada identificacdo de placa
de cada automovel a identificagdo de seu chassi.
Sabendo que ndo ha dois veiculos com a mesma
identificacao de placa nem com a mesma identi-
ficacdo de chassi, a funcgdo f é injetora, sobrejetora
ou bijetora? Explique.

E Uma bibliotecaria estabeleceu o seguinte sistema de
identificacdo dos titulos da biblioteca: cada titulo é
identificado por uma sequéncia de cinco algarismos,
um traco, um algarismo, uma barra e, finalmente,
um algarismo; por exemplo, o livro com a sequéncia
12315-2/5 é o de titulo nimero 12.315 e o exemplar
é o de numero 2 de um total de 5 titulos iguais.
Considere o conjunto A, de todas as identificagoes
dos titulos que essa biblioteca possui, e o conjunto
B, de todos esses titulos. A fungdo f que associa
cada identificacdo ao titulo é injetora, sobrejetora
ou bijetora? Explique.
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1 Inverséao de funcoes

Um encanador trabalhou em uma empreitada e co-
brou por seu servigo uma parcela fixa de RS 50,00 mais
R$ 10,00 por hora trabalhada. Para seu controle, registrou
em uma tabela os nimeraos inteiros de horas trabalhadas
e os respectivos valores acumulados, em real. Assim:

Numero de horas trabalhadas | Valores acumulados (RS)
1 60
2 70
3 80
4 30
5 100

Considerando apenas 0s niumeros inteiros de horas trabalhadas, o grafico 1, abaixo, descreve
o montante acumulado (m) em fungdo do niumero de horas trabalhadas (h); e o gréafico 2 descreve
o numero de horas trabalhadas (h] em funcao do montante acumulado (m]:

m
100+ -~~~ .
Nt~ o |
801+ - o
70+
601 o | h
| T . .
4+ -------~----mmmm - - °
31— -
2t+-----—~----- - °
P ‘ [ T E T .
R R [
0 1 2 3 45 h 60 70 80 90100 m
Gréfico 1 Gréfico 2

Observe que:

+ o grafico 1 representa uma fungéo de dominio A = {1, 2, 3, 4, 5} e conjunto imagem
B = {60, 70, 80, 80, 100};

-+ o grafico 2 representa uma fungéo de dominio B = {60, 70, 80, 30, 100} e conjunto imagem
A=1{1,23,4,5}%

+ se um numero b é imagem de um numero a em um dos graficos, entdo a é imagem de b no
outro; por exemplo, no gréafico 1, o nimero 70 é imagem do nimero 2 e, no grafico 2, o nimero
2 & imagem do numero 70.

Por isso, dizemos que as fungdes representadas pelos gréaficos 1 e 2 sédo inversas uma da
outra. Se indicarmos por f a fungéo representada pelo grafico 1, a funcéo inversa de f, represen-
tada pelo grafico 2, sera indicada por f .

A f B
° 60
70

D) = Im(f 1) ={1,2,3,4,5}
D(f Y = Im(f) = {60, 70, 80, 90, 100}

E importante destacar que f &€ uma bijecdo de A em Be, por isso, a relacdo f ' também & uma funcéo.
Lemos f* como “inversa da fungéo f”.

Secéao 3.3 - Inverséo de fungdes
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Definimos:

A inversa de uma funcéo bijetora f: A— B é a fungao f % B — A tal que:
fd=y o fFlly)=x

para quaisquerxey,comx EAey €B.

Se uma fungao f admite funcéo inversa, dizemos que f é invertivel. Assim:
+ Para que uma funcgéo f seja invertivel, ela deve ser hijetora;
-+ Se uma funcéo f é invertivel, entao D(f) = Im(f %) e D(f 1) = Iml(f).

Exemplo

0 nome de cada unidade da federagdo do

1 4 Brasil é identificado por uma sigla. Isso
AP significa que, para cada unidade, esta

/ associada uma Unica sigla e que, para

r cada uma dessas siglas, esta associa-

AM PA MA & . - daumadunicaunidade da federacao,

- por exemplo: AC (Acre), BA (Bahia)

Pl

N ac A'I’_E/ e DF (Distrito Federal). A funcéo f

"V__/“, RO u SE que associa cada uma dessas si-
mT BA glas a uma unidade da federacéo &
N portanto bijetora, e sua inversa é a
€ funcao f %, que associa cada unidade
MG f a sua sigla.

s s

SC

)

N

e |

490 km

Fonte: FERREIRA, Graga Maria Lemaos.
Atlas geogrdfico. Sao Paulo: Moderna, 2003.

A inversa de uma relacao

Também podemos definir a inversa de uma relacéo R da seguinte maneira:

Sejam A e B conjuntos n&o vazios, R uma relagdo de A em B, e S uma relagdo de B em A
tal que:
xyYVER & v.X)ES

nessas condigcdes, e somente nessas condigdes, R e S sdo relagdes inversas entre si.

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Exemplo

Seja Rarelacdode A =1{1,3,5,7, 9t em B = {0, 2, 4, 6, 8}, representada pelo diagrama de
flechas abaixo.

Assim, R ={(1,0), (1, 2), (5, B), (7, B)}. Ainversa de R é a relacdo R ' de B em A cujos elementos
sd80 0s pares ordenados que se obtém invertendo-se a ordem dos elementos de cada par orde-
nado de R;isto é: R™* = {(0, 1, (2, 1), (B, B), (B, 7)}.

Representando R ! por um diagrama de flechas, temos:

2 Funcoes nao invertiveis

Se uma fungéo g: C — D nédo é uma hijecdo de C em [, entéo, ou ha pelo menos dois elementos
em C com a mesma imagem, ou hé elemento em D que ndo & imagem de nenhum elemento de C;
portanto, a relacéo inversa g % 0 — C nao é funcao. Nesse caso, dizemos que a funcédo g ndo é
invertivel ou que g ndo admite funcgéo inversa.

Exemplos

a) Seja g: C — D a fungéo representada pelo diagrama de flechas abaixo:

9 D

Note queg 'nao éfuncao, pois o elemento7tem mais de um correspondente no contradominio C.

b) Seja h: M — N a fungao representada pelo diagrama de flechas abaixo:

Secéao 3.3 - Inverséo de fungdes
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Essa funcéo é injetora, mas néo é sobrejetora; logo, ndo é bijetora. Sua relagéo inversa é:

Note que h™ ' nao é funcao, pois existe elemento do dominio N que ndo tem correspondente no
contradominio M.

1D Teécnica para a obtencéo da inversa de uma funcéao

No exemplo gue introduz o tépico “Inversao de fungbes”, o encanador cobrou uma taxa fixa
de R$ 50,00 mais R$ 10,00 por hora trabalhada. Indicando por m o0 montante acumulado em h
horas de trabalho desse encanador, temos:

m =50 + 10h

Essa equacao expressa m em funcéo de h, portanto, corresponde ao gréfico 1, apresentado
no exemplo introdutdrio. Se quisermos a equacéo que corresponde ao grafico 2, que expressa h
em funcéo de m, basta isolar h na equagdo m = 50 + 10h, obtendo:

~m-50
="

m—50 |
— 5

Assim, a funcdo m: A — B, com m(h) = 50 + 10h, e a func&o h: B— A, com h(m) = a0

inversas uma da outra.

10

Esse exemplo ajudara a entender os procedimentos descritos a seguir.

Se uma funcao real de variavel real y = f(x) é invertivel, sua inversa ¢ obtida do seguinte

modo:

I. Trocamos x por y e y por x, obtendo x = fly).

II. Isolamos a variavel y, apos a mudanca de variaveis efetuada em (I), obtendo y = f *(x).

)) EXERCICIOS RESOLVIDOS

n Determinar a inversa da funcéo bijetora y = 5x + 2.

Resolucao

I. Trocamos x por y e y por x, obtendo: x = 5y + 2
I1. Isolamos a variavel y, apés a mudanga de varia-
veis efetuada em (I):

x:5y+2iyzx_2

Assim, a inversa da funcdo f(x) = 5x + 2 é a
funcdo fi(x) = X 2.

2x

n Considerando que a sentenca y = P é a lei

de associacao de uma funcao bijetora, obter alei de
associagao da inversa dessa funcao.

N
[
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Resolugao
I. Trocamos x por y e y por X, obtendo:
2y
X =
3y -1

II. Isolamos a variavel y, apés a mudanca de varia-
veis efetuada em (I):

2y
X = = 3xy —x=2y
3y—1

Assim:3xy — 2y =x = y(3x — 2) = x
X

Portanto: y =
3x—2
Logo, a lei de associacao da inversa da fungao f
Efx) = —X—.
=5
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Sendo A ={0,1,4,9,16}e B = {0, 1, 2, 3, 4}, considere
a funcgdo f: A — B tal que f(x) = Jx. Essa funcdo é
invertivel? Por qué?

Uma fungao fde A = {-2,2,-1,1,0}em B = {6, 3, 2}
tem como lei de associagdo: f(x) = x* + 2. Essa fungéo
admite inversa? Por qué?

Existe alguma funcdo de A = {2, 4, 6, 8} em
B ={1,3,5,7,9} que seja invertivel? Por qué?

Os gréficos abaixo representam duas funcoes, f e g,
de dominio D = [4, 8] e contradominio CD = [3, 7].
Qual dessas funcoes é invertivel? Por qué?

w

t

|

i

|

|

i

i
e

4 8 X

4 8 X

Considerando que cada uma das sentencas a seguir

é a lei de associacdo de uma fungdo bijetora, obte-
nha a lei de associacao da inversa de cada funcao.
a) y=6x—4

5
b) v =
)y X+ 4
_2x—-1
9 y= Xx+3

(UFC-CE) Uma funcao bijetora f é tal que
f(x+3)=2x— 1. Ainversadef é:

a) f ) = X1

b) £ = X2
2
o f'®=x+3
d) f'x)=2x-3
a2
o F ity =2
. _X+3 .
Considerando que a sentenga f(x) = = 1 é alei
5 —

de associagao de uma funcao bijetora, em que o
dominio e o contradominio sdo os mais amplos
subconjuntos possiveis de R, obtenha o conjunto
imagem da inversa dessa funcao.

Resolva os exercicios complementares 16 a 19.

IEl 2o colocar um corpo sobre o prato de uma balanga

analdgica, o ponteiro descreve um arco de medida,
em grau, diretamente proporcional a massa do
corpo. Para cada 1 kg de massa, o ponteiro descreve
um arco de 36°.

¥

a) Escreva uma equacdo que expresse o desloca-
mento y do ponteiro, em grau, em funcéao da
massa x do corpo colocado sobre a balanga, em
quilograma, com x < 10.

b) Escreva uma equagdo que expresse a massa y,
em quilograma, do corpo colocado sobre o prato
da balanca, em funcé@o do deslocamento x do
ponteiro, em grau, com x < 360°.

c) Que relagdo existe entre as fungdes obtidas nos
itens a e b?

d) Construa os graficos das fungdes obtidas nos
itensaeb.

e) Usando a funcgdo do item a, calcule o desloca-
mento do ponteiro, em grau, para um corpo de
massa 6,5 kg colocado sobre o prato da balanga.

f) Usando a fungao do item b, calcule a massa de
um corpo colocado sobre a balanca que provo-
que um deslocamento de 126° do ponteiro.

No centro de provas de uma industria de motocicle-
tas, uma moto percorreu varios trajetos de compri-
mentos diferentes. O tempo t, em hora, para a moto
percorrer cada trajeto em funcdo da velocidade
constante v, em quilémetro por hora, adotada no

trajeto, é dado port = #, para v > 50.
v —50

a) Escreva uma equagdo que expresse a velocidade
v em cada trajeto em funcdo do tempo t.

b) Construa o gréfico da fungdo que expressa t em
funcdo de v e o gréfico da fungdo que expressa
v em funcdo de t.

c) Qual é o comprimento do trajeto percorrido pela
moto a velocidade de 60 km/h?

d) Qual é o comprimento do trajeto percorrido pela
moto em 0,5 h?

Secéao 3.3 - Inverséo de fungdes

»
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))) EXERCICIOS COMPLEMENTARES

N Exercicios técnicos

“ (UFMG) Considere a funcao:

x, se x é racional
flx) = 1 sex éirracional
P

Entdo é correto afirmar que o maior elemento do

conjunto f(all) £(1), £(3, 14), f(% ] é
2 12| 9 £3,14
b) (1) a 5%

» o«

n Classifique cada fungédo a seguir como “par”, “impar”

ou “nem par nem impar”.
3

a) s(x) = x* + x* d) u(x) = xi I
b) t(x) = x" + x e) u(x) =3x + x
) p(x) =x

BEl 2 semirreta OA abaixo é apenas uma parte do gréfico
de uma fungdo impar g: R — R. Complete o grafico da
funcéo g.

Il A figura abaixo é apenas uma parte do grafico de
uma funcéo par f: [-7, 7] — R. Complete o grafico
da funcao f.

-9-8-7-6-5-4-3-2—1

"' BEl o gréfico da funcio f, representado a seguir, é for-
mado por duas semicircunferéncias:

124

” o«

a) Classifique a funcdo f como “par”, “impar” ou
“nem par nem impar”.
b) Calcule f(4).

(ITA-SP) Mostre que toda funcao f: R* — R, satis-
fazendo a condigao f(xy) = f(x) + f(y), em todo seu
dominio, é par.

Dadas as fungdes reais de varidvel real f(x) = 5x — 4
e g(x) = 3x + 6, determine:

a) (9°f)) €) (9°f)()
b) (fo9)(2) f) (fog)
) (fof)1) g (fof)®)
d) (9°9)(3) h) (9 °9)(x)

Sendo f(x) = kx + 1tal que (fof)(x) = 4x — 1, deter-
mine a constante real k.

Considerando as fungoes f(x) = x + 3 e

g(x) = x> — 2x + 2, determine o valor de x de modo
que (fog)(x) = 2.

(Fatec-SP) Seja a funcao f(x) = i :L ; O numero real
x que satisfaz f(f(x)) = —1 é:

a) —4 c) 2 e 9

b) -2 d) 4

(ITA-SP) Sejam f, g: R— R tais que f é par e g é impar.
Das seguintes afirmagoes:
I. f- g éimpar
II. fog é par
IIl. g o f é impar
é(sdo) verdadeira(s)

a) ( )apenasl d) ( )apenaslell
b) ( )apenasIL e) ( )todas.
c) ( )apenas Il

(Nota: A funcgao produto f - g é definida por:

(f+9)x) = f(x) - 9(x).)

Dados os conjuntos: A = {3, =3, 1, 2}, B = {8, 0, 3},
c=1{0,1,2},D=1{58,11,7}, E={0, 1,4, 9 e
F={0,1,2, 3}, classifique cada funcdo a seguir como
injetora, sobrejetora ou bijetora.

a) f:A—Btalquef(x) =x* — 1.

b) g: C— D tal que g(x) = 3x + 5.

¢) h:E— Ftal que h(x) = Jx.

Existe alguma funcao bijetora de A = {1, 2, 3,4} em
B = {1, 2, 3, 4, 5}? Por qué?
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Sabendo que a funcéo f: [2, 5] — [a, b] tal que
f(x) = 3x + 6 é bijetora, determine os numeros
reais a e b.

Sabendo que a funcgao f: [1, 6] — [a, b] tal que
f(x) = 2 — x é bijetora, determine os niimeros reais
aeb.

Considere a funcdo definidaem A = {0, -1, 1, 2, -2}
com imagens em B = {1, 0, 2, 9, —7, 6} tal que
f(x) = ¥’ + 1. Essa funcdo tem inversa? Por qué?
(Nota: Outra forma de indicar que o dominio de uma
funcédo f é A e o contradominio é B é dizer que f esta
definida em A com imagens em B.)

As fungoes f: R — R, em cada item a seguir, sdo
invertiveis? Por qué?

a) f(x) =x*+5

b) f(x) =x+3

Considerando que cada uma das sentencas abaixo é
a lei de associacdo de uma funcao bijetora, obtenha
a lei de associagdo da inversa de cada uma.
a)y=7x+1

_x+t2
b) f) =T
9) gx) = \x

d) hx)=5+3%x-3

Seja a fungéo f: [0, +oo[ — | —o=, 9] tal que f(x) = 9 — X

a) Esboce o grafico de f.

b) Como é bijetora, f é invertivel. Determine a lei de
associagdo de f .

c) Esboce o grafico de f .

N Exercicios contextualizados

(FGV) Para cada ntimero real x admita que |x]seja
igual a x se x for inteiro, e igual ao maior inteiro
menor do que x se x nao for inteiro.

[-2,7]
L0,7J—{%J

b) Admita um servigo de entregas do correio cuja
tarifa seja R$ 0,09 por grama ou fracdes meno-
res que 1 grama (por exemplo, paga-se R$ 0,27
pelo envio de 2,3 g). Determine uma férmula
que utilize a notagao L x ], sendo x a massa, em
grama, para a tarifa T(x), em real, de envio de
uma mercadoria de x gramas por esse servigo
de entregas do correio.

a) Calcule o valor de:

(Enem) Uma pousada oferece pacotes promocionais
para atrair casais a se hospedarem por até oito dias.
Ahospedagem seria em apartamento de luxo e, nos
trés primeiros dias, a didria custaria R$ 150,00, prego
da diaria fora da promogao. Nos trés dias seguintes,
seria aplicada uma reducao no valor da diaria, cuja
taxa média de variagdo, a cada dia, seria de R$ 20,00.
Nos dias restantes, seria mantido o preco do sexto
dia. Nessas condi¢des, um modelo para a promogao
idealizada é apresentado no grafico a seguir, no

qual o valor da didria é fungdo do tempo medido
em numero de dias.

Valor da
diaria

150 1

1 2 3 4 5 6 7
De acordo com os dados e com o modelo, comparan-
do o preco que um casal pagaria pela hospedagem
por sete dias fora da promocao, um casal que ad-
quirir o pacote promocional por oito dias fara uma
economia de
a) R$ 90,00

b) R$ 110,00

) R$ 130,00
d) R$ 150,00

e) R$ 170,00

E (Vunesp) Seja x o nimero de anos decorridos a partir

de 1960 (x = 0). A fungao y = f(x) = x + 320 fornece,
aproximadamente, a média de concentracdo de
CO, na atmosfera em partes por milhdo (ppm) em
funcdo de x. A média de variacdo do nivel do mar,
em centimetro, em fungdo de x, é dada aproxima-

damente pela fungao g(x) =§. Seja h a funcao que
fornece a média de variacdo do nivel do mar em fun-

¢ao da concentracao de CO,. No diagrama seguinte,
estdo representadas as fungdes f, g e h.

tempo 9 média de variagéo
- > .
(anos) do nivel do mar (cm)

f h

concentragao de
CO; (ppm)

Determine a expressao de h em fungao de y e calcule
quantos centimetros o nivel do mar terd aumentado
quando a concentragao de CO, na atmosfera for de
400 ppm.

m (Uerj) Admita os seguintes dados sobre as condigoes

ambientais de uma comunidade, com uma popula-

¢ao p, em milhares de habitantes:

e C,ataxa média didria de mondxido de carbono
no ar, em partes por milhdo, corresponde a
C(p) = 0,5p + 1;

e em determinado tempo t, em ano, p sera igual a
p(t) = 10 + 0,1t

Em relacdo a taxa C:

a) expresse-a como uma fungao do tempo;

b) calcule em quantos anos essa taxa serd de 13,2
partes por milhdo.

I indicando por ¢, f e k as medidas de uma mesma

temperatura em grau Celsius, grau Fahrenheit e
Kelvin, respectivamente, as equagdes a seguir mos-
tram as relagoes entre essas medidas:

k =c+ 273,15
f=18c+32

A equacdo que expressa f em funcdo de k é:

a) f=1,8(k — 273,15 + 32 d) f=1,8-273,15 + 32k
b) f=k — 241,15 e) f=18-273,15 — 32k
¢) f=09(k — 273,15) + 32

»



I A cédula de identidade é o documento nacional de

identificacao no Brasil. Cada cidaddo que tem esse

documento é identificado, em cada estado da Federa-

¢do, com um nimero chamado de Registro Geral (RG).

Por ser um documento cuja emissao é de responsabi-

lidade estadual, ndo héd nenhum impedimento legal

a solicitacdo de outra cédula de identidade em outro

estado. Assim, é possivel que um mesmo cidadao

tenha dois ou mais registros gerais diferentes.

Consideremos o conjunto A, de todos os registros

gerais emitidos aos cidaddos brasileiros; e o conjun-

to B, de todos os cidadaos brasileiros que receberam
esses registros.

a) Afuncaof: A— B que associa cada Registro Geral
ao cidadado que o recebeu pode nao ser injetora?
Por qué?

b) Sob que condicdo a fungao fdo item a sera bijetora?

O Cadastro de Pessoas Fisicas ou CPF é o cadastro da
Receita Federal brasileira. Nem todas as pessoas sao
obrigadas a se inscrever no CPF; s6 tém essa obriga-
¢ao aquelas com rendimento tributavel proveniente
de negdcios no Brasil, brasileiras ou néo, que vivem
ou nao no Brasil. Cada contribuinte cadastrado

recebe um documento chamado de cartao de CPF,
ou simplesmente CPF. Esse documento identifica o
contribuinte com um ntmero de onze algarismos.
Esse nimero é Unico para cada contribuinte e néo
muda, mesmo quando o cartao é perdido. Conside-
remos o conjunto A, de todos os nimeros de CPFs
distribuidos aos cidaddos brasileiros que vivem no
Brasil, e o conjunto B, de todos os cidadaos brasilei-
ros que vivem no Brasil. Classifique como injetora,
sobrejetora ou bijetora a fungao f: A— B que associa
cada CPF a um cidadao brasileiro.

230.149.108-05

GUSTAVO KENZO SATO DA COSTA

13/11/2000

Ao concluir o estudo deste capitulo, resolva
estes exercicios que envolvem alguns assuntos

))) EXERCICIOS DE REVISAO CUMU VA

M Dadas as dizimas periédicas g = 5,4444... e h = 1,23333..., determine a fracdo geratriz da dizima
periddica resultante da soma g + h.

estudados nos capitulos anteriores.

n Determine os valores reais de a e b na igualdade de pares ordenados:
(@+3,2b-5)=(8~-b,3a—-1)

n O gréfico abaixo representa a fungdo f(x) = Vx. As abscissas dos pontos A, B e C sdo % 3 e J15,

respectivamente. Quais desses pontos tém como ordenadas nimeros irracionais?

»
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ANALISE DA RESOLUCAOD

) Um aluno resolveu o exercicio abaixo, conforme reproduzido a seguir. Observe a
resolucéo e reflita sobre o comentario.

Exercicio

O grafico abaixo representa a fungéo bijetora f: [0, +oo[ — [0, +oo[, com f(x) = x°.

a) Construa o grafico da funcéo f "
b) Determine os valores de x do intervalo [0, +<[ tal que f () < f(x).

Resolucao

a)@aWMWfiae'*@mmM
%WMWWIW’WW
o apdico de 74 1

<V

»
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Comentario

De fato, os graficos de duas funcoes inversas sdo simétricos em relacdo a bissetriz dos
quadrantes impares, porém o aluno errou a construgao do gréfico de f ', pois considerou
Ox como eixo de simetria em vez da bissetriz dos quadrantes impares.

Para construir o grafico de f ', transformamos cada ponto P(a, b) do gréfico de f no ponto
P’'(b, a); o conjunto dos pontos P’, assim obtidos, é o grafico de f *. Observe na figura abaixo
os gréaficos de fe de f":

y bissetriz dos
f quadrantes
impares

ff1

) Agora, refaca a resolucéao, corrigindo-a.
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Capitulo . )
Funcao afim

Ao mergulhar, uma pessoa esta

pressoes superiores aquela a que est
submetida se estivesse'n. st
Isso ocorre porque, aléem @ !
pressdo sobre ela, portant 1ant

Ao pagar pelo combustivel em profundidade, maior a press@o.
um posto de abastecimento,

ao converter o valor do dolar
em real, ao calcular a distancia
percorrida por um automaovel
com velocidade constante e e
em muitas outras relacoes, A
estamos aplicando o conceito
de funcéao afim. Neste capitulo,
estudaremos essa funcgao e sua
utilizagcdo em diversas areas do
conhecimento.

Estudos mostram que a pre
inearmente com a profur
0 grdfico da funcdo

4.1 A funcao afim

A representagdo de uma
fungdo afim no plano
cartesiano é uma reta.

4.2 Analise da
funcao afim
Conhecendo a taxa de
variagdo de uma fungdo,
podemos analisar

seu crescimento ou
decrescimento.

4.3 Inequacao-
-produto e inequacao-
-quociente

Estudando o sinal de uma fungdo,
podemos simplificar a resolugdo de
inequagdes-produto e inequagdes-

~
-quociente. wp Parapensar



Capitulo 4 - Fungao afim
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A funcao afim

» Objetivos Em uma panificadora, a temperatura interna de um forno elétrico desli-
» Identificar gado era 20 °C. A partir do momento em que o forno foi ligado, a temperatura

situacdes que podem passou a aumentar 40 °C por minuto, até atingir o valor maximo.

ser representadas por
uma funcéao afim.

» Reconhecer a lei
de uma funcao afim.

» Construir o grafico
de uma funcéao afim.

» Determinar a lei
de uma funcéao afim.

» Aplicar o conceito
de funcao afim na
resolucdo de problemas.

» Termos e conceitos
* funcao afim
* funcao linear

A tabela ao lado mostra alguns valores
. Tempo Temperatura

gue descrevem a temperatura y interna (min) ©c)
do forno, em grau Celsius, em fungao do
tempo x, em minuto, a partir do instante 2 y
em gue o forno foi ligado (x = 0), guando 0 20
sua temperatura interna era 20 °C. 1 50

Como a temperatura inicial do forno 5 -
era 20 °C e, a cada minuto, houve acrés-
cimo de 40 °C na temperatura, podemos 3 140
verificar que a lei de associag&o entre x e n 180

yéy =20 + 40x.
Essa funcéo & um exemplo de fungéo afim, que definimos a seguir.

Toda fungéo do tipo f(x) = ax + b,com{a, b} CRea # 0, é denominada
funcéao afim ou funcéo polinomial do 1° grau.

Exemplos

, aly = bx — B &€ uma fungao afim,emquea =5eb = —6.

=5

By b) y = Ux & uma fungéo afim,emquea =4eb = 0.

B 3x 1 3 1

e c]yZEX+géumafun@éoafim,emquea=§eb=g.

5\

\ = d) Na escala de um termémetro, o comprimento da coluna de mercdrio
\ '-T__‘“° varia de acordo com a temperatura, de modo que, para cada variacéo
\\ ?'}3\\ de 1°C, o comprimento da coluna varia 0,2 cm.

) Se a 0 °C o comprimento da coluna é 12 cm, podemaos expressar o com-
\ - primento y da coluna, em centimetro, em funcéo da temperatura x, em

grau Celsius, pela fungéo afim:y =12 + 0,2 - x.
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D Grafico da funcao afim

Na introdugao da segédo 4.1, vimos que a temperatura do forno aumenta 40 °C por minuto a partir
doinstante em que ele é ligado, quando sua temperatura estd em 20 °C. Assim, a temperaturay do
forno, em grau Celsius, x minutos depois de ligado, é dada pela funcéo afim: y = 20 + 40x.

Para construir o grafico dessa fungado, vamos representar no plano cartesiano alguns pontos
(x, y), obtidos com base na tabela abaixo:

y (°C)
Tempo (min) Temperatura (°C)

1804 .

X v !
1404 .

20 b

1004~ o

1 B0 60 - ,,‘ 3 3 3
2 100 20¢ | o
3 140 I
4 180 .

0] 1 2 3 4 x(min)

Note que a variagao dos valores de y, que indicaremaos por Ay, é diretamente proporcional a
variagado dos valores correspondentes de x, que indicaremaos por Ax. Por exemplo:

- guando x varia de 0 a 1, a variacéo correspondente de y é de 20 a 60, portanto:

Ay B0 -20 _ 40
Ax  1-0 1

- guando x varia de 2 a 4, a variacao correspondente de y é de 100 a 180, portanto:

ﬂ_lBO—lOO_@_@
Ax 4-2 2 1
Se em uma funcaéo y = f(x) as variagtes de x e y s&o diretamente proporcionais, ent&o o gra-

fico de f & formado por pontos de uma reta. Assim, quando y assume os diferentes valores da
temperatura, até a temperatura maxima do forno, o gréafico sera parte de uma reta.

y (°C)

180
140
100
60 1
20

0 X (min) E
@©
o
S
Esse resultado pode ser generalizado pelo seguinte teorema: E
<C
~
A . ~ . 2 :-
0 gréfico de toda funcéo afim é uma reta. S
o
w
@ Conteudo digital Moderna PLUS http://www.modernaplus.com.br W "'
Texto: Demonstragdo.
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Notas:

1. Como o grafico de uma fungéo afim & uma reta, para construi-lo, basta representar dois pontos
distintos da func&o no plano cartesiano e tragar a reta que passa por eles.

2. Senafuncdoy = ax + b,com{a, b} CR,temosa = 0, a fung&o ndo & uma funcao afim, mas seu
grafico € uma reta. Por exemplo, o gréfico de y = 4 & uma reta paralela ao eixo Ox que passa
pelo ponto de ordenada 4 do eixo Oy.

Ponto de interseccao do grafico com o eixo Ox

Toda reta de equacgado y = ax + b, com a # 0O, cruza o eixo Ox em um Unico ponto. Para deter-
minar a abscissa desse ponto, substituimos y por zero na equacéao, obtendo:

O=ax+b = ax=—b

b
SoX ===
a
. b . b . . . .
Logo, a reta cruza o eixo Ox no ponto | —, O |. Note que o niumero a é a raiz da fungéo afim.
a
Exemplo
VVamos determinar a abscissa do ponto de intersecgéo da y

reta de equacédo y = 2x + 4 com o eixo Ox:
O=2x+4 = 2x=-4
X =-2
Logo, a reta cruza o eixo Ox no ponto (—2, 0).

Observe que —2 é a raiz da funcéo.

/T

raiz da fungao

Ponto de interseccao do grafico com o eixo Oy

Todareta de equacéoy = ax + b, coma # 0, também cruza o eixo Oy em um Unico ponto. Para
determinar a ordenada desse ponto, substituimos x por zero na equacéo, ocbtendo:

y=a-0+b=y=b

Logo, o ponto de intersecg&o da reta com o eixo Oy & (0, b). Note que a ordenada desse ponto
& o termo independente b da equacgéao da funcéo.

Exemplo
Vamos determinar a ordenada do ponto de intersecgéo da y
reta de equacéoy = —3x + 5 com o eixo Oy:

y=-3:-0+5=y=5

Portanto, a reta cruza o eixo Oy no ponto (0, 5).
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

“ Construir o grafico da funcdoy = 3x — 6.

Resolucgao

A funcéo y = 3x — 6 é afim, portanto, seu gréafico é
uma reta. Logo, precisamos de dois pontos distintos
para determiné-la. Para isso, atribuimos a x dois
valores reais, distintos, quaisquer, e calculamos a
imagem y de cada um deles.

y
—
X 3x—6 Ponto da reta
3-0-6=-6 (0, —B)
Valores <
arbitrarios 1 3.-1-6= -3 (1, -3)

Assim, o grafico da fungdoy = 3x — 6 é:
y

0

Construir o grafico da funcéo

2x,se X <2
fx)=9-—x+6,se2<x<4
X+ 1lsex>4

e determinar o dominio e o conjunto imagem.

Resolucao

Em funcdes definidas por mais de uma sentenca,
analisamos cada sentenca separadamente:

I. f(x) = 2%, se x < 2. Ou seja, essa parte do grafico
é uma semirreta de origem (2, 4), contida na reta
de equacéo y = 2x, cujos pontos tém abscissas
no intervalo |-, 2]. Para obter essa semirreta,
atribuimos a x o valor 2 e qualquer outro valor
menor que 2:

X y
0 0
2 4

II. f(x) = —x + 6,se 2 < x < 4. Ou seja, essa parte do
grafico é um segmento de reta contido na reta de
equagdoy = —Xx + 6, cujos pontos tém abscissas
no intervalo ]2, 4]. Para obter esse segmento de
reta, atribuimos a x os valores 2 e 4:

X
2 4
4 2

Embora a variavel x ndo possa assumir o valor 2
para essa parte do grafico, atribuimos a ela esse
valor para obter um extremo aberto dessa parte
do gréfico.

I. f(x) = x + 1, se x > 4. Ou seja, essa parte do gra-
fico é uma semirreta contida na reta de equagao
y = x + 1, cujos pontos tém abscissas no intervalo
]4, +oo[. Para obter essa semirreta, atribuimos a x
o valor 4 e qualquer outro valor maior que 4:

X y
4 5
6 7

Embora a variavel x ndo possa assumir o valor 4
para essa parte do grafico, atribuimos a ela esse
valor para obter um extremo aberto dessa parte
do grafico.
A reunido dos graficos deduzidos em (I), (II) e (III) é
o grafico da funcéo f:

y

[ I

O dominio e o conjunto imagem de f sdo: D(f) = R
eIm(f) =]—ee, 4] U5, +eo[.

Sabendo que o grafico da funcdoy = ax + b é areta
representada no plano cartesiano abaixo, determi-
nar os valores de a e b.

y

6

Resolucao

Como o ponto (0, 6) pertence ao grafico, a sentenga
y = ax + b deve se tornar verdadeira para

x=0ey = 6,isto é:

6=a-0+b=Db=6

Analogamente, o ponto (4, —2) pertence ao grafico.
Entao, devemos ter:

—2=a-4+b

Como b = 6, temos:

—2=a‘4+6=>a=-2

Logo,a = —-2eb=6.
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n Quando uma piscina estava com dgua abaixo do nivel normal, abriu-se uma torneira que completou

sua capacidade em 6 horas.
O segmento de reta representado no plano cartesiano abaixo é o grafico que descreve o volume y
de agua contida na piscina, em litro, em funcdo do tempo x, em hora.

y

21.600

17.200

a) Determinar a lei de associagdo entre x e y.
b) Quantos litros de 4gua havia na piscina no instante em que a torneira foi aberta?
c) Qual é a capacidade total da piscina?
Resolucdo
a) O grafico é parte de uma reta; logo, a lei de associagdo entre x e y é da formay = ax + b.
Como os pontos (1, 17.200) e (3, 21.600) pertencem ao grafico, temos:
a+b=17.200
3a + b = 21.600

Resolvendo o sistema, obtemos: a = 2.200 e b = 15.000
Logo, a lei de associagd@o procurada é: y = 2.200x + 15.000

b) A quantidade de litros que havia na piscina no instante em que a torneira foi aberta corresponde
ao instante em que x = 0, isto é:

y =2.200-0 + 15.000 = y = 15.000
Assim, havia 15.000 litros de agua na piscina.

c) A capacidade total da piscina é obtida fazendo-se x = 6, pois a torneira permaneceu aberta du-
rante 6 horas para encher completamente a piscina:

y =2.200-6 + 15.000 = y = 28.200
Logo, a capacidade total da piscina é 28.200 L.

1 Funcao linear

Toda fungéo da forma y = ax, com a € IR*, é chamada de funcéao linear.

Note que a funcéo linear & uma funcgéo afimy = ax + bem que b = 0.

Exemplos
a) A fungéo y = 2x é linear e seu grafico é:

y
X y
6 ,,,,,,,,,,
0 :
1 2 4t !
E 4 b
3 6 214
01 2 3 X
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b) O astrofisico norte-americano Edwin
Hubble (1883-1353] concluiu que, desde
o Big Bang, o universo vem se expandindo
continuamente. Nesse movimento, as ga-
laxias se afastam cada vez mais umas das
outras. Em seu estudo, Hubble concluiu
gue as galaxias se afastam da Via Lactea
a uma velocidade diretamente proporcio-
nal a distancia em que estédo dela: guanto
mais distante, maior serd a velocidade de
afastamento. A funcéo linear, deduzida
por Hubble, para descrever a velocidade
de afastamento é:

v =16R
em gue v é a velocidade de afastamento da galaxia em quilémetro por segundo, e R é a dis-
tancia, em milh&do de anos-luz, entre a galaxia observada e a Via Lactea.

Assim, uma galaxia que esta a 100 milhdes de anos-luz da Via Lactea se afasta a uma velocidade
de 1.600 km/s.

Propriedades da funcao linear

P1l. Em toda funcéo linear y = ax os valores correspondentes das variaveis x e y séo direta-
mente proporcionais.

P2. O grafico de uma funcéo linear y = ax é uma reta que passa pela origem do sistema de
coordenadas.

Exemplo
Na funcgao linear y = 2x, temaos:

(I) Sex=0,entéoy = 0.

L Y_2_H_6_
[II]Sex;&O,entaoX—l—E 3 2.

Por (I) e (II), concluimos que x e y assumem valores correspondentes diretamente pro-
porcionais.

Conseguentemente, como x e y assumem quaisquer valores reais, o grafico dessa fungéo é
uma reta gue passa pela origem.

Para cada funcéo abaixo, construa o grafico e deter- B Represente no plano cartesiano o grafico de cada
mine o dominio e o conjunto imagem. funcao, indicando as coordenadas dos pontos de
a) y=3x—-6 c) y=4x interseccao do grafico com os eixos coordenados.
b)y=-2x+4 d) y=-2x a) y=2x-6
Construa o grafico de cada funcéo. b)y=4-x
a) flx) = 4 2sex=5 oy =
2x —12,sex>5 d)y=§+2
4
_ J4,sex=<2
b) g(x) = {3x —11,sex>2 n Faca o que se pede.
a) Dé trés exemplos de funcao linear e construa o
2x +2,sex =<3 grafico de cada uma.
) h(x)=18,se3<x<5 b) Obtenha a fungéo linear cujo grafico passa pelo
—4x + 28,sex>5 ponto (2, 5).
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n (Enem) Uma empresa produz jogos pedagbgicos

para computadores, com custos fixos de R$ 1.000,00
e custos variaveis de R$ 100,00 por unidade de jogo
produzida. Desse modo, o custo total para x jogos pro-
duzidos é dado por C(x) = 1 + 0,1x (em R$ 1.000,00).
A geréncia da empresa determina que o preco de
venda do produto seja de R$ 700,00. Com isso, a
receita bruta para x jogos produzidos é dada por
R(x) = 0,7x (em R$ 1.000,00). O lucro liquido, obtido
pela venda de x unidades de jogos, é calculado pela
diferenca entre a receita bruta e os custos totais.

O grafico que modela corretamente o lucro liquido
dessa empresa, quando sdo produzidos x jogos, é:

a) Lucro
(em R$ 1.000,00)

4,0
3,0
2,0
1,0

1,0 20 3,0 40  Numerode
jogos vendidos

b) Lucro
(em R$ 1.000,00)

4,0
3,0
2,0
1,0

1,0
/2,0 3,0 40  Numero de
-1,0

jogos vendidos

) Lucro
(em R$ 1.000,00)

4,0
3,0
2,0
10—

1,0 20 3,0 40  Namerode
jogos vendidos

d) Lucro
(em R$ 1.000,00)

4,0
3,0
2,0
1,0

1,0 2,0 3,0 40  Numero de
jogos vendidos

e) Lucro
(em R$ 1.000,00)

4,0
3,0
2,0
1,0
1,0

Nimero de
jogos vendidos

n Construa o grafico da funcdoy =

IEB sabendo que o gréfico da funcioy = ax + b é areta

representada no plano cartesiano abaixo, determine
os valores de aeb.

A funcdo afim f(x) = kx + 2 é crescente e seu grafico

passa pelo ponto (1, k?). Construa o gréfico de f.

x> -9
x+3°

IEB rara construir uma estrada, uma empresa cobra

uma taxa fixa mais uma taxa que varia em funcao
do numero de quilémetros de estrada construida. O
grafico abaixo descreve o custo y da obra, em milhdo
de reais, em funcdo do niimero x de quilémetros
construidos.

y

a) Obtenha a lei de associagdo y = f(x), parax = 0,
que determina esse grafico.

b) Determine a taxa fixa cobrada pela empresa para
a construgao da estrada.

c) Qual serd o custo total da obra se a estrada tiver
50 km de extensao?

m A despesa mensal com encargos sociais de uma pe-

quena empresa é dada pela fung¢do D(x) = 20 + 1X—0, em

que D(x) é a despesa, em milhares de reais, e x é o

numero de funcionarios.

a) Qual serd a despesa quando a empresa tiver 100
funciondrios?

b) Qual serd o numero de funcionarios quando a
despesa for 50 mil reais?

c) Construa o grafico da funcdo D para 50 < x < 100.
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“ O gréfico a seguir descreve a velocidade de um

moével em fungdo do tempo durante um trecho de
um percurso:
Velocidade (m/s)

20—

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i

30  Tempo (s)

Construa o grafico que descreve a distancia percor-
rida pelo mével, em metro, em fungao do tempo, em
segundo, durante esse percurso.

E (Enem) Uma pesquisa da ONU estima que, ja em

2008, pela primeira vez na histéria das civilizagdes,
a maioria das pessoas viverd na zona urbana. O
grafico a seguir mostra o crescimento da populagao
urbana desde 1950, quando essa populagao era de
700 milhdes de pessoas, e apresenta uma previsao
para 2030, baseada em crescimento linear no pe-
riodo de 2008 a 2030.

" -

Cresce a populacao urbana no mundo h

5,0 previsdo 5,0
w 1
S 40 ! :
[7] ! |
o8 ! :
w i | i
g 20 IR
30 | i I 1
2 o I | ! )
22 20 S
5 ‘ : ! : : ;
£ ! | ! 1 1 ‘
e : ! i ! | i | 1
07 A
0 ; ‘ ; ‘ ; i ; 1

1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030
Ano
- /

Fonte: Almanaque Abril, 2008. p. 128.

De acordo com o grafico, a populagdo urbana mun-
dial em 2020 corresponderd, aproximadamente, a
quantos bilhoes de pessoas?

a) 400 b) 410 ¢ 415 d) 425 e) 4,50

m (Enem) A figura abaixo representa o boleto de co-

branca da mensalidade de uma escola, referente ao
meés de junho de 2008.

Banco S.A

Vencimento

Pagavel em qualquer agéncia bancaria até a data de vencimento 30/06/2008

Cedente Agéncia/céd.cedente

Escola de Ensino Médio

Data do documento Nosso nimero

02/06/2008

Uso do banco (=) Valor documento
R$ 500,00

Instrucdes (—) Descontos

Observagao: no caso de pagamento em atraso, cobrar multa
de R$ 10,00 mais 40 centavos por dia de atraso.

(=) Outras dedugdes

(+) Mora/Multa

(+) Outros acréscimos

(=) Valor Cobrado

Q

Resolva os exercicios complementares 1 a 10 e 31 a 54.

Se M(x) é o valor, em reais, da mensalidade a ser
paga, em que x é o numero de dias em atraso, entdo:
a) M(x) = 500 + 0,4x d) M(x) = 510 + 40x

b) M(x) = 500 + 10x €) M(x) = 500 + 10,4x

c) M(x) =510 + 0,4x

(UFMG) A equacao ¢ = 0,004t + 79,8 fornece o com-
primento ¢, em centimetro, de uma barra de metal
em funcao de sua temperatura t, em grau Celsius
(°C). Essa barra, inicialmente a temperatura de
50 °C, sofre aquecimento, e sua temperatura é entdo
aumentada em 20%.

O aumento percentual correspondente, no compri-
mento da barra, é de:

a) 0,02% b) 0,05% c) 0,04% d) 0,08%
(Enem) O quadro apresenta a produgao de algodao
de uma cooperativa de agricultores em cinco anos
consecutivos, numerados de 1 a 5:

Safra

1 2 3 4 5

Producéao

(mil toneladas) 30 Ho 50 80 80

Produtividade

(kg/hectare) 1500 |2.500|2.500 |2.500 |4.000

O grafico que melhor representa a area plantada
(AP) no periodo considerado é:

a) AP

123 45
b) Ap

123 45
c) AP

123 45
d) Ap

123 45
e) AP

123 45
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» Objetivos

» Entender a
proporcionalidade
na funcao afim.

» Aplicar a taxa de
variagao na obtencéao
da lei da funcao afim.

» Classificar uma
funcao afim como
crescente ou
decrescente.

» Estudar o sinal de
uma funcéao afim.

» Termo e conceito

* taxa de variacao

| W —

Analise da funcao afim

1D Proporcionalidade na funcao afim

Estudando a temperatura de certa regiéo, no intervalo de 0 a6 h de um
dia de inverno, um meteorologista constatou que a fungéo afimy = 2x — 4
descreve a temperatura y, em grau Celsius, em fungéo do tempo x, em hora.
0 gréfico abaixo representa essa fungéo no intervalo considerado.

Observe gue:

+ guando x varia de 1 a 3, a variacéo correspondente de y ¢ de —2 a 2;
assim, a razdo entre a variagdo de y e a variagdo dos valores corres-
pondentes de x é:

H_E—[—E]_ﬂ_e

Ax 3-1 2
isso significa que a temperatura variou 4 graus Celsius em 2 horas, o que
equivale a variacéo de 2 graus Celsius por hora;

+ guando x varia de 3 a 6, avariagdo correspondente dey é de 2 a 8; assim:

ﬂ _8-2_8_ o

Ax B6-3 3
isso significa que a temperatura variou 6 graus Celsius em 3 horas, o
gue equivale a variacéo de 2 graus Celsius por hora;
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+ quando x varia de x; a Xx,, COm X; # X,, @ variagdo correspondente de y é de 2x; — 4 a 2x, — 4
assim:

Ax Xa — X Xa — X Xa — X1

Ay 2 —4-[@x -4 26—-2xq 2l —x]
Ay

S—=2
Ax

isso significa que, para qualquer variagdo do tempo considerada no intervalo de 0 a 6 h, a
temperatura subiu 2 graus Celsius por hora.

Ou seja, as variacdes dos valores de y sdo diretamente proporcionais as correspondentes
- . Ay -
variag@es dos valores de x, e a constante de proporcnonalldadeA— = 2 é exatamente o coeficiente

X

de x na fungdo y = 2x — 4. Veremos, a seguir, que resultados analogos podem ser observados
em qualquer funcéo afim.

Taxa de variacao

Em toda funcéo afim y = ax + b, as variagdes dos valores de y sdo diretamente proporcio-
Ay
nais as correspondentes variag@es dos valores de x, e a constante de proporcionalidade —

& exatamente o coeficiente de x na funcédo y = ax + b.

y

/ X

Essa constante é chamada de taxa de variagao da fungao afim.

Demonstracao
Y /[ /

Na fungdo afim y = ax + b, vamos considerar a variagdo de x de x; a X, Com X; # Xa.
A variagéo correspondente dey é de ax; + baax, + b.
Assim:

Ay  axo+b—lax; +b) ax,—ax; alx, —x)

= :a
Ax X = X1 Xa = X1 Xo = X1

A
Como Ey = g, temos Ay = a - Ax, portanto, Ay em fungéo de Ax & uma funcao linear.

Por isso, dizemos gue em toda funcgéo afim y = ax + b os valores x e y variam linearmente.

Secéo 4.2 - Analise da funcéo afim
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Exemplos

a) A taxa de variag&o da fungéo
y=2x—3éc

L R

&y _n-5_,
Ax T7-—4

b) A taxa de variag&o da fungéo

y=-ex+7¢é—=2.

@ Conteudo digital Moderna PLUS http://www.modernaplus.com.br w

Simulador: O grdfico da fungéo afim.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

ﬂ Calcular a taxa de variacdo da fungéo cujo grafico

é a reta que passa pelos pontos A(4, 2) e B(2, 8).

Resolucgao

Para determinar a taxa de variagao, basta calcular

A

y . . - .
A isto é, a razao da diferenca entre as ordenadas
b'¢

para a diferenca entre as abscissas dos pontos A e B.
As diferencas Ay e Ax devem ser calculadas em um
mesmo sentido: ou de A para B ou de B para A.

d 2-8_-6 Ay 8-2_ 6

A a—p 2 U TooaT 8
Assim, a taxa de variac¢ao da funcao afim cujo grafico
passa pelos pontos Ae B é —3.

Obter a funcgéo afim y = ax + b cujo gréfico passa
pelos pontos A(4, 7) e B(1, 13).

Resolucdo

Primeiro, calculamos a taxa de variacgao a:

_13-7 _
1-4

Assim, a fungdo afim tem a formay = —2x + b.

Como o ponto (4, 7) pertence ao grafico dessa funcgao,

devemos ter:

7=-2-4+b = b=15

Concluimos que a funcéo pedida é:

y=-2x+15

a -2

Quando a temperatura interna de uma sala atinge

30 °C, um aparelho de ar condicionado é ligado
automaticamente, fazendo a temperatura variar
linearmente com a variacao do tempo.

Sabe-se que, no intervalo de 5 a 10 minutos, depois
de o aparelho ser ligado, a temperatura variou,
respectivamente, de 26 °C a 22 °C.

Elaborar uma equacao que expresse a temperatura
y, em grau Celsius, da sala em func¢do do tempo x,
em minuto, enquanto o aparelho estiver ligado.

Resolucao

Como y e x variam linearmente, os valores de y em
funcdo de x s@o representados por uma funcao afim

Ay . .
y=ax+b,emquea= Ax’ para quaisquer intervalos

correspondentes de variacdo de x e y.
Considerando os intervalos dados no problema,
temos:
a:ﬂ:M:j: -0,8

Ax 10-5 5
Ou seja, a temperatura da sala varia —0,8 °C por
minuto.
Sabemos que a temperatura da sala no instante em
que o aparelho foi ligado era 30 °C. Logo, para x = 0,
temos:
30=a-0+b = b=30
Assim, a equagdo pedida é y = —0,8x + 30.
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Obtenha a func¢do afim y = ax + b que tem taxa
de variacdo 5 e cujo grafico é a reta que passa pelo
ponto A(2, —3).

Determine a funcdo afim cujo grafico passa pelos
pontos A e B, nos seguintes casos:

a) A(3,9)eB(1,3)

b) A(2,1) e B(-3,6)

(Unesp) Ao ser inaugurada, uma represa possuia
8 mil m® de 4gua. A quantidade de dgua da represa
vem diminuindo anualmente. O grafico mostra
que a quantidade de dgua na represa 8 anos apos a
inauguragdo é de 5 mil m®.

Resolva os exercicios complementares 11 e 12.

V (em milhares de
metros cubicos)

t (anos)

Se for mantida essa relagdo de linearidade entre o
tempo e a quantidade de d4gua em m?, determine
em quantos anos, apds a inauguragdo, a represa
terd 2 mil m®.

Propriedade das funcées afins que tém a mesma taxa de variacao

Observe a figura abaixo.

y=38-2

Transladando 2 unidades para cima a reta r de equagao y = 3x, obtemos a reta s de equacgéo
y = 3x + 2; e transladando r 2 unidades para baixo, obtemos a reta t de equagdo y = 3x — 2.
Assim, podemas afirmar que as retas s, r e t sdo paralelas.

Observe gue essas trés fungdes tém a mesma taxa de variagao.

Esse exemplo ajuda a entender o fundamento da seguinte propriedade:

Se duas fungdes afins tém a mesma taxa de variagao, ent8o as retas que as representam

séo paralelas.

Secéo 4.2 - Analise da funcéo afim

»

141



Capitulo 4 - Fungao afim

»

142

EXERCICIOS RESOLVIDOS

n Obter a equacao dareta s, que passa pelo ponto P(3,7),

e é paralela a reta r representada abaixo.

y

Resolucgao

A equacao dareta s pode ser representada por uma
funcdo afim y = ax + b, em que a taxa de variagao
a é a mesma da funcgdo representada pela reta r.
Sabendo que os pontos (4, 6) e (1, 0) pertencem ar,
calculamos a taxa de variacdo a:

a=0"0_»

4-1
Assim, a equacdo da reta s tem a formay = 2x + b.
Como o ponto (3, 7) pertence a s, devemos ter:
7=2-3+b=>b=1
Concluimos que a reta s tem equagdo y = 2x + 1.

Mostrar que os pontos A(1, 5), B(0, 3) e C(—2, —1) sdo
colineares, isto é, pertencem a uma mesma reta.

Resolucdo

Representando os pontos A, B e C no plano carte-
siano, obtemos a figura abaixo.

y
A
S51---»
3¢B |
)
z —
PR -1
C

Arepresentacdo grafica ndo garante a colinearidade
dos pontos A, B e C, pois o ponto C pode estar fora
da reta AB a uma distancia tdo pequena que nio
seja detectada graficamente. Por isso, usaremos o
conceito de taxa de variacdo para responder a essa
questao.

Indicando por a,; e agc as taxas de variagcao das
funcdes que tém como graficos as retas AB e BC,
respectivamente, temos:

pp = —==2
ABT 0
3-(-1
chzyzézz
0-(-2) 2

Como as retas AB e BC tém o ponto B em comum e
sdo graficos de fungbes com a mesma taxa de va-
riagdo, concluimos que elas séo coincidentes. Logo,
os pontos A, B e C sdo colineares.

Determinar o nimero real k para que os pontos A(1, 3),
B(3,7) e C(5, k) sejam colineares.

Resolugao

Representando os pontos A, B e C no plano carte-
siano, obtemos a figura abaixo.

y
Kt ,C
B |
e . !
3f-eh 3 |
; : 1
1 3 5 X

Os trés pontos serdo colineares se as retas AB e BC
forem graficos de func¢des afim com a mesma taxa
de variacgao, isto é:

7-3_k-7
3-1 5-3
k=11
Logo, para os pontos A, B e C serem colineares, de-
vemos ter k = 11.

k-7

4 _
N L
2 2
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) Crescimento e decrescimento

Dada a fungéo afim f(x) = ax + b, com taxa de variag&o a, temas:

I. f é crescente se, e somente se, a é positivo.

I1. f é decrescente se, e somente se, a é negativo.

Demonstracao

V [ [/

Para essas demonstragdes, aplicaremos os conceitos estudados no capitulo anterior sobre fungdes

crescentes e fungdes decrescentes.

I. Considere os nUmeros reais x; e X, quaisguer, com x, > x;. Para a > 0, temos a equivaléncia:

X > X, © OXp > 0X;

Adicionando b a ambos os membros da ultima desigualdade, temos a equivaléncia:

X, >0x, & ox; +b>oax; +b

Logo, x, > x; & f(xo) > flxy), portanto f € uma fungéo crescente para a > 0.

II. Considere os numeros reais x; e X, quaisquer, com x, > x;. Para a < 0, temos a equivaléncia:

Xo > X; © OXp < 0X

Adicionando b a ambos os membros da ultima desigualdade, temos a equivaléncia:

ax, <ax; & axp +b<ax;+b

Logo, x, > x; & flxo) < flxy), portanto f € uma fungéo crescente para a < 0.

Verifique se os pontos A, B e C sdo colineares nos
seguintes casos:

a) A(1,2),B(0, —2) e C(3, 10)

b) A(0, 3), B(1,1) e C(2,4)

Determine o valor da constante p para que os pontos
A(2,5),B(—1,4) e C(9, p) sejam colineares.

O gréfico da fungdo afim f(x) = ax + b, com a > 0,
passa pelo ponto (0, 6) e forma com os eixos coor-
denados um tridngulo com 12 unidades de érea.
Calcule as constantes reais a e b.

Quando um reservatério continha 400 litros de dgua,
foi aberto um registro para esvazia-lo a razéo de 4
litros por segundo.

a) Obtenhauma equagdo que expresse a quantidade
de 4dgua do reservatorio, a partir do instante em
que foi aberto o registro.

b) Qual é a taxa de variagdo da funcdo afim obtida
noitem a? O que essa taxa de variagao significa?

Resolva os exercicios complementares 13 a 15.

m Associou-se um sistema de abscissas a uma estra-

da, adotando-se o quilédmetro como unidade. Du-
rante 17 minutos, um automével com velocidade
constante percorreu um trecho AB dessa estrada,
em que A e B tém abscissas —20 e 14, respectiva-
mente.

a) Durante os 17 minutos considerados, obtenha a
funcao afim que expressa a abscissa s do ponto
onde esteve o automével em fungdo do tempo' t,
em minuto.

b) Qual é a taxa de variagdo da funcgdo obtida no
item a?

c) Qual o significado fisico da taxa de variagdo
obtida no item a?

No dia 1 e no dia 21 de fevereiro, o saldo bancario
de uma pessoa era de R$ 2.000,00 e R$ 3.000,00,
respectivamente. Sabendo que nesse periodo o
saldo variou linearmente, obtenha a funcdo que
expresse o saldo y, em real, em funcgao do dia x, do
periodo considerado.

Secéo 4.2 - Analise da funcéo afim
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) Estudo do sinal

Estudar o sinal de uma fungao f significa determinar os valores de x para os quais f se anula,
f é positiva ou f é negativa. Esse estudo pode ser feito de duas maneiras: algebricamente ou
graficamente.

Acompanhe os exemplaos.

Exemplo 1 Exemplo 2

VVamos estudar o sinal da funcéo
flx) = 2x — B.

Vamos estudar o sinal da fungéo
flx)=—-3x + 6.

Graficamente: Graficamente:

Capitulo 4 - Fungao afim
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y

+ 3 éraizdafuncéo f;
- f @& crescente;

+ para gualquer x real, com x > 3, temos

f(x) > 0;

+ para gualquer x real, com x < 3, temos

fix) < 0;

Algebricamente:
+ araiz da fungao f é dada por:

2x—6=0 = x=3

+ osvalores de x para os quais f & positiva sdo

dados por:

2x—6>0 = x>3

- osvalores de x para 0s quais f é negativa séo

dados por:
2x—B6<0 = x<3

Podemos representar o estudo do sinal des-
sa fungao no seguinte esquema:

)

y

2\ x

+ 2 éraiz da funcgéao;
- f é decrescente;

+ para qualquer x real, com x > 2, temos

fix) < 0;

+ para qualquer x real, com x < 2, temos

fix) > 0.

Algebricamente:
+ araiz da fungéao f é dada por:

—-3x+6=0=x=12

- os valores de x para os quais f(x]) & positiva

sdo dados por:

-3x+B6>0 = x<@

- osvalores de x para os quais f(x]) & negativa

sdo dados por:
-3x+6<0 = x>2

Podemos representar o estudo do sinal des-
sa fungdo no seguinte esquema:

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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De maneira geral, o estudo do sinal de uma funcéo afim, f(x) = ax + b, enquadra-se em um

dos casos abaixo:

a>0

a<O0

@ \raiz g raiz/ @ g

EXER I0 RESOLVIDO

“ Em um dia de inverno, a temperatura y de uma regidao do Rio Grande do Sul, em grau Celsius, em

funcéo do hordrio x, no periodo das 5 as 11 h, pode ser descrita pelo grafico:
y

10

a) Em que hordrio desse periodo a temperatura atingiu 0 °C?
b) Durante quanto tempo desse periodo a temperatura esteve negativa?
c) Durante quanto tempo desse periodo a temperatura esteve positiva?

Resolucdo
a) O grafico é um segmento de reta contido na reta que passa pelos pontos (5,

—2) e (11, 10); logo, y

é uma funcao afim de x, isto é, y = ax + b. Como (5, —2) e (11, 10) pertencem a essa reta, temos:

—-2=a-5+b
10=a-11+bD
Resolvendo esse sistema, obtemos a = 2 e b = —12. Logo, o segmento de reta representado cor-

responde a fungdo afimy = 2x — 12, para 5 < x < 11.

Para determinar o instante em que a temperatura atingiu 0 °C, basta fazer y = 0:

0=2x—-12 = x=6
Portanto, a temperatura 0 °C ocorreu as 6 h.

b) Pelo item anterior, sabemos que o grafico cruza o eixo Ox no ponto de abscissa 6. Logo, a simples

leitura do grafico permite concluir que, durante esse periodo, a temperatura
5 < x < 6, ou seja, durante 1 hora.

c) Do mesmo modo que no item b, a leitura do grafico permite concluir que, d
a temperatura esteve positiva para 6 < x < 11, ou seja, durante 5 horas.

esteve negativa para

urante esse periodo,

Secéo 4.2 - Analise da funcéo afim
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EEEl Estude o sinal de cada fungio.
a) f(x) =4x — 8 c) f(x)=-5x+10 e) f(x) =5x
b) f(x) = —4x + 8 d) f(x) =6x — 12 f) f(x) = —3x

m Discuta a variagdo de sinal da fungdo y = ax + b, cujo gréafico é:

Considere o metro como unidade em um eixo real vertical Oy, orientado para cima, tal que a origem
O seja um ponto do nivel médio das dguas do mar. Chama-se altitude de um ponto a ordenada
desse ponto no eixo Oy. Por exemplo, na figura abaixo, a altitude do ponto A é 200 m, e a altitude
de B é —300 m.

Uma perfuratriz inicia uma cavidade no ponto A com o objetivo de atingir um ponto a —300 m de
altitude. Uma previsdo da altitude atingida pela broca, em metro, em func¢éo do tempo, em hora, é
apresentada pelo grafico a seguir.

200

—100 1

—300 1

a) Escreva a lei de associagdo entre x e y.

b) Em quantas horas, depois de iniciada a perfuracao, a broca atingira o nivel do mar?

c) Quantas horas serdo necessarias para a broca atingir o objetivo?

d) Por quanto tempo, durante a perfuracéo, a broca estard em pontos de altitude positiva?
e) Por quanto tempo, durante a perfuragao, a broca estara em pontos de altitude negativa?

Resolva os exercicios complementares 16 a 19 e 55.
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» Objetivo

» Resolver inequagdes
através do estudo do
sinal da fungao afim.

\

Inequacao-produto e
inequacao-quociente

1 Introducao

Para quais valores reais de x o produto dos nimeros2x — 10 e —x + 3
é positivo? Em outras palavras, quais séo as solugdes reais da inequagao
abaixo?

(x —10)(—x +3) >0

Essa inequagdo é chamada de inequacao-produto. Para resolvé-la,
podemos considerar f(x) = 2x — 10 e glx) = —x + 3, e representar no
mesmo plano cartesiano os graficos das duas fungdes. Nesse caso, que-
remos f - g > 0, e isso somente ocorrerd quando f e g tiverem o mesmo
sinal. Assim, analisando os graficos, devemos determinar os intervalos do
dominio de f e g em que ambas tenham o mesmo sinal (para que o produto
f - g seja positivo).

\; :
AN

Observe gue:
« parax < 3, f é negativa e g é positiva;
« para 3 < x < 5, f é negativa e g é negativa;
« parax > b, f é positiva e g & negativa.
Logo, as fungdes f e g tém o0 mesmo sinal para 3 < x < 5, portanto o

conjunto solug&o S da inequagéo (2x — 10)(—x + 3) > 0, no universo dos
numeros reais, €S = {x €R|3 < x < 5}.

Neste tépico, vocé verd as definicdes de inequacgdo-produto e de
inequacdo-gquociente, e também aprendera a resolvé-las com o auxilio de
um dispositivo pratico.

1 Definicoes

Inequacao-produto é toda inequacgéo que pode ser apresentada sob
uma das formas abaixo, em que f e g sdo fungdes quaisquer:
fx)-glxJ >0 fix)-glxl<O fix)-glx) # 0
fixJ-gx)=0 fixJ-gix)<0

Chama-se inequacao-quociente toda inequagdo que pode ser apre-
sentada em uma das formas abaixo, em que f e g sédo fungdes quaisquer,
comg(x) # 0.
flx) -0 fixd _ flx) flx) fx)

™ g0~ 0 gt =0 gt = g~ °

Secéao 4.3 - Inequacéao-produto e inequagdo-quociente
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1) Dispositivo pratico

Na resolucdo da inequagéo (2x — 10)(—x + 3] > 0, podemos representar em um esquema
a variagao de sinal de cada fungao, f(x] = 2x — 10 e glx] = —x + 3, sem precisar construir os
gréficos. Acompanhe.

1°) Estudamos a variac&o de sinal de cada uma das fung@es flx) = 2x — 10 e glx) = —x + 3:
ex—10=0 = x=5 —-x+3=0=x=3
f g

® ®
@ 5 X 3 @ X

2° Com as informagdes anteriores, construimos o seguinte quadro de sinais:

g +

Bt da

3
3

Os sinais da ultima linha foram obtidos pela regra de sinais para o produto f - g. Como nos
interessa que esse produto seja positivo, pois queremos (2x — 10)(—x + 3] > 0, o conjunto so-
lucéo S da inequacéo é:

5={x€IR|3<x<5},ouainda 5 =13, 5[

Essa mesma técnica é aplicada na resolugdo de inequagdes-quaciente, conforme mostram

os exercicios resolvidos 14 e 15.

)) EXERCICIOS RESOLVIDOS

BBl Resolver em R a inequacio [ 13 | Resolve} em R asinequagéo
(6x — 12)(5 — x)(2x — 14) < 0. (3x +6)'(2x — 1)°(x + 4) = 0.
Resolucao Resolucao
Encontrando as raizes das funcgdes f(x) = 6x — 12, Primeiro estudamos o sinal de cada funcao:
g(x) =5 — xe h(x) = 2x — 14 e estudando a variagdo f(x) = (3x + 6)%, g(x) = (2x — 1)’ e h(x) = x + 4.
de sinal de cada uma delas, temos: e Raizdef: (3x+6)*=0 = 3x +6=0
SX=-=2
Sinal de f: lembrando que toda poténcia de base
f - + + + real e expoente par é positiva ou nula, temos

f(x) = 0 para todo x € R.

2 5 7

g f + - - e Raizdeg:(2x—1°’=0 = 2x—-1=0
1
h - - - + LX=Z
c 2
& f-g-h + _ n _ Sinal de g: lembra’ndo que toda poténcia Qe base
3 e A AAAA— EAAAAS real e expoente impar tem o mesmo sinal da
g 2 5 7 base ou é nula, concluimos que a variagdo de
L_E sinal de g(x) = (2x — 1)’ é a mesma da fungéo
ﬁ Os sinais da ultima linha foram obtidos pela regra y =2x — 1. Ou seja: g
E de sinais parao prqdutof- g - h.Queremos que esse sex > 1, entio g(x) > 0;
a produto seja negativo ou nulo: 2 ©
@©
© (6x — 12)(5 - x)(2x — 14) < 0 sex < 1, entdo g(x) < 0.
Logo, o conjunto solugdo S é: 2 O 1 x

S={xeER|[2<sx<50ux=7}
ouainda S = [2,5] U [7, +eo]

»
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e Raiz de h:
x+t4=0=>=>x=—-4
Sinal de h:
se x > —4, entdo h(x) > 0;
se x < —4, entdo h(x) < 0.

Representando no quadro de sinais o sinal das
funcdes f,g,hef-g- h, temos:

1
4 -2 2
f S S
o - - 1 - 1+
ho— L+ 4
f-g-h + 0 - -
2% ® k\vl\vl\
4 -2 1
2
Logo, o conjunto solugédo S é:
S=[xEIR|xs—4oux=—20ux>%.
Resolver em R a inequagao 5 > ¢ <0.
X —

Resolucao

Em inequacgdes-quociente, inicialmente determina-
mos a condi¢do de existéncia:
2X—-6#0=x#3

Como o numerador de —> 5 é positivo, a fracdo

2x
serd negativa se, e somente se, o denominador for
negativo, ou seja:
2X-6<0=>x<3

Resolva em R as inequacgoes:

a) 2x—-8)(2—-x)>0

b) (4x + 13)3 - x)(2x — 1) <0

c) xBx—4)x+2)(1-x)<0

d) x—1)°2x—8)]°(x—2)=0

e) X’ -2x—-8<0

f) (X*-6x+5)x—-1)>0

(Sugestdo: nos itens e e f, fatore os trinémios do
2° grau.)

Determine o maior nimero inteiro x que satisfaz a
desigualdade (x — 1)(2x — 5) < 0.

Determine o dominio da fungdo real de varidvel
real f(x) = J(2x — 1)(x + 2)(1 — ).

Resolva os exercicios complementares 20 a 30 e 56.

Observando que x < 3 satisfaz a condicdo de exis-
téncia (x # 3), concluimos que o conjunto solugéo é:

S={x€R|x<3},ouainda$ = ]—e, 3]

3x +6

E Resolver em R a inequagao T = 0.

Resolugao
Condicdo de existéncia:4 —x#0 = x # 4

Estudando o sinal de cada uma das funcoes,
f(x) =3x +6eg(x) =4 — x, temos:

f g
/@ &
o A8 g NO

—2 4

f - ! + ! +

g + | + | -

L -4 -

Y ~ RPN
-2 4

Os sinais da Gltima linha foram obtidos pela regra de

sinais para o quociente % Como nos interessa que
esse quociente seja neggtivo ou nulo, pois queremos
% < 0, o conjunto solugédo é:

S={xER|x<-2oux>4}

(Nota: Observe que excluimos x = 4 do conjunto
solucdo porque a condi¢do de existéncia exige que
X #4.)

Resolva em R as inequagoes:

— 2x—-7)(x—2

a) =6 C)( x-2 _

5—-x X
b) 2x — 10 <0

3x—6
Resolva em R as inequagoes:
a) X="2>1 b) X <«

X 5x + 2

(Sugestﬁo: No item a, faca ¥ ; 2_1>o0.

(IFJF-MG) O dominio da fungéo real de variavel real

Fx) = ?:ié

a) |7, +oo <) [2,7]
b) [7, +oof d) ]=e,2] U7, +oof

e) [2,7]

Secéao 4.3 - Inequacéao-produto e inequagdo-quociente
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))) EXERCICIOS COMPLEMENTARES

N Exercicios técnicos

“ Construa o grafico de cada funcgao a seguir e deter-

mine seu dominio e conjunto imagem.
3

=X, —q_
a)y72+4 c)y=3-x
3x , 1 2x

b = -2+ = d —
) ¥ P ) y )

Represente no plano cartesiano o grafico das
fungoes abaixo, indicando as coordenadas dos
pontos de interseccdo do grafico com os eixos
coordenados.

a) y =3 - 5x ¢ y=+42x-2

b)y:3xf% d) y = —4x

Construa o grafico de cada funcao:

-x+1,sex=<3

a) t(x) =74,s€3<x<6
—2x + 16,se x>6
—2Xx +2,sex=<2

b) s(x)=12x - 6,se 2<x<5
X—3,sex>5
X+ 3,sex<?2
7,sex =2

) qx) =

2,se2<x<5
—2x +12,sex>5

O grafico de uma funcao polinomial do 1° grau
passa pelos pontos (1, 3) e (—1, —5). Determine os
pontos de interseccdo desse grafico com os eixos
coordenados.

x> —5x + 6

Construa o grafico da fungaoy = -G

No mesmo plano cartesiano, represente os graficos
das fungbesy = 3x — 6 ey = —x + 6 e determine as
coordenadas do ponto comum aos dois graficos.

(Mackenzie-SP) A drea do
trapézio representado ao
lado é 60 unidades.

A equacdo daretar é:

a)y=2x+4
b)y=2x-4
c) y=3x+4
d)y=5x+4
e y=x+4

Chama-se fungdo identidade a funcédo linear y = x.
Construa o grafico dessa funcdo e determine seu
dominio e conjunto imagem.

n (UFPI) A funcao afim cujo grafico passa pelo ponto

(2, 3) e forma com os eixos coordenados um trian-
gulo com 12 unidades quadradas de area é:

a) fx)=5-x

b) f(x) = 6~ >
9 fly =8
d) f(x) =7 — 2x
e) f(x) =9 — 3x

(UFMG-adaptado) Observe esta figura:

y

Na figura, L, e L, sdo segmentos de reta que ligam
os pontos (0, 2), (2,2) e (4, 0).

Uma funcdo f: [0, 4] — R é definida associando-se
a cadat € [0, 4] o valor da éarea da regido limitada
pelos eixos coordenados, pela reta vertical que in-
tercepta o eixo das abscissas no ponto (t, 0) e pela
linha formada pelos segmentos L, e/ou L,.

Por exemplo, o valor def(%) é a drea da regido colo-

rida na figura.

Considerando essas informacgoes:

a) Determine os valores de f(1) e f(3).

b) Determine as expressoes de f(t) para0<t<2e
para2 <t=<4.

Uma reta s do plano cartesiano passa pelo ponto
A(—4,8) e tem taxa de variacdo —2. Obtenha a funcao
cujo grafico é areta s.

Determine a funcdo afim cujo grafico passa pelos
pontos A e B, nos seguintes casos:

a) A(1, —1) e B4, 1)

b) A(1L,2) e B(%, —2)

Verifique se os pontos A, B e C sdo colineares nos
seguintes casos:

a) A(1,3),B(2,1) eC(3, —1)

b) A(1,1),B(2,3) e C(5, 5)

Prove que os pontos A(2, 3k — 2), B(6, 11k — 18) e
C(1, k + 2) sao colineares para qualquer valor real
de k.
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E Duas funcgdes crescentes, f: [—4, 8] — [2, 12] e
g: [—4, 8] — [2, 6], tém os graficos:

y

12 +

Classifique cada afirmacao a seguir como verdadeira

(V) ou falsa (F).

a) A taxade variacdo da funcgao cujo grafico é areta
que passa pelos pontos A(—4, 2) e B(6, f(6)) é maior
que a taxa de variacdo da fungdo cujo grafico é a
reta que passa pelos pontos A(—4, 2) e C(6, g(6)).

b) Considerando os nuimeros distintos p e q do
dominio [—4, 8] e os pontos A(p, f(p)), B(q, f(q)),
C(p,9(p)) e D(q, 9(q)), a taxa de variagdo da fungdo
cujo gréfico é a reta AB é menor que a taxa de
variagdo da funcio cujo grafico é a reta CD.

c) Sendo k um numero do intervalo [—4, 8], a maior
taxa de variacdo possivel de uma funcéo cujo
grafico é a reta que passa pelos pontos (—4, 2) e

(k, S € 2.

d) Sendo k um numero do intervalo [-4, 8], a menor
taxa de variacdo possivel de uma funcédo cujo
grafico é a reta que passa pelos pontos (k, g(k)) e
(8,12) é 3.

m Discuta graficamente o sinal de cada funcao:
5x
9 fl =21

A fe) = -2+ 7

Discuta algebricamente o sinal de cada fungao:
a) f(x) = 6x +5 9 flx) =2 -1
2

9 feg=-F+2

a) f(x) =5x+4

b) f(x) = —4x + 2

b) f(x) = —3x+ 8

m Uma funcao afim f tem taxa de variacao positiva e
f(4) - f(5) < 0. Assinale a afirmacdo correta:
a) f é decrescente.

b) Araiz de f é um nimero maior que 5.
c) Araiz de f é um nimero menor que 4.
d) f(4)>0ef(5) <O.
e) f(4) <0ef(5) >0.

m (Puccamp-SP) Seja f a funcao de R em R definida

por f(x) = ax + b,com {a, b} C Re a # 0. Se os pontos
(-1, 3) e (2, —1) pertencem ao grafico de f, entdo
f(x) = 0 se, e somente se:

a) x<0 c) x=0

d) x=

e) x=5

b) x<2 E)
4 4

m Resolva em R as inequacdes:

a) (x—1)(2x —3)(5x —6) <0
b) 3’ —2x - 1<0

Q X¥*-2x=0
d) x¥’-9<0

Resolva em R a inequacdo x* + 2x> — x — 2> 0.
(Sugestdo: Fatore o 1° membro.)

(UFSC) Determine o menor numero inteiro positivo
xtalque (x —3)(3x + 1) < —x + 3.

(Unicamp-SP) Sejam dadas as fungoes f(x) = px e

g(x) = 2x + 5, em que p é um parametro real.

a) Supondo que p = — 5, determine para quais
valores reais de x tem-se f(x) - g(x) <0

b) Determine para quais valores de p temos g(x) < f(x)
para todo x € [-8, —1].

Resolva em R as inequagoes:
4

a
)2xf8

>0 b)XE—S<O

Resolva em R as inequagoes:

)x+1§0 )x2—4x+3§0
2 —3x 2x+5
2x —4)(3 — x

p ZAB-0

3x — 12

Resolva em R as inequagoes:

a)2x—3<2 b) 3X_ o oy
X — 6x — 1

(UFMG) Neste plano cartesiano, estdo representados
os graficos das fungdes y = f(x) e y = g(x), ambas
definidas no intervalo aberto 0, 6[:

y

Seja S o subconjunto de numeros reais definido por
S={x€eR,;f(x)g(x) <0}
Entdo, é correto afirmar que S é:
a) xeER;2<x<3}U{xER;5<x<6}.
b) xeR1<x<2lU{xeR;4<x<5}
) xER0<x<2JU{XxER;3<x<5}
d) xeR,0<x<1JU{XxER;3<x<6}.
(Mackenzie-SP) O conjunto solucdo da inequacdo
=1l g
X
a) R — {0}
b) &
¢ xeER|x< -1}

d) {x € R|x > 0}
e) {x € R|x < 0}

(Ufam) O conjunto das solugdes, no conjunto IR, dos

numeros reais, da inequagao X > xé
x+1
d) R

e) xeR|x <0}

a) {x e R|x > —1}
b) x e R|x < -1}
c) vazio

Determine o dominio da funcao:

2 X
= +
9) x+3

X+ 2

»



N Exercicios contextualizados

E Ao submergir em dguas maritimas, o mergulhador

sofre aumento de pressdo a medida que afunda.
O gréfico a seguir descreve esse aumento de pres-
sdo, em atmosfera, em funcdo da profundidade,
em metro.

Presséao
(atm)

| 10 Profundidade (m)

a) Qual é a pressdo sofrida pelo mergulhador na
superficie do mar?

b) Qual é a pressao sofrida pelo mergulhadora 18 m
de profundidade?

c) Obtenha uma equagdo que expresse a pressao
p, em atmosfera, em funcao da profundidade x,
em metro.

A relacdo entre as medidas de temperatura na
escala Celsius (°C) e na escala Fahrenheit (°F) esta
representada no grafico abaixo.

y (°F)

212f -

32

0 100 x(°C)

a) Obtenha a equacgdo que expressa a medida y da
temperatura, em grau Fahrenheit, em funcao da
medida x, em grau Celsius.

b) Determine a medida da temperatura em grau
Celsius que corresponde a —4 °F.

(FGV) Uma empresa fabrica componentes eletrd-
nicos; quando sdo produzidas 1.000 unidades por
més, o custo de producdo é R$ 35.000,00. Quando
sdo fabricadas 2.000 unidades por més, o custo é
R$ 65.000,00. Admitindo que o custo mensal seja
uma funcgao polinomial de 1° grau em relacao ao
numero de unidades produzidas, podemos afir-
mar que o custo (em real) de producao de O (zero)
unidade é:

a) 1.000 d) 3.000
b) 2.000 €) 4.000
) 5.000

(Covest-PE) Uma dose de certa droga é injetada em
um paciente e, as 8 h, a concentragdo sanguinea da
droga é 1,0 mg/mL. Passadas 4 horas, a concentracéo
é 0,2 mg/mL. Admitindo que a concentracdo seja
uma funcdo afim do tempo, em quantos minutos,
contados a partir das 12 h, a concentracdo da droga
serd zero?

E (FGV) Um terreno vale hoje R$ 40.000,00, e estima-

-se que daqui a 4 anos seu valor seja R$ 42.000,00.
Admitindo que o valor do imoével seja fungdo do
1° grau do tempo (medido em ano e com valor zero
na data de hoje), seu valor daqui a 6 anos e 4 meses
serd aproximadamente:
a) R$ 43.066,00
b) R$ 43.166,00
c) R$43.266,00

d) R$ 43.366,00
€) R$ 43.466,00

Uma fébrica produz papel de presente. A folha é
retangular, com 0,8 m de largura, e o comprimento
é determinado pela encomenda de cada cliente.

a) Um cliente comprou um rolo de 50 m de com-
primento. Que area de papel ele adquiriu?

b) Um cliente comprou um rolo de x m de compri-
mento. Indicando pory a area de papel adquirida,
em metro quadrado, dé a equagdo que expressa
y em funcdo de x e construa o grafico cartesiano
determinado por essa equagdo para x > 0.

c) Um cliente comprou 5 rolos de 50 m de compri-
mento cada um e 3 rolos de x m de comprimento
cada um. Indicando por y a drea de papel adquiri-
da,em metro quadrado, dé a equagdo que expressa
y em funcdo de x e construa o grafico cartesiano
determinado por essa equagdo para x > 0.

Cada pneu de um automoével tem 0,5 m de raio. Par-

tindo do repouso, esse veiculo percorreu um trecho

de uma estrada. Lembrando que o perimetro C de
uma circunferéncia de raio r é calculado por C = 2nr

e adotando n = 3,14:

a) elabore uma equagdo que expresse a distanciay
percorrida pelo automével, em metro, em fungao
do numero x de voltas de um de seus pneus.

b) construa o grafico da funcdo do item a para
0 <y =< 3.140.

c) afuncdo do item a é linear? Por qué?

Uma correia faz girar duas polias com4 cm e 12 cm
de raio.

a) Escreva uma equagdo que expresse o numero y
de voltas da polia maior em func¢do do nimero
x de voltas da polia menor.

b) Construa o grafico da funcdo do item a para
0=x=<5.

c) A funcdo do item a é linear? Por qué?
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m A metragem de corda fabricada por uma maquina é

uma funcdo linear do tempo. Se em 5 minutos sdo

fabricados (3k + 1) metros de corda e em (3k —1)

minutos sao fabricados 16 m de corda:

a) determine a lei de associacdo y = f(x), em que y
é a quantidade de corda fabricada pela maquina,
em metro, e x é o tempo, em minuto.

b) construa o grafico da fun¢do do item a no inter-
valo0 < x < 5.

(UEL-PR) Um camponés adquire um moinho ao

preco de R$ 860,00. Com o passar do tempo, ocorre

depreciacao linear no prego desse equipamento.

Considere que, em 6 anos, o preco do moinho sera

R$ 500,00. Com base nessas informacdes, é correto

afirmar:

a) em trés anos, o moinho valerd 50% do preco de
compra.

b) em nove anos, o preco do moinho serd um mul-
tiplo de nove.

c) énecessério um investimento maior que R$ 450,00
para comprar esse equipamento apds sete anos.

d) serdonecessarios 10 anos para que o valor desse
equipamento seja inferior a R$ 200,00.

e) omoinho tera valor de venda ainda que tenham
decorrido 13 anos.

(Ufes) Em 1950, as populagoes de Téquio e de Nova
Iorque eram 7 milhdes e 12,6 milhoes de habitantes,
respectivamente. Em 1974, as popula¢oes de Téquio
e de Nova lorque passaram para 20 e 16 milhoes de
habitantes, respectivamente. Admitindo-se que o
crescimento populacional dessas cidades foi linear
no periodo 1950-1974, 0 ano em que as duas cidades
ficaram com a mesma populacao foi:
a) 1961 d) 1963

b) 1962 d) 1964

€) 1965

(FGV) Uma empresa acredita que, diminuindo em
8% o preco de determinado produto, as vendas
aumentarao cerca de 14%. Suponha que a relagao
entre o preco do produto e a quantidade vendida
seja expressa por uma funcéo linear. Nesse caso,
uma redugdo de 14% no prego do produto acarretara
um aumento na quantidade vendida de:

a) 18,4% c) 26,5% e) 8%

b) 20% d) 24,5%

(UFMG) Um carro bicombustivel percorre 8 km com
1 litro de &lcool e 11 km com 1 litro do combustivel
constituido de 75% de gasolina e de 25% de alcool,
composicao adotada hoje no Brasil. Recentemente,
o Governo brasileiro acenou para uma possivel
reducdo, nessa mistura, da porcentagem de alcool,
que passaria a ser de 20%. Suponha que o nimero
de quilémetros que esse carro percorre com 1 litro
dessa mistura varie linearmente de acordo com
a proporcao de alcool utilizada. Entdo, é correto
afirmar que, se for utilizado 1 litro da nova mistura
proposta pelo Governo, esse carro percorrera um
total de:

a) 11,20 km
b) 11,35 km

) 11,50 km
d) 11,60 km

O Indice de Desenvolvimento Humano (IDH) é uma
medida comparativa de fatores como riqueza, alfa-
betizacdo, educacao, esperanca de vida e natalidade
relativos aos paises do mundo. As tabelas a seguir
apresentam o IDH do Brasil no contexto mundial.

Ano IDH
2004 0,790
2005 0,792
Nivel de cli]?‘s;?;r\]lglwmento IDH
Baixo ate 0,499
Médio de 0,500 até 0,799
Alto maior ou igual a 0,800

Fonte: PNUD (Programa Nacional das Nagoes
Unidas para o Desenvolvimento).

Admitindo que o IDH brasileiro varie linearmente
com a variacdo do tempo, esse indice no Brasil
atingira 0,863 no ano:

a) 2020 c) 2040
b) 2028 d) 2035

e) 2021

(UFMT) A poluicdo atmosférica em metrépoles
aumenta ao longo do dia. Num certo dia, as 8 h,
o numero de particulas poluentes era 20 em cada
milhdo de particulas e, as 13 h, era 100 particulas
poluentes em cada milh&o de particulas. Admitindo
que o nuimero de particulas poluentes na atmos-
fera varie linearmente com a variagdao do tempo,
o nimero de particulas poluentes as 10 h 30 min
desse dia é:

a) 65 b) 60 c) 70 d) 75 e) 55

No primeiro dia do més de julho de certo ano, o délar
custava R$ 2,00 e, a partir dai, seu valor em relagdo
ao real entrou em um processo de valorizagao. Su-
pondo que o custo do délar, em real, tenha variado
linearmente com o tempo, em dias, no més de julho,
até atingir o valor de R$ 2,21 em 31 de julho, calcule
o valor do délar, em real, no dia 21 de julho.

(UFRGS) Dois carros partem de uma cidade, des-
locando-se pela mesma estrada. O grafico abaixo
apresenta as distancias percorridas pelos carros em
funcao do tempo.

Distancia
(km)
180 - ‘
301 3 3
| ! !
0,5 2,5 Tempo
(hora)

Analisando o gréfico, verifica-se que o carro que
partiu primeiro foi alcancado pelo outro ao ter
percorrido exatamente:
a) 60 quildmetros.
b) 85 quilémetros.
c) 88 quilometros.

d) 90 quilometros.
e) 91 quilémetros.

N
-
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m O quilowatt-hora (kWh) é uma unidade de energia

definida como o trabalho executado por um sistema
que fornece 1 quilowatt de poténcia durante uma
hora. Essa unidade é muito utilizada na comercia-
lizacdo de energia elétrica, como vocé ja deve ter
observado na conta de luz de sua casa.

O grafico a seguir mostra o valor a ser pago, em real,
a companhia de energia elétrica por um banho de
chuveiro, em func¢éo do tempo, em minuto.

y (custo em R$)

20 X (tempo em
minuto)

Se o custo por kWh é R$ 0,30, conclui-se que a po-
téncia desse chuveiro é:

a) 54kw c) 5,0kw e) 6 kW

b) 5,2 kW d) 6,5 kW

Um vendedor recebe mensalmente um valor fixo
de R$ 160,00 mais um adicional de 2% das vendas
efetuadas por ele durante o més.

Com base nisso:

a) construa uma tabela para apresentar os rendi-
mentos mensais desse vendedor nos meses de
abril a junho. Sabe-se que em abril a venda foi
de R$ 8.350,00, em maio, de R$ 10.200,00, e em
junho, de k reais;

b) dé uma equacdo que expresse o rendimento
mensal y desse vendedor em funcdo do valor
x de suas vendas mensais e construa o grafico
dessa funcao.

A companhia de saneamento basico de certo estado
trabalha com um sistema progressivo de tarifas,
que variam de acordo com as seguintes faixas de
consumo:

e até o consumo de 10 m’ de dgua, é cobrada a tarifa
minima de R$ 12,00;

e sobre o que exceder 10 m?, até 20 m? séo cobrados
R$ 2,00 por m?, além da tarifa minima;

e sobre o que exceder 20 m?, sdo cobrados R$ 3,00
por m?, além do méximo valor possivel da faixa
anterior.

a) Representar esse sistema progressivo de tarifas

por meio de uma funcgao.

b) Esbogar o grafico da fungéo obtida no item a.

(PUC-MG) Certa indtstria pode produzir x aparelhos
por dia, e o custo C, emreal, para produzir um desses
aparelhos é dado pela funcéo:

5+x(12 - x),se0<x<10

Clx) = 737x+40,se10<xs20

Se, em um dia, foram produzidos 9 aparelhos e, no
dia seguinte, 15 aparelhos, a diferenca entre o maior
e o menor custo de produgdo por unidade, nesses
dois dias, foi de:
a) R$ 12,00
b) R$ 14,50

) R$ 15,00
d) R$ 17,50

E (UFABC-SP) A distancia entre a cidade P e a cidade

Q é de 250 km, medida ao longo da estrada que as
une. Um automoével parte da cidade P rumo a Q. O
grafico representa a distancia d, em quilometros,
desse automével a cidade P, em funcdo do tempo t,
em horas, apés sua partida.

d (km)

250 1 -reno-nenna-
200
150
100 +----
50

0| 1 2 3 4 5 t (h)

A funcao d(t) que calcula a distancia d do automével
a cidade P e que corresponde ao intervalo em que
o automovel atingiu a maior velocidade pode ser
expressa por:

a) d(t) = 250 — 100t
b) d(t) = 75t

c) d(t) = 100

d) d(t) = 75t — 125
e) d(t) = 50t

(Unicamp-SP) Duas locadoras de automoveis ofere-
cem planos diferentes para a didria de um veiculo
econdmico. A locadora Saturno cobra uma taxa fixa
de R$ 30,00, além de R$ 0,40 por quildmetro rodado.

J& a locadora Mercurio tem um plano mais elabo-

rado: ela cobra uma taxa fixa de R$ 90,00 com uma

franquia de 200 km, ou seja, o cliente pode percorrer

200 km sem custos adicionais. Entretanto, para cada

km rodado além dos 200 km incluidos na franquia,

o cliente deve pagar R$ 0,60.

a) Para cada locadora, represente no grafico abaixo
a funcdo que descreve o custo diario de locagdo
em termos da distancia percorrida no dia.

b) Determine para quais intervalos cada locadora
tem o plano mais barato. Supondo que a locadora
Saturno va manter inalterada a sua taxa fixa,
indique qual deve ser seu novo custo por km
rodado para que ela, lucrando o maximo possivel,
tenha o plano mais vantajoso para clientes que
rodam quaisquer distancias.

210 f---r---n----
1801 1
160 === mdmmmclmo b do
1204

sof -

60 1+---
30t---
0 }
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Distancia percorrida (km)

Custo de locagéo (R$)

m A temperatura constante na qual um sélido se

transforma em liquido é chamada de ponto de
fusdo, e a temperatura constante na qual o liquido
se transforma em vapor é chamada de ponto de
ebulicdo. No intervalo de tempo em que ocorre a
fusdo, coexistem o sélido e o liquido, e a tempera-
tura permanece constante até que todo o sélido se
transforma em liquido. No intervalo de tempo em
que ocorre a ebulicao, coexistem o liquido e o vapor,
e a temperatura permanece constante até que todo
o liquido se transforma em vapor.
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Em um local ao nivel do mar, um bloco de gelo é
colocado em um recipiente sobre o fogo. O gréfico
a seguir descreve a variacdo de temperatura em
funcdo do tempo e as mudancas de estado ocorridas
nessa experiéncia.

Temperatura (°C)

100 {-----------

fusado

Tempo

—30 (min)

a) Qual era a temperatura inicial do bloco de gelo
ao ser colocado no recipiente sobre o fogo?

b) Quanto tempo durou o processo de fusao?

c) Quanto tempo durou o processo de ebulicao?

d) Qual era a temperatura da dgua depois de 9 mi-
nutos do inicio do aquecimento?

e) Durante quanto tempo houve apenas liquido no
recipiente?

f) Indicando por f(x) a temperatura em °C, x minutos
depois de iniciado o aquecimento, expresse a
funcao f por mais de uma sentenca, sabendo que
a experiéncia terminou no exato momento em
que todo o liquido se transformou em vapor.

I o dia 1° de janeiro, a conta bancéria de uma pessoa
registrava saldo positivo de 2.000 reais. Esse saldo
variou linearmente com o tempo durante todos os
31 dias de janeiro, de modo que, no dia 13 de janeiro,
o saldo era de —340 reais. O grafico que descreve
o saldo y dessa pessoa, em real, em cada dia x do
meés de janeiro, é formado por 31 pontos da reta
representada a seguir.

“ Construa um eixo real cuja unidade seja a medida
do segmento u, abaixo.

[ —
u

Usando régua e compasso, marque nesse eixo real
o ponto associado a:

7
a) =

3

b) V3

n Demonstre que o cubo de um numero inteiro
impar é um namero inteiro impar. (Sugestao: um
nimero impar pode ser representado por 2n + 1,
comn € Z.)

2.000

—340

a) Escreva a lei de associagdo entre x e y.

b) Qual era o saldo desse correntista no dia 31 de
janeiro?

c) Durante quantos dias de janeiro o saldo desse
correntista esteve positivo?

d) Durante quantos dias de janeiro o saldo desse
correntista esteve negativo?

(FGV) Um importante conceito usado em econo-
mia para analisar o quanto uma variagdo do prego
unitédrio p > 0 influencia na variacdo da receita é
o de elasticidade da demanda, denotado por E(p),
uma vez que a elasticidade E é dada em funcéo de
p. Se E(p) > 1, entdo se diz que a demanda é elas-
tica, o que quer dizer que um pequeno aumento
do preco unitario resulta em uma diminuicdo da
receita, ao passo que um pequeno decréscimo do
preco unitario ird causar um aumento da receita.
Admitindo a elasticidade da demanda dada por

B -2 2" doointervalod 1

(p)—w,en 30 o intervalo de p para o qua

a demanda é elastica é:

a)}o,ﬂu]—uﬁ,m[ d)]o,%[u]z,m[
1 1

b) |52 2 4o

)}8' { 9 |3+

c) 10,2

))) EXERCICIOS DE REVISAO CUMULATIVA

n Sejaf:R—Rtalque f(x) =1sex € Qef(x) =2se

X € Q'. Calcule:

2] +543) - fl3 + ¥2) +f(%) + £(4) + £(0)

n Determine o dominio e o conjunto imagem da fun-

¢do f cujo grafico é:




»

ANALISE DA RESOLUCAOD

) Um aluno resolveu o exercicio abaixo, conforme reproduzido a seguir. Observe a
resolucao e reflita sobre o comentario.
Exercicio

Um fabricante gastou R$ 900,00 em moldes para a confecgdo de certo tipo de recipiente
de plastico. Além desse valor, o custo de produgdo de cada recipiente foi R$ 0,15.

a) Obtenha a lei de associacdo y = f(x) da funcao f que expressa o custo total, em real,
para a fabricacao de x frascos.

b) Construa o grafico da funcao f obtida no item a.

Resolugao

) sewle fice ey meldes: R$ 900,00
ol pen Jronce: RS 0,15

Joeipron

X: o nimone do
y: o ol ol (1w neal)
M,@Mﬂmdnfﬁ’&_i:tg= 300 + 0,15+ %
&) Como . furgier o afpies  won agiificer £ umnos rif., Jarnes smeertnan
dsis poites duma, nfo

%’t%)al
..»PQN(L Xx=0" y
3'=900+O,:L5-0 = 3,;300
quua,x=.1.00: 915'"“.
=900+ 0,45+ 100 = y =945 y |
1
Qs // |
// :
Errano! !
I
)
1
I
|
|
[}
I
) t » X
Comentario

a) A resolucao do item a estd correta. Poderiamos acrescentar que a variavel x s6 pode
assumir valores naturais, de zero até o nimero maximo de recipientes produzidos.

b) O gréfico apresentado no item b estd incorreto, pois a varidvel x ndo pode assumir
todos os valores reais.

) Agora, refaga o item b, corrigindo-o.
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Capitulo
Funcao quadratica

O grdfico de uma funcdo quadrdtica é uma curva denominada

pardbola, que pode ser entendida como o lugar geométrico dos

pontos equidistantes a um ponto fixo e a uma reta fixa.

A funcéao guadratica, também
conhecida como funcao
polinomial do 2° grau, pode
ser aplicada a varias situacdoes,
por exemplo, no calculo das
dimensdes de uma lata de
refrigerante, para que seja
gasto o minimo de material
em sua confecgao; no calculo
do alcance maximo de um
projétil atirado obliquamente
para cima, entre outras.

Fonte localizada no Parque
Ibirapuera, Sao Paulo, SP.

5.1 A funcao quadratica

O grdfico da fungio quadratica

é uma curva que se assemelha

a trajetoria da dgua langada
obliquamente para cima por uma
mangueira ou chafariz. Algumas
técnicas e propriedades permitem
a sua construgdo.

5.2 Analise da funcao
1 quadratica
A variagdo da fungdo quadrdtica,
o estudo do sinal e seu valor
mdximo ou minimo sdo aspectos
fundamentais na andlise da
fungdo quadritica.

._ A 5.3 Inequacdes polinomiais
do 2° grau
i A O estudo da variagdo de sinal
& 3 da fungdo quadrdtica tem como
— [x] A . ~
g ‘x‘ consequéncia a resolugdo das
? o inequagoes polinomiais do 2° grau.
F e |
& s
2 <
P




| W——

A funcao quadratica

) Objetivos 2 Parabola

» Reconhecer a lei de

uma funcao guadratica. 0 estudo da fung&o polinomial do 2° grau depende, em grande parte,

de uma figura plana chamada parabola. Assim como o estudo sobre fun-
céo afim e sua relagdo com a reta, visto no capitulo anterior, deu suporte
a resolugdo de algumas situactes-problema, o entendimento da fungéo
» Determinar os pontos quadratica e sua relac&o com a parabola podera auxiliar em outros casos

notaveis da parabola que serdo estudados.
(interseccéo com os

eixos e o vértice).

» Esbocar o grafico de
uma funcao quadratica.

Para entender a parébola, considere duas semirretas néo colineares,
AB e AC, de mesma origem A. Arotacéao de 360° de AE em torno de Egera
uma superficie conica ilimitada. Qualquer semirreta de origem A contida
nessa superficie conica € chamada de geratriz da superficie.

» Identificar o dominio
e o conjunto imagem de
uma funcéao quadratica.

A A
» Termo e conceito

* funcéo quadratica

Ainterseccao de uma superficie conicailimitada
com um plano paralelo a uma das geratrizes dessa
superficie & uma parabola.

plano paralelo a

eratriz —
g geratriz AB

parabola

Vocé pode visualizar concretamente essa
situacdo iluminando uma parede plana com uma
lanterna, de modo que uma geratriz da superficie
conica do facho de luz seja paralela a parede. A in-
terseccgéo da superficie da parede com a superficie
do facho de luz é parte de uma parabola.
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Outra forma de visualizar uma parébola é
dirigir um jato de dgua obliqguamente para cima.
Nesse caso, a trajetéria percorrida pela agua é
parabadlica.

Assim, definimos:

Dados uma reta d e um ponto F de um plano o, com F & d, chama-se parabola %, de diretriz
d e foco F, o conjunto dos pontos desse plano equidistantes de d e de F.

P

G
plano o

d

P = {G € a| G dista igualmente de F e d}

Vértice e eixo de simetria da parabola
Observando a parabola apresentada na definigao, temos:

+ Areta que passa pelo foco F e é perpendicular a diretriz d € chamada de eixo de simetria da
parédbola. Note que a parabola é composta de dois ramaos simétricos em relagc&o a esse eixo.

+ Alinterseccao da parabola com seu eixo de simetria & o ponto V/, chamado de vértice da parabola.

eixo de simetria
da parabola

vértice da
parabola —

Concavidade da parabola

A parébola & uma curva céncavo-convexa, isto é, de um lado é concava e do outro é convexa.
Por exemplo, se obhservada a partir do foco, a parédbola é vista como uma curva concava; e, se
observada a partir de um ponto da diretriz, é vista como uma curva convexa.

oonve"‘q}
A4
v/

Aqgui, quando nos referirmos a concavidade da parabola, estaremos considerando a figura
cbncava.

@ Conteudo digital Moderna PLUS http://www.modernaplus.com.br W

Texto: Esbogo de uma pardbola com régua e compassao.

Secéao 5.1 - A fungéo quadratica
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10 0 conceito de funcao quadratica Wi
Uma industria fabrica bolas de futebol. O custo de produgdo mensal / .

dessas bolas é composto de varias parcelas correspondentes a molde, ‘\
matéria-prima, salério dos operérios, transporte, energia elétrica, aluguéis,
impostos etc. Algumas dessas parcelas séo fixas, independentemente do
numero de unidades produzidas. Assim, o custo de produgdo por unidade

diminui conforme aumenta a quantidade produzida.

\

Admitindo que, sob determinadas restrigctes, para x bolas fabricadas mensalmente, o custo

de produgao por unidade seja 30 — 1 OXOO reais, o custo total dessa produgdo mensal, em real,
é dado por:
2
X X
= —_— = — _l’_
F1x) x(so 1.000) = f0d = — 255 + 30

Neste capitulo, estudaremos fungdes como essa. Note que essa funcéo é representada por
um polindmio do 2° grau; por isso, ela & chamada de funcéo polinomial do 2° grau ou funcéao
quadratica.

Toda funcéo do tipo y = ax® + bx + ¢, com{a, b, c} C Re a # 0, & denominada fungao qua-
dratica ou funcéo polinomial do 2° grau.

Exemplos
- y=5x"—-3x+8 sy = —Ux® +x - gk =x" -3
- Afuncao que relaciona a area A de um quadrado com a medida x do lado é dada por Alx) = x°.

x? X

X

+ Em relagdo a um sistema de abscissas, a posigdo de um maével em movimento uniformemente
2
. . ~ . . at . .
variado é expressa pela funcao polinomial do 2° grau: s = s, + vt + EE em que s, & a abscissa
onde esta o movel no instante inicial (t = 0J, v, & a sua velocidade no instante inicial, a € a

aceleracéo escalar constante do maével e t € o tempo transcorrido desde o instante inicial.

0 movimento em queda
livre apresenta aceleracéo
constante. Esse € um
exemplo de movimento
uniformemente variado. »
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Grafico da funcao quadratica

Observe alguns pontos do grafico da fungao quadratica y = x°

y
X y
-3
-2 4 R °o| )
0 0 7
! ! : 6 !
2 i | . |
3 S 3 ®------ 4 ********* . 3
R
. 2 b
o 1
i ! b B | |
R T

Se atribuirmos a x os infinitos valores reais, obteremos o seguinte grafico:

E possivel provar que essa curva & uma parabola com eixo de simetria vertical (perpendicular
ao eixo O0x). Genericamente, pode-se demonstrar que:

0 grafico de uma funcéo é uma parabola com eixo de simetria vertical se, e somente se, essa
funcéo é do tipoy = ax® + bx + ¢, com{a, b,c} CRea # 0.

Secéao 5.1 - A fungéo quadratica

A concavidade da parabola de equacdo y = ax® + bx + c é:

- voltada para o sentido positivo do eixo Oy (para cima) se, e somente se, a > 0;

»

- voltada para o sentido negativo do eixo Oy (para baixo] se, e somente se, a < 0.
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Exemplo

Sabemos que o grafico da funcdo y = x* — 1 & uma parabola. Assim, para obter um esboco
desse grafico, atribuimos alguns valores a x, representando no plano cartesiano os pontos de-
terminados. A seguir, desenhamos a parabola que passa por esses pontos. Observe:

y y
—_—

x x—1
=8 8
—2 3
=1 0

0 =1

1 0

. .

3 8 -3 -2 —N‘ X

Pontos de interseccao da parabola com o eixo Ox

Ha parébolas que interceptam o eixo das abscissas em um ou dois pontos. Para obter esses
pontos a partir de y = ax® + bx + ¢, atribuimos o valor de zero & variavel y, obtendo:
ax*+bx+c=0 (1)

Pela formula resolutiva de uma equagéo do 2° grau, temos:

P JA

2a

+ Se A > 0, entdo a equacgéo (I) tera duas raizes reais e distintas: x; # x,. Assim, 0s pontos de

intersecgdo da pardbola com o eixo Ox ser&o (x;, 0) e (x., 0).

,em que A = b® — Uac

+ Se A = 0, entéo a equacéao (I) tera duas raizes reais e iguais: x, = Xx,. Logo, a parabola sera
tangente ao eixo Ux no ponto de abscissa x; = X..

+ Se A <0, entao aequagao (I) ndo tera raiz real. Portanto, a parabola ndo tera ponto em comum
com o eixo Ox.

Ponto de interseccéao da parabola com o eixo Oy
Para obter esse ponto, atribuimos o valor zero a variavel x da equacdo y = ax® + bx + ¢, obtendo:
y=a-0°+b-0+c =>y=c

Logo, o ponto de intersecgéo da parabola com o eixo Oy é (0, c).

Exemplo

Para eshocar o grafico da funcao y = x* — Bx + 5, vamos obter os pontos de interseccéo da
pardbola com os eixos Ox e Oy.
- Fazendoy = 0, temos:
xXX—Bx+5=0
A=b*—Uagc = A=(-BfF—-4-1-5=16
. —b+JA o= —(-6)*J16 _6=*4
2a 2-1 =
Sx=5o0ux=1

Assim, a parabola intercepta o eixo Ox nos pontos (1, 0) e (5, 0).
+ Fazendo x = 0O, temos:
y=0-6:-0+5=>y=5
Portanto, a parabola intercepta o eixo Oy no ponto (0, 5).
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Desse modo, o esboco do grafico da funcédoy = x° — Bx + 5 é:

y

Observe a concordancia entre o sinal do coeficiente a de x° e o sentido para onde esta voltada
a concavidade da parabola: como a > 0, a concavidade é voltada para cima.

Vértice da parabola

Para determinar as coordenadas do vértice V da parabola de y
equacaoy = ax” + bx + ¢, vamos indicar por k a ordenada de V. Assim,
a reta r de equagéo y = k possui um Unico ponto em comum com a
parabola da ilustragéo ao lado.

2
=ax"+bx+c (I k r
Portanto, o sistema {y (0 tem uma Unica solugéo. v

y =k (11)
Substituindo (II) em (I), obtemos:

X

2 _
ax"+bx+c=k A A parabola poderia estar
ou seja: em qyalquer?utra posigéo;
esta ilustragao pretende
ax*+bx+c—k=0 [(III) apenas facilitar o raciocinio.

Como essa equacgdo deve ter raizes reais e iguais (pois o sistema
tem uma Unica solug&o), impomos A = O:

b —Ualc — kKl =0 = b®—Uac + Uak =0
:Llac—bE:—[bE—LlaC] :>k=—A
Ua Ug Ua

A

ok

Entéao, a ordenada do vértice é: y, =

4 2 Ha
Substituindo k por ucqa na equagao (III), temos:
— Ko 2.2 _ 2
o + bx + o — M):O _, 4% + labx +lac —Hae + b° _ g
Ha Ug
S UaPx® + Uabx + b= 0= (Rax + b)® =0
s2ax+b=0 = x=—£
2a
. . e b
Assim, a abscissa do vértice é: x, = “ag

Concluimos que o vértice V da parabola de equagéo y = ax® + bx + ¢ é o ponto:

Secéao 5.1 - A fungéao quadratica
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Exemplo

0 vértice da parabola de equagéo y = x° — Bx + 5 é dado por V(x,, y,), em que:

XV=—ﬂ=3

2-1

=8 -4-1-85] _

4-1 -

Portanto, o vértice da parabola é o ponto V(3, —4):

y

@ Conteudo digital Moderna PLUS http://www.modernaplus.com.br 7

Simulador: O grdfico da fungdo quadrdtica.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

“ Esbogar o grafico e indicar o dominio e o conjunto

imagem da fungdoy = —x* + 4x — 6.

Resolucao

e Fazendo y = 0, temos:
X +4x-6=0
A=b?—4ac = A=4>—4-(-1)-(-6) = -8
Como A < 0, a fungao nao tem raiz real; portanto
a parédbola ndo intercepta o eixo Ox.

e Fazendo x = 0, temos:
y=-0+4-0-6=y=-6
Logo, a pardbola intercepta o eixo Oy no ponto
(0, —6).

e O vértice V é dado por ( ,A, ,A):
2a  4a
_ —(—8
_A = 4 = e _A = ( ) = -2
2a  2-(-1) 4a  4-(-1)
Logo, V(2, —2).

e Assim, esbogamos o grafico de f:

D(f) =R
Im(f) = -, ~2]

E O gréafico abaixorepresenta a funcéo f(x) = ax* + bx + c.

Determinar as constantes reais a, b e c.

y

-8

Resolugao
(0,-8)ef= -8=a-0"+b-0+c
(-2,00ef=0=a-(-2’+b-(-2) +c
(400 ef=>0=a-4+b-4+c
Assim, para determinar a, b e ¢, devemos resolver o
sistema:
c=-8 (I
4a-2b+c=0 (I
16a +4b+c=0 (I
Substituimos ¢ por —8 em (II) e (III):

{4a—2b—8:0 :{—16a+8b+32=0
16a +4b -8 =0 16a +4b -8=0
Adicionamos, membro a membro, as duas equagoes
do ultimo sistema, obtendo:

12b+24=0 = b= -2

Substituimos, em (II), b por —2 e ¢ por —8:
4a-2-(-2)-8=0=a=1

Concluimos quea =1,b = —2ec= —8.

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Reprodugao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

n Uma copiadora cobra R$ 0,40 por copia para até 100 c6-

pias coloridas de uma mesma pagina. Para 150 cépias,

o prego cai R$ 0,02 por cdpia; e, assim por diante,

a cada 50 copias, até o limite de 550 cépias, ha um

desconto de R$ 0,02 por cépia, incidindo sobre todas

as copias adquiridas pelo cliente.

a) Se,obedecendo ao limite estabelecido, um cliente
adquirir um lote de 100 + 50x cépias, com x €N,
qual sera a equacéo que expressa o valor f(x), em
real, pago por esse lote?

b) Construir o grafico da funcao f do item a.

Resolucgao

a) Sob o limite estabelecido, qualquer lote com
100 + 50x copias, com x € N, terd o custo de
0,40 — 0,02x real por cépia. Assim, o custo total
do lote sera de (100 + 50x) - (0,40 — 0,02x) reais.
Logo:

f(x) = (100 + 50x)(0,40 — 0,02%) =
= f(x) = —x>+ 18x + 40

b) Fora do contexto desse problema, o grafico da
funcéo f(x) = —x* + 18x + 40 é apresentado na
figura 1, abaixo. Porém, no contexto do pro-
blema, devemos obedecer a condigdo x € N e
100 + 50x < 550, ou seja,x EN ex < 9,com o que
restringimos o grafico apenas aos dez pontos da
parébola representados na figura 2.

y
121

Figura 1

Figura 2

“ Esbogar o grafico, indicando o dominio e o conjunto

imagem da funcéo:

Fx) = X*—4x,sex<5
—2x +17,sex>5

Resolucao

Para construir o grafico de uma funcao definida por
mais de uma sentenca, analisamos cada sentenca
separadamente.
I. O grafico da funcdo f(x) = x> — 4xparax<5éo0
arco de pardbola representado abaixo:

y

II. O gréfico da funcdo f(x) = —2x + 17 parax > 5
é a semirreta representada abaixo:

y

7

A reunido dos graficos obtidos em (I) e (II) é o
grafico da funcéo f:

y

Secéao 5.1 - A fungéo quadratica
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(0)]
(o))

(Vunesp) O desenvolvimento da gestacdo de uma determinada crianga, que nasceu com 40 semanas,
50,6 cm de altura e com 3.446 gramas de massa, foi modelado, a partir da 20* semana, aproxima-
damente, pelas funcdes matematicas h(t) = 1,5t — 9,4 e p(t) = 3,8t — 72t + 246, em que t indica o
tempo em semanas, t = 20, h(t) a altura em centimetro e p(t) a massa em grama. Admitindo o modelo
matemadtico, determine quantos gramas tinha o feto quando sua altura era 35,6 cm.

Esboce o grafico e determine o dominio e o conjunto imagem de cada fungéo.
a)y=x"—2x—-38 ) y=-x"+3x+10 e) s(x) = 3x* — 12x
b) f(x) =x*+2x+ 6 d) gx) =x>—6x+9 fyy=x"-4

(Ufes) Sabendo-se que a imagem da fungéo y = x* + 5x + (k + 4) é o conjunto {y € R |y = —1}, pode-
mos afirmar que o valor de k é:

a) 0,25 b) 0,50 d 0,75 d) 1,00 e) 1,25

O gréfico abaixo representa a fungéo f(x) = ax’ + bx + c. Determine as constantes reais a, b e c.

y

;
6 x

(UFSCar-SP) A parabola determinada pela funcéo f: R — R tal que f(x) = ax’ + bx + ¢,com a # 0, tem
vértice de coordenadas (4, 2). Se o ponto de coordenadas (2, 0) pertence ao grafico dessa funcao,
entdo o produtoa - b - c éigual a:

a) —12 b) -6 c 0 d) 6 e) 12

O gréfico da fungéo f(x) = 3x* + 2x + k + 5, em que k € IR, ndo tem ponto em comum com 0 eixo
das abscissas. Determine os possiveis valores de k.

No mesmo plano cartesiano, construa os graficos das fungdes y = x> — 3x + 2ey = —x + 5 e deter-
mine as coordenadas dos pontos comuns aos dois graficos.

Os graficos a seguir representam as fungdes f e g e os pontos V e P, comuns aos dois graficos, em
que V é o vértice da pardbola que representa a fungao f.

y

f \ 12\ X
Se f(x) = —x* + 8x, 0 ponto P é:

a) P(6, 12) b) P(5, 15) 9 P(%,STE’) d) P(7,7) e) P(%,E)
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n Esboce o gréfico de cada funcao.

_J—x*+4sex<1 X+ 2x+2sex=<1
a)f(x)_{_’%xsex>1 b) 9() = 2x —1sex>1

m Um missil foi lancado a partir de um ponto O com o objetivo de atingir um alvo em um ponto A, situado
no mesmo terreno plano e horizontal em que estd o ponto O. Considerando o ponto O como a origem
de um sistema cartesiano com eixo Oy vertical e eixo Ox horizontal passando por A, orientado de O
para A, um engenheiro programou o lancamento de modo que a trajetéria do missil obedecesse a
equagdoy = x’* — 5x. Supondo que o ponto A tenha sido atingido e que a unidade adotada no sistema
de eixos tenha sido o quilometro, calcule a distancia OA.

“ Uma empresa petrolifera destinou determinada verba a construcéo de oleodutos ou a compra de cami-
nhdes. O dinheiro pode ser empregado apenas na compra de caminhdes ou apenas na construgao de
oleodutos ou, ainda, uma parte na compra de caminhdes e outra parte na construcao de oleodutos.
Algumas das possibilidades das aplica¢des dessa verba estdo descritas no grafico abaixo.

y (km de oleodutos)

551 -

34t X

197~ :r**!

30 40 50  x (numero de
caminhdes)

Em Economia, esse grafico é chamado curva de possibilidade de produgéo. Essa curva é um arco de
parébola que passa pelos pontos assinalados. Determine a func¢éo quadratica y = ax” + bx + c que
corresponde a esse grafico.

E Em uma ocorréncia policial, foi isolada uma regido retangular com trés lados formados por uma fita
de 20 m, esticada, e o quarto lado em um muro, onde foram fixadas as extremidades da fita, como
mostra a figura:

B WV WM W W >

Indicando por x e y as medidas, em metro, dos lados menor e maior do retdngulo, respectivamente:
a) Determine a drea, em metro quadrado, da regido isolada, em fungdo da medida x do lado menor.

b) Se a drea da regido isolada for 50 m?, quais serdo as medidas x e y dos lados do retdngulo?

m O grafico parabdlico abaixo descreve a distancia d, em metro, entre um ponto A e um corpo em
movimento retilineo, em fungao do tempo t, em minuto.

d

10

Secéao 5.1 - A fungéo quadratica

Trés minutos depois do inicio das medic¢des de tempo, a distdncia entre o mével e o ponto A era:
a) 3m b) 2,8 m c) 2,6m d) 2,5m €) 24m

Resolva os exercicios complementares 1 a 12 e 24 a 26.

»
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Analise da funcao quadratica

» Objetivo Umaindustria de embalagens confeccionara latas cilindricas de aluminio
» Identificar para acondicionar 350 mL de refrigerante em cada uma. Quais devem ser
as dimensdes de cada lata para que seja utilizada a quantidade minima
possivel de aluminio?

graficamente e
algebricamente o valor
maximo e minimo da
funcao quadratica.

» Termos e conceitos

* valor maximo
* valor minimo

Em uma prova de langamento de dardo, qual deve ser a medida do angulo
de langamento para que o dardo alcance a distancia maxima®?

Questfes como essas, em que se procura determinar o valor minimo
ou o valor maximo, sdo estudadas em Matematica pela aplicacéo dos
conceitos de maximo e minimo de fungdes. Neste topico, daremos

inicio ao estudo desses conceitos, tratando, por enguanto, apenas
de fungdes quadraticas.

7 Valor maximo

Seja a fungao f(x) = —x° + Bx, cujo grafico é:
y
9 7777777777 I
0 é 6\ x

f(3)=9

Note que f(3) = f(x]) para todo x pertencente ao dominio de f. Por isso,
dizemos que f(3) = 9 é o valor maximo da fungéo f e que 3 é a abscissa
do ponto maximo da fungao. A seguir, definimos esses conceitos.
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A v, —— ponto maximo de f
" 4a

Se V/ é o vértice da parabola que representa
graficamente a funcao polinomial do 2° grau
flx) = ax® + bx + ¢,coma < 0, entdo V é
chamado de ponto maximo da funcéo, sendo

A ..
sua ordenada, g o valor maximo de f.

7 Valor minimo

Seja a funcao f(x) = x* — Bx, cujo grafico é:

y

f(3) = -9

Note que f(3) =< f(x) para todo x pertencente ao dominio de f. Por isso, dizemos que f(3) = —9 é
o valor minimo da funcgéo f e que 3 é a abscissa do ponto minimo da funcao. Definimos esses
conceitos a seguir.

Se V/ é o vértice da parabola que representa
graficamente a funcao polinomial do 2° grau
flx) = ax® + bx + ¢,coma > 0, entdo V é
chamado de ponto minimo da funcéo, sendo

sua ordenada, —%, o valor minimo de f.

Secéao 5.2 - Analise da funcéao quadratica

G2 Vo ponto minimo de f
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

ﬂ Sabe-se que, sob certo angulo de langamento, a

altura h atingida por uma pedra, em metro, em fun-
¢do do tempo t, em décimo de segundo, é dada por
t2

h(t) = 0 +t.

a) Construir o grafico da altura atingida pela pedra
em funcao do tempo.

b) Qual é a altura maxima atingida pela pedra em re-
lacdo ao plano horizontal de onde foi lancada?

c) Em quanto tempo, apds o langamento, a pedra
atinge a altura méaxima?

d) Em quanto tempo, apés o lancamento, a pedra
atinge o solo, suposto no mesmo plano horizon-
tal de onde ela foi lancada?

Resolucdo
a) Inicialmente, obtemos os pontos notaveis da
parabola.
¢ Intersecc¢ao com o eixo das abscissas:
t t

2
= 4t = -~ 4+ 1=
ot O:>t( o 1) 0

t
sLt=0ou-—+1=0
Y760

s t=0out =60

Logo, a parabola intercepta o eixo das abscissas
nos pontos (0, 0) e (60, 0). Note, portanto, que
a pardbola intercepta o eixo das ordenadas
também no ponto (0, 0).

e Vértice:
X, = _2£= 1 _30e
g
60
el
~4.[-=]-0
——A——( ( 0L T_45
W= "4 T .. (,i) =
60
Portanto, o grafico da altura atingida em funcao
do tempo é:
h

15

30 60 t

b) A altura maxima atingida pela pedra é a orde-
nada do vértice V do arco de parabola do item a,
ou seja, 15 m.

c) Otempo para que a pedra atinja a altura maxima,
apos o lancamento, é a abscissa do vértice V do
arco de parédbola do item a, ou seja, 30 décimos
de segundo.

d) Araizpositiva da fungédo, obtida no item a, indica
o tempo em que a pedra atinge o solo apds o
lancamento, ou seja, 60 décimos de segundo.

Uma industria produz diariamente x kL (quilolitro) de
6leo de milho, com 2 < x < 7.0 custo y de produgdo
diario, em real por quilolitro de éleo produzido, é
dado pela funcdo y = 40x* — 400x + 2.600.

a) Se a industria fabricar 2 kL de éleo em um dia,
qual sera o custo de produgéo por quilolitro de
6leo produzido nesse dia?

b) E se a industria fabricar 7 kL de éleo em um dia?

c) Construir o grafico da funcédo
y = 40x* — 400x + 2.600 para2 < x < 7.

d) Qual deve ser a producéo didria para que o custo
de producéo por quilolitro de éleo seja minimo?

e) Qual é o custo didrio minimo por quilolitro de
6leo produzido?

Resolucao
a) Para x = 2, temos:
y=40-2%—400-2 + 2.600 = y = 1.960
Logo, para 2 kL de 6leo produzidos em um dia, o
custo de produgéo por quilolitro sera R$ 1.960,00.
b) Para x = 7, temos:
y=40-7>—400-7 + 2.600 = y = 1.760
Logo, para 7 kL de 6leo produzidos em um dia, o
custo de produgéo por quilolitro serd R$ 1.760,00.

c) Inicialmente vamos estudar a parabola de equa-
g8oy = 40x” — 400x + 2.600, desconsiderando, por
enquanto, o intervalo2 = x < 7.

e Intersecc¢ao com o eixo das abscissas:
40x* — 400x + 2.600 = 0
A = (—400)* — 4 - 40 - 2.600 = —256.000
Como A < 0,a parabola nio intercepta o eixo Ox.
¢ Intersec¢ao com o eixo das ordenadas:
y=40-0"—-400-0 + 2.600 = y = 2.600
Logo, a pardbola intercepta o eixo das ordena-
das no ponto (0, 2.600).

e Vértice:
—400
Xy = _b_ f( ) =5e
2a 2-40
—256.000
gy = A _ (26000,
4a 4-40

Finalmente, esbocamos abaixo o grafico da
pardbola, considerando agora o intervalo
2<sxs<7:

1.960

1.760

1.600

d) A producao diaria para que o custo de produgao
por quilolitro de 6leo seja minimo é dada pela
abscissa do vértice V do arco de pardbola do item
c, isto &, 5 kL.

e) O custo didrio minimo, por quilolitro de éleo
produzido, é dado pela ordenada do vértice V do
arco de parébola do item c, ou seja, R$ 1.600,00.
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Determine o valor maximo ou minimo de cada funcao a seguir.
a) fx) =x"+2x—-3 Q) y=x"+2x+3
b) y=-x*+2x+ 15 d) g(x) = —x*+3x -3

Determine m, com m € R, para que a funcéo f(x) = 2x* + x + m + 1 tenha valor minimo igual %
Para que valores reais de k a fungéo quadratica y = kx” + 2x + 5 admite valor minimo positivo?

Considere todos os retangulos com 20 cm de perimetro.

a) Entre eles, qual é a area do retangulo com 8 cm de base?

b) Entre eles, indicando por x a medida da base de um retdngulo qualquer, construa o grafico da
funcdo A(x) que expressa a area do retangulo, em centimetro quadrado, em funcdo da medida x,
em centimetro.

c) Qual é a area maxima que um desses retangulos pode ter?

(Unifap) Segundo afirmam os fisiologistas, o nimero N de batimentos cardiacos por minuto, para

um individuo sadio e em repouso, varia em funcdo da temperatura ambiente T, em grau Celsius, e

é dado pela funcédo N(T) = (0,1)T* — 4T + 90.

a) Essa fungdo possui maximo ou minimo?

b) A que temperatura o nimero de batimentos cardiacos por minuto de uma pessoa sadia e em
repouso serd 90?

c) Se uma pessoa sadia estiver dormindo em um quarto com refrigeracdo de 20 °C, qual seréd o
numero de seus batimentos cardiacos por minuto?

Um teste que avaliou o consumo de gasolina de uma

nova motocicleta revelou que, quando a velocidade

estd no intervalo de 50 km/h a 100 km/h, a disténcia

d, em quilémetro, percorrida por litro de gasolina,

em funcdo da velocidade v, em quilémetro por hora,

2

é dada por d(v) = ~ V4 18 pyde-se concluir
150 15

desse teste que, no intervalo considerado, a maior

economia de combustivel se da a velocidade de:

a) 90 km/h c) 85km/h e) 80 km/h

b) 70 km/h d) 75 km/h

O grafico mostra a trajetéria de uma pedra atirada para cima, obliquamente em relacdo a hori-
zontal:

16 1--mm gD

Os valores nos eixos Ox e Oy indicam, respectivamente, as distancias, em metro, percorridas pela
pedra na horizontal e na vertical (altura). Sabendo que essa trajetéria é parabdlica, a altura maxima
atingida pela pedra foi:

a) 22,5m b) 23m c) 248m d) 25m e) 254 m

Com 140 metros lineares de tela de arame, um fazendeiro construiu dois currais: um quadrado e
um retangular, este de comprimento igual ao triplo da largura. Sabendo que a medida escolhida
para o lado do quadrado tornou a soma das areas dos currais a menor possivel, calcule a area de
cada curral.

Resolva os exercicios complementares 13 a 17 e 27 a 33.

Secéao 5.2 - Analise da funcéao quadratica
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) Estudo do sinal

Quando a presséo interna de um recipiente fechado é maior que a externa, dizemos que
a presséo interna no recipiente, em relagdo a externa, é positiva. Inversamente, quando a
presséo interna € menor que a externa, dizemos que a presséo interna no recipiente é ne-
gativa em relagdo a externa. Quando a presséo interna nesse recipiente é igual a externa,
dizemos que essa pressado é nula em relacéo a externa. Por exemplo, quando respiramas, a
presséao interna nos pulmdes, em relacéo a externa, & negativa na expiracédo do ar e positiva
na inspiracgao.

pulméo

expiragao inspiracao

Definimos presséo relativa no interior de um recipiente fe-
chado como a diferencga entre a pressao interna e a pressao
atmosférica local, nessa ordem.

Suponha que, em uma experiéncia, a presséo interna de um

recipiente tenha variado por injecdo e exaustdo de ar, e que
t,3 5 .

plt) = 8 + w8 cujo grafico, apresentado a seguir, expressa

a pressao relativa p, interna do recipiente, em atmosfera (atm),

em fungéo do tempo t, em minuto, durante o tempo que durou a

experiéncia.

M Bardometro, instrumento
que indica a pressao

p atmosférica, a altitude
e possiveis alteragdes
meteoroldgicas.
o e
g :
5| 3 5N
B oS

Ainterpretacéo desse grafico permite concluir que, durante os 6 minutos que a experiéncia
durou, a presséo relativa interna do recipiente:

- foi positiva para 1 < t < 5 (isso significa que, no intervalo aberto de 1 a 5 minutos, a presséo
interna do recipiente foi maior que a pressado atmosférica locall;

- anulou-se parat = 1 out = 5 (isso significa que, 1 minuto depois de iniciada a experiéncia, a
pressao interna do recipiente igualou-se a pressado atmosférica local, acontecendo o mesmo
5 minutos depois de iniciada a experiéncial;

- foinegativa para 0 <t <1oub5 <t < 6 (isso significa que, nos intervalos descritos, a pressao
interna do recipiente foi menor que a presséo atmosférica local).

Nesse exemplo, estudamos a variag&o de sinal de uma funcgdo polinomial do 2% grau em um
dominio limitado (0 < t < B). Do mesmo modo, podemos estudar a variagao de sinal de fungdes
guadraticas de dominio real, conforme mostra o exemplo a seguir.
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Exemplo
Considere a fungao f(x) = x* — 2x — 3, cujo gréafico é:

A simples leitura do grafico permite afirmar que:

- f(—2) e f(5) séo positivas;

+ f(1) & negativa;

« f(—1) e f(3) s&o iguais a zero, pois —1 e 3 s&o as raizes da fungéo.
Estudando o sinal de f para todo o dominio real, temos:

- sex=—loux=3,entdoflx)=0;

+ sex < —loux> 3, entdof(x] > 0;

+ se —1<x<3,entéoflx) <O.

Podemos representar a variacédo de sinal da fungédo f, resumidamente, em um esquema
como este:

©) O

-1 3 X

)

De maneira geral, a discusséo da variagao de sinal de uma fungdo quadratica gualguer,
f(x) = ax® + bx + ¢, recai sempre em um dos casos abaixo:

A>0 A=0 A<O
® ®
a>0 - . =
% L i
®
< X @ X
ﬁ O O
a<0 . : b
© ©

Nota:

X, & X 580 as raizes, se existirem, da fungéo f.

Secéao 5.2 - Analise da funcéao quadratica
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

Discutir a variagao de sinal da funcgao:
fx) = —x* + 4x

Assim, esquematizamos:

Resolucao

Vamos representar a varia¢ao de sinal de f em um

esquema.

e Raizes de f:
—X*+4x=0 = x(-x+4)=0
x=0ou-x+4=0 ©)
s x=0oux=4
Logo, a pardbola intercepta o eixo Ox nos pontos
de abscissas O e 4.

¢ Concavidade:
Como o coeficiente de x* é negativo (a < 0), a
parabola tem concavidade voltada para baixo.
Assim, esquematizamos:

Logo, f(x) > 0, Vx,com x € R.

n Discutir a variacao de sinal da funcao:
fx)=x*—8x+ 16

Resolucao
© Vamos representar a variagao de sinal de f em um
esquema.
e Raizes de f:
X’ —8x+16=0
A=(—-8’—-4-1-16=0
(-8 *J0 g0

2-1 2
Logo: .
e sex =0oux = 4,entdo f(x) = 0; X = ) ‘ ‘
e se 0 < x <4, entdo f(x) > 0; ;gfg':; girabola tangencia o eixo Ox no ponto de
1 .

e sex <0oux>4,entdo f(x) <O. c idad
e Concavidade:

Como o coeficiente de x* é positivo (a > 0), a pa-

n Discutir a variagao de sinal da funcgao: ¢ c -
rabola tem concavidade voltada para cima.

fx)=2x"+3x+4

Resolucgao

Vamos representar a variacdo de sinal de f em um

esquema.

e Raizes de f:
2 +3x+4=0 O] ©
A=32-4.2.4=-23
Como A <0, a equacdo nado tem raiz real, portanto 4 X

a parabola nio intercepta o eixo Ox.

e Concavidade:
Como o coeficiente de x* é positivo (a > 0), a pa-
rabola tem concavidade voltada para cima.

Pelo esquema acima, temos:
* se x = 4, entdo f(x) = 0;
* se x # 4, entdo f(x) > 0.

E Discuta o sinal de cada uma das fungoes:

a)f(X)=x2—6X+8 c) g(x):%z_zx+3 e)y=3X2

d) h(x)=—x—2+x—1

b)y=-x-2x+3
) ¥ X X 4

m Para que valores reais de m a fungéo f(x) = 3x* + 2x + m — 1 é positiva para qualquer x, com x € IR?
AN

’ Resolva os exercicios complementares 34 e 35.

174

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Reprodugao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

» Objetivo

» Resolver
inequacodes que
envolvam fungdes
quadraticas.

\ W—

Inequacdes polinomiais do 2° grau

Observe a situacgéao.

De uma folha retangular de cartolina, com x dm de largura (x > 2) e
comprimento igual ao quadruplo da largura, foram retirados quatro qua-
drados de lado 1 dm, restando apenas a parte representada abaixo.

,,‘T,,, -
|
|
|

4x

-]

+ Quais sdo 0s possiveis valores de x para que a area dessa parte restante
da cartolina seja menor que 32 dm®?

Note que a largura e o comprimento do retangulo original, em deci-
metro, eram x e Ux, respectivamente; portanto, a area do retangulo, em
decimetro quadrado, era 4x?. Como foram retirados desse retangulo
guatro quadrados de area 1 dm?, a area Alx) remanescente, em decimetro
quadrado, é dada por: Alx) = Ux® — 4.

Queremos determinar os possiveis valores de x para que a area dessa
parte restante seja menor que 32 dm®, ou seja, devemos obter os valores
de x para Alx) < 32:

Ox* —4 <32 = Ux"—36<0

A sentenca 4x® — 36 < O representa uma inequacao polinomial do
2° grau.

Chama-se inequacéao polinomial do 2° grau toda inequacao que pode
ser representada por uma das formas abaixo, em que {a, b, ¢} C R
ea# 0:

caxf+bx+c>0
caxf+bx+c<0
caxf+bx+c=0
caxf+bx+c=<0
caxf+bx+c#0

Aresolugdo de uma inequacao polinomial do 2% grau & fundamentada no
estudo da variagao de sinal de uma funcéo quadrética, conforme mostram
os exercicios resolvidos a seguir.

Secgéao 5.3 - Inequagtes polinomiais do 2° grau
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

m Resolver em R a inequagéo x> — 2x — 8 > 0.

Resolucdo

Para resolver essa inequacgdo, devemos estudar o
sinal da funcdo f(x) = x> — 2x — 8.
e Raizes de f:
X -2x—-8=0
A=(-2"-4-1-(-8) =36
—(-2)*36 g6
So2-1 2
Logo,x =4oux= -2
Portanto, a parabola intercepta o eixo Ox nos
pontos de abscissas 4 e —2.
e Concavidade:
Como o coeficiente de x? é positivo (a > 0), a pa-
rdbola tem concavidade voltada para cima.
Assim, esquematizamos a variacdo de sinal da

funcao f:
4 b
-2 4 X
O

O conjunto solugdo S da inequagdo proposta é
formado por todos os valores reais de x para os
quais f(x) > 0, isto é:
S={xER|x<—-2o0ux>4}

Resolver em R a inequagdo —x* + 5x = 0.

Resolucao

Iniciamos a resolucdo com o estudo do sinal da

funcéo f(x) = —x* + 5x.

¢ Raizes de f:
—-x*+5x=0 = x(-x+5)=0
x=0ou—-x+5=0
x=0oux=>5
Logo, a paradbola intercepta o eixo Ox nos pontos
de abscissas O e 5.

e Concavidade:
Como o coeficiente de x* é negativo (a < 0), a
parabola tem concavidade voltada para baixo.
Assim, esquematizamos a variacdo de sinal da
funcéo f:

0
0/° *\O *

O conjunto solucdo S da inequacgdo proposta é
formado por todos os valores reais de x para os
quais f(x) = 0,isto é: S = {x E R|0 < x < 5}

E Retomar a situagdo da folha retangular de cartolina,
com x dm de largura (x > 2) e comprimento igual
ao quadruplo da largura, da qual foram retirados
quatro quadrados de lado 1 dm, e determinar os
possiveis valores de x para que a area da parte
restante da cartolina seja menor que 32 dm’.

x* — 6x + 8

Resolugao

Ja vimos que, para determinar os possiveis valores de

X para que a area da parte restante seja menor que
32 dm?, devemnos resolver a inequagéo 4x” — 36 < 0.
As solugdes dessa inequacédo sdo todos os nime-
ros reais x tais que —3 < x < 3. Porém, no contexto
do problema, a varidvel x deve obedecer a condigao
X > 2; concluimos, entdo, que a drea da figura sera
menor que 32 dm?® para qualquer numero real x
talque 2 <x < 3.

Resolver em R a inequagdo x> + x + 2 < 0.

Resolugao
Estudando a variagdo de sinal da funcao

f(x) = x* + x + 2, temos:

e Raizes de f:
X+x+2=0
A=1"-4-1-2=-7
Como A < 0, a equagdo nao tem raiz real, portan-
to, a parabola ndo tem ponto em comum com o
eixo Ox.

¢ Concavidade:
Como o coeficiente de x* é positivo (a > 0), a pa-
rébola tem concavidade voltada para cima.
Assim, esquematizamos a variagdo de sinal da
funcao f:

O)

X
O conjunto solugdo S da inequagdo proposta é for-
mado pelos valores reais de x para os quais f(x) < 0.
Observando que a fungéo f é positiva para qualquer

x real, concluimos que S = &.

Resolver em R a inequagao-quociente:

<0

3x—6
Resolugao

Condicao de existéncia:3x — 6 #0 = x # 2
Estudando a variacdo de sinal das fungoes

f(x) = x* — 6x + 8 e g(x) = 3x — 6, temos:

e Raizes de f:
X’ -6x+8=0
A=(-6°-4-1-8=4
(-6 *V4 g2
2-1 2
Xx=4oux=2
Logo, a parabola intercepta o eixo Ox nos pontos
de abscissas 4 e 2.
¢ Concavidade:
Como o coeficiente de x* é positivo (a > 0), a pa-
rabola tem concavidade voltada para cima.
Portanto, a variagdo de sinal de f é representada por:

@\ /@
2\@4 X
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e Raiz de g:
3x—-6=0=>=>x=2
Logo, a reta intercepta o eixo Ox no ponto de
abscissa 2.
Como o coeficiente de x é positivo, a funcdo g
é crescente, portanto, a variacdo de sinal de g é
representada por:

®

©)

Representando a variag@o de sinal de f,g e g em

um quadro de sinais, temos:

2 4
f + | - | + X
g - | + | +
£ - - b
g Sel >
2 4

X

Os sinais da dltima linha foram obtidos através da
regra de sinais para o quociente % Como quere-

mos que esse quociente seja negativo ou nulo,

2 —6x+ 8

. X .
ouseja, <0, elembrando que a condi-

¢do para que esse quociente exista é x # 2, temos
como conjunto solugéo:
S={xeER[x<4ex+2}

27

Resolva em R as inequacoes:
a) X’ +3x—-10>0
b) —2x° +7x —3=0

f) (-9 —-7x+10)<0
g K- -x+1) =<0

o X-1 _

€ 4’ —-12x+9<0 —5 - <
x> —6x+8

2 x—3)x* -9
g XX _2x &9
2 5 x*—2x—3
2
e X x>X 12X,
2 3 6

O atual saldo bancério de um cliente é R$ 2.000,00. Iniciando a contagem do tempo a partir deste
instante (associamos o tempo zero a este instante), a cada dia, num periodo de 30 dias, a conta
desse cliente receberd, em real, um crédito de 100t e um débito de 10t?, sendo que t representa o
tempo em dias.

a) Dé o saldo S desse cliente em fungéo do tempo t nesse periodo.

b) Daqui a quantos dias o saldo desse cliente atingird o maior valor nesse periodo?

c) Para que valores de t o saldo S é positivo?

d) Considerando a ordem crescente, qual é o primeiro valor de t em que S < 0?

. . ~ . x—1=<3x-3 .
(Mackenzie-SP) Em IR, o conjunto solucao do sistema {xz _4=0 é:
a) [2, +[ d) [-2,0]

b) ]_°°! _2] e) [07 1]
 [1,2]

Obtenha os possiveis valores reais de m para que o conjunto solucao da inequagao
2x> + 2x + m + 3 > 0, no universo IR, seja o proprio conjunto R.

Determine o dominio de cada funcao.

a) f(x) =v2x* — 4x b) g(x) = Vx> + x +2

2 _
Determine o dominio da fungéo: f(x) = X4
4x — 12
(Ufam) O conjunto das solugdes, no conjunto R dos nimeros reais, da inequagao _9: 1 >xé:
X
a) xER|x > —1} d) R
b) xeR|x < -1} e) xeR|x <0}

c) vazio

Resolva os exercicios complementares 18 a 23 e 36.

Secgéao 5.3 - Inequagoes polinomiais do 2° grau

»
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))) EXERCICIOS COMPLEMENTARES

N Exercicios técnicos

»

“ Esboce o grafico e determine o dominio e o conjunto

imagem das fungoes seguintes.
a)y=8x"-2x—-1

b) h(x) =2x* —4x + 4

¢ y=-x"—10x - 25
d)y=-2¢"+x

e) y=2x"+6x

f) tx)=-3x"+x—-1

g y=-x+5
hyy=-x-4
X x_
i) y—4+2 2
K 5
j) up =X+ 3

(Fuvest-SP) O gréfico f(x) = x* — bx + c,em quebec
sdo constantes reais, passa pelos pontos (0,0) e (1, 2).

Entéof( 7%) vale:

a) % d ;
b) % e) 4
9] 7%

(Vunesp) O grafico da func¢io quadratica definida por
y=x*—mx+ (m— 1),em que m € R, tem um Unico
ponto em comum com o eixo das abscissas. Entdo, o
valor de y que essa funcdo associaax =2 é:

a) -2 d) 1
b) -1 e) 2
c 0

Para que valores reais de p a fungdo
f(x) = px> — 2x + 5 tem dois pontos distintos em
comum com o eixo das abscissas?

(UFT-TO) Seja f: ] =, 2] = [—1, e[ definida por
f(x) = x> — 4x + 3, entdo a funcdo inversa f ' é:

a) f'x)=2-Jyx+1

b) £ =

Q fFi=—Vx+1
d f'®m=2+Jx+1

(UFRN)

a) Esboce, no mesmo plano cartesiano, os graficos
das funcoes reais de variavel real f(x) = 2x + 3 e
g(x) = x> — 8x + 12.

b) Determine as coordenadas (x, y) de todos os
pontos em que os graficos das fun¢oes dadas se
interceptam.

Os gréficos das fungdes f(x) = ax’ + bx e

g(x) = 2x + 2, com {a, b} C R, sao:

g 719

Esses graficos tém dois pontos, P e Q, em comum,
sendo que P pertence ao eixo das abscissas.
a) Calcule os valores das constantes reais a e b.

b) Determine os pontos P e Q.

(PUC-MG) No grafico abaixo, estdo representadas a
funcdo quadratica f e a funcéo linear g.

O ponto Q é dado por:
9e23  9azs2) oY
baLy i

Represente no mesmo plano cartesiano as parabo-
las de equagbes y = 2x° + x —1ley = x* — 5x + 6,
e determine as coordenadas dos pontos comuns
a elas.

(Fuvest-SP) Para cada numero real m, considere a

funcio quadratica f(x) = x* + mx + 2.

Nessas condigoes:

a) Determine, em funcdo de m, as coordenadas do
vértice da pardbola de equagdo y = f(x).

b) Determine os valores de m € R para os quais a
imagem de f contém o conjunto {y € R:y = 1}.

c) Determine o valor de m para o qual a imagem de
féigual ao conjunto {y € R:y = 1} e, além disso,
f é crescente no conjunto {x € R : x = 0}

d) Encontre, para a fun¢do determinada pelo valor
de m do item c e para cada y = 2, o Gnico valor
de x = 0 tal que f(x) = y.

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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n Esboce o grafico das funcdes:

2
h(x) = X*—2x,sexXx<2
3) hix) {7x2+6x78,sex>2

x*—1,sex=<?2
3,se2<x<4
x> —8x+ 19,sex >4

b) t(x) =

E (UFV-MG) Esboce o grafico da funcéao real f definida
por:

2(x +1),sex>1

f(x):{‘}—XZ,SExSl

E Determine o valor maximo (ou minimo) e a abscissa

do ponto maximo (ou do minimo) de cada uma das
funcoes a seguir.

a) y=4x"+2x -2

b) y =3x — 12x

Qg y=—-x-2x+3

d) s(x) =x*—8x+ 16

e) y=—4x2+2x—%
fy=3x"-1

m Para que valores reais de m a fungdo quadratica

y = (m — 2)x* + x + 4 admite valor maximo posi-
tivo?

E (UFJF-MG) A reta e a parabola representadas abaixo

sdo os graficos das funcdes f e g, respectivamente.

y

Sobre a fungdo h = f + g de R em IR, definida por
h(x) = f(x) + g(x), é correto afirmar que:

a) possui ponto de maximo.

b) possui ponto de minimo.

c) é uma funcdo crescente.

d) é uma fungéo decrescente.

e) é uma funcdo constante.

m (FGV) Encontre a drea do triangulo ABC, cujos vér-

tices obedecem as seguintes propriedades:
1. estdo sobre a pardbola y = 2x* — 13x + 18.
2. A e B estdo sobre o eixo das abscissas.

3. a abscissa do vértice C é o ponto de minimo da
parabola.

4. as medidas dos lados estdo em metros.

(UFJE-MG) Considere um retangulo de altura h e de
base b. Constréi-se um novo retangulo, cujanova base
é menor que a antiga x unidades, e a nova altura é
maior que a antiga x unidades. Qual é o valor de x
para que esse novo retdngulo tenha drea maxima?

b-h b+h b? — h?
a)T c) 5 e)
b)b;h d)h;b

m Resolva em R as inequagdes a seguir.
a) x— 1 —-2)>0
b) x+2)x* -4 —-x—-2)>0
Q x—-DBx—-1)NE*+x-2)<0

E Considerando o universo IR, resolva as inequacoes:

X2 —1)(2x — 1

a)( ) )~ o g = - 1
-x*-9 x¥*-1 x-1

b)x2—2x+2<0 ¢ X .5 1
x> -2 x+1 3 x-1
2

C)M>O f) 1 ;l
x>+ 2x— 2 x—-1

m Determine o dominio das funcoes:

6 — 3x
a X)) = |[——
) 96 x> —3x+2
b) hi) =~ + -2
J2xt -1

E (UFV-MG) Sejam as fungdes reais f e g dadas por

f(x) =x* — 4 e g(x) = 4 — x* Resolva as inequagdes:
a) f(x) - g(x) < 0 9 f(x) — glx) < -8
b) Jx) =0

9(x)

—n

E (UEM-PR) Considere uma funcéo real dada por

X2+ . .
flx) = <+ 3 Existe(m) valor(es) real(is) para x

tal(is) que f(x) seja maior que 1? Em caso afirmativo,
determine o(s) possivel(is) valor(es) de x para que
isso ocorra. Caso contrério, justifique sua resposta.

E (Uneb-BA) A fungao quadritica f e a fungdo afim g

tém os graficos:

Da anélise dos graficos, pode-se concluir que o

f)

conjunto solucdo da inequagao (—) <1lé
g(x

a) 1-2,1[ - {0} d) R-[-1,2]
b) -1, 2[ - {0} e) R—[-21]
¢ R-[-1,1]

»
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N Exercicios contextualizados

I (Enem) Um posto de combustivel vende 10.000 litros

de 4lcool por dia a R$ 1,50 cada litro. Seu proprietario
percebeu que, para cada centavo de desconto que
concedia por litro, eram vendidos 100 litros a mais
por dia. Por exemplo, no dia em que o prego do alcool
foi R$ 1,48, foram vendidos 10.200 litros.
Considerando x o valor, em centavos, do desconto
dado no preco de cada litro, e V o valor, em R$,
arrecadado por dia com a venda do 4lcool, entdo a
expressao que relaciona Ve x é:

a) V= 10.000 + 50x — X d) V =15.000 + 50x — X
b) V =10.000 + 50x + X* €) V = 15.000 — 50x + X’
€) V =15.000 — 50x — ¥

(Unicamp-SP) Uma piscina, cuja capacidade é de
120 m?, leva 20 horas para ser esvaziada. O volume
de dgua na piscina, t horas apés o inicio do processo
de esvaziamento, é dado pela fungéo V(t) = a(b — t)
para0 <t=<20e V(t) = O parat= 20.

a) Calcule as constantes a e b.

b) Faca o grafico da funcgéo V(t) para t € [0, 30].

(UnB-DF) A tabela abaixo apresenta informacoes
relativas as pizzas de uma pizzaria.

Tamanho | Didmetro (cm)| Prego (R$)
pequena 20 6,00
média 30 11,00
grande 40 18,00

Considerando que, nessa pizzaria, o preco P, em real,
de uma pizza é calculado pela soma de um custo fixo
c com um termo que depende do raio r, em centime-
tro, da pizza segundo a funga@o P(r) = ¢ + br + ar’, faca
0 que se pede.

a) Calcule o valor de b.

b) Calcule o valor de c.

c) Determine o preco, em real, de uma pizza gigante,

de 50 cm de didmetro.

(UFPE) Suponha que o consumo de um carro, para
percorrer 100 km com velocidade de x km/h, seja
dado por C(x) = 0,006x’ — 0,6x + 25. Para qual velo-
cidade esse consumo é minimo?
a) 46 km/h c) 48 km/h
b) 47 km/h d) 49 km/h

e) 50 km/h

(FGV) Uma loja de departamentos compra cartuchos
para uma determinada impressora a jato de tinta a
R$ 8,00 a unidade e prevé que, se cada cartucho for
vendido a x reais serdo vendidos 200 — 2x cartuchos
por més.

a) Encontre uma férmula que fornecga lucro men-
sal em funcdo do preco de venda x de cada
cartucho.

b) Estabeleca matematicamente o intervalo dos va-
lores de x para os quais existe efetivamente lucro.

c) Para que o lucro seja maximo, qual deve ser o
preco de venda x de cada cartucho?

d) Qual sera o lucro méaximo e quantos cartuchos
serdo vendidos mensalmente ao preco que ma-
ximiza esse lucro?

(Enem) Um boato tem um publico-alvo e alastra-se
com determinada rapidez. Em geral, essa rapidez
é diretamente proporcional ao nimero de pessoas
desse publico que conhecem o boato e diretamen-
te proporcional também ao nimero de pessoas
que nao o conhecem. Em outras palavras, sendo
R arapidez de prorrogagao, P o puiblico-alvo e x o
numero de pessoas que conhecem o boato, tem-
-se:R(x) = k-x - (P — x),em que k é uma constante
positiva caracteristica do boato. Considerando o
modelo acima descrito, se o puiblico-alvo é de 44.000
pessoas, entdo a maxima rapidez de propagacao
ocorrerd quando o boato for conhecido por um
numero de pessoas igual a:

a) 11.000 ) 33.000

b) 22.000 d) 38.000

€) 44.000

(FGV) Um vidraceiro tem um pedago de espelho, na
forma de um tridngulo retangulo, cujos lados me-
dem 60 cm, 80 cm e 1 m, e quer recortar um espelho
retangular cujo tamanho seja o maior possivel. Para
ganhar tempo, ele quer que dois lados do retangulo
estejam sobre os lados dos tridngulos. Determine
as medidas dos lados do retangulo e a sua area.

O administrador de uma rede de cinemas observou
que, quando o preco do ingresso é R$ 8,00, o nu-
mero de espectadores por sessdo é 120; e que cada
R$ 0,20 de aumento no ingresso provoca a diminui-
cdo de 2 espectadores por sessdo. Essas observa-
coes levaram o administrador a estabelecer o preco
do ingresso de modo que a receita arrecadada por
sessdo seja maximizada. O prego estabelecido para
o ingresso foi:
a) R$ 9,20

b) R$ 9,00

) R$ 9,80
d) R$ 10,00

e) R$ 10,20

(UFMG) A secdo transversal de um tinel tem a forma
de um arco de parabola, com 10 m de largura na base
e altura maxima de 6 m, que ocorre acima do ponto
médio da base. De cada lado, sdo reservados 1,5 m
para passagem de pedestre, e o restante é dividido
em duas pistas para veiculos.

As autoridades s6 permitem que um veiculo passe
por esse tunel, caso tenha uma altura de, no maxi-
mo, 30 cm a menos que a altura minima do tinel
sobre as pistas para veiculos. Calcule a altura maxi-
ma que um veiculo pode ter para que sua passagem
pelo tinel seja permitida.

(Uespi) Um comerciante comprou a unidade de certo
artigo por R$ 20,00, e calculou que, se o comercia-
lizasse por x reais cada, venderia por dia (60 — x)
unidades desses artigos. Considerando 0 < x < 60
e que o lucro é a diferenca entre o preco de venda e
o de compra, nessa ordem, nas condi¢des apresen-
tadas, podemos concluir que, para maximizar seu
lucro, o comerciante terd de vender:

a) 20 artigos, cada um ao custo de R$ 40,00.

b) 25 artigos, cada um ao custo de R$ 20,00.

c) 30 artigos, cada um ao custo de R$ 30,00.

d) 35 artigos, cada um ao custo de R$ 35,00.

e) 40 artigos, cada um ao custo de R$ 30,00.

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



m Quando a temperatura de um recinto hospitalar
atinge 6 °C, uma maquina é ligada automaticamen-
te diminuindo a temperatura segundo a funcao
f(t) = 26> — 8t + 6, em que f(t) representa a tempe-
ratura em grau Celsius e t representa o tempo de
funcionamento da maquina em hora. Quando a
temperatura atinge o valor minimo de f, a maquina
é desligada automaticamente e, a partir de entdo,
a temperatura aumenta segundo a mesma funcéo
f, até atingir 6 °C, quando a maquina é religada, e
assim por diante. Sabendo que, @ meia-noite de cada
dia, a maquina é ligada automaticamente:

a) Construa o grafico da fungéo f, considerando o
intervalo de tempo decorrido desde a meia-noite
até o primeiro instante da madrugada em que a
maquina é desligada.

b) No intervalo de tempo considerado no item a,
durante quanto tempo a temperatura do recinto
esteve positiva?

c) No intervalo de tempo considerado no item a,
durante quanto tempo a temperatura do recinto
esteve negativa?

d) Qual é a menor temperatura atingida no re-
cinto?

e) Durante quanto tempo por dia a maquina per-
manece ligada?

E O custo C da construcdo de um edificio de 31 apar-
tamentos foi de 600 mil délares. O construtor espera
que a receita R, em milhares de dédlar, apurada pela
venda dos apartamentos, cresca de acordo com a
funcdo R = —x° + 62x, em que x é o numero de apar-
tamentos vendidos. A fungdo lucro L é a diferenca
entre a receita R e o custo C da obra, nessa ordem,
isto é:

L= —-x*+ 62x — 600

a) O gréfico da funcdo L é formado por pontos
isolados da parabola a seguir (ndo é considerada
toda a parabola, porque a variavel x assume
apenas valores naturais, com 0 < x < 31).

Determine as abscissas x; e x, € a ordenada
k dos pontos comuns ao grafico e aos eixos
coordenados.

>

b) De acordo com o grafico do item a, qual é o menor
numero de apartamentos que deve ser vendido
para que a funcao lucro passe a ser positiva?

c) Depois de todos os apartamentos vendidos,
qual serd a porcentagem de lucro sobre o custo
da obra?

m Um pequeno agricultor estima que, para o proxi-
mo ano, as produgdes de arroz e soja de seu sitio
totalizem x toneladas de graos. A previsao é de
que o custo de producgdo da tonelada de arroz seja
202 + 120

X+

204 + 29 reais. Determine a quantidade x de tonela-
X

0 reais e que o da tonelada de soja seja de

das de graos que deve ser produzida nesse sitio no
préximo ano para que o custo de producdo da to-
nelada de soja seja menor que o custo de produgao
da tonelada de arroz.

))) EXERCICIOS DE REVISAO CUMULATIVA

“ Esboce o grafico das funcoes:

8) f(x) = d) 1) = 2
b g9 = 1 Q) s(x) =X
0 h(x):1+2X

X

ﬂ Dada a fungao f: [~4, +oo[ — [2, +e[ definida por
f®)=2+J4+x:
a) construa o grafico de f'(x);
b) construa o grafico de f(x).

n Uma funcdo bijetora f: R — R é tal que
flx+3)=2x+1.
a) Determine f(4).
b) Determine f(x).

“ Determine as coordenadas do ponto P comum as
retas r e s, representadas a seguir.

y

»
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ANALISE DA RESOLUCAOD

) Um aluno resolveu o exercicio abaixo, conforme reproduzido a seguir. Observe a
resolucao e reflita sobre o comentario.
Exercicio

Uma agéncia de turismo fretou um 6nibus de 40 poltronas para uma viagem. Cada pas-
sageiro vai pagar R$ 20,00 mais uma taxa de R$ 4,00 por poltrona que néo for ocupada. Qual
é a receita méaxima, em real, que a agéncia pode apurar com essa viagem?

Resolucao

1o X B Tuimae- o ey de Sl
Qo (40-%) &7 & nuimane de pollrenas nae ecnpaclas .
&Xae, &WWMW@WMML:
20+4 « (40-x)
apﬂa&,ﬂ«mﬁjfovﬁr(mmaﬁ)p{xwphwm_;:

g=X - [QO0+4-(40-%x)]
%= x+[Q0+160 - 4x]
LB: *LIXQ'+J.80X

O e, mbncimma, £ oot e de wblier (g
15‘,:-/_";

Ha,
o = ~(£80-4 +(-4) - 0)
Y+ (-4)
gy = -3&.400
-16
G = 2.025 ERRADO'

/
i@,@mmw@mw .C

Comentario
Essa resposta é incorreta, pois o valor x para o qual se obtém o valor maximo y, da
fungéo y = —4x” + 180x é dado por:
b
Koy = ———
M 2a
ou seja,
~ 180
2-(-4)

=225

Esse valor de x ndo convém para o exercicio, pois a varidvel x representa um ntmero de
pessoas, portanto, deve ser um ntmero natural. Logo, a receita maxima apurada nao pode
ser R$ 2.025,00.

) Agora, refaca a resolucao, corrigindo-a.

Reproducao proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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RESPOSTAS
m Conjuntos

N Parapensar

W 1.250.000.000 anos

Bl ~41.666.666,67 anos

n ~18 dias

N Exercicios propostos

Bl 2-01,235738
B=1{0,3,5,7,9,12}
C=1{234,5,8,9

o33

b){..,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}
o {.., =3, -1,1,2,3,...}
d) {0}
e)J
f) o
g) {57, 58,59, ..., 116, 117, 118}
h){..., -4, -3, -2, -1}

i) {70,71,72,73,74, ..}

N o) finito

d) infinito

b) infinito e) finito
c) finito
IEW 2 = (x]x é um ntmero impar maior

que 1}

@, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3},

{1,2,3}

| 6 JERY d)F gV
b)F eV h)F
Qv fyv

DICA: Se x é um elemento do conjunto
A, entdo a relacdo entre ambos é a de
pertinéncia, isto é, x € A. Se B é um
subconjunto de A, entdo a relacao
entre ambos é a de incluséo, isto &,
BCAouADB.

a) (@, {5}, {8}, {5, 8}}
b) (@, {6))

o {2
n 32 subconjuntos
n x=3ey=1
[ 10 I3); d)F

b)F eV
Vv

[ 1 [
[ 12 [EEE

b) {0

-1,0,1,2, 3}

o {-3 -1,0,1,2,3,4,5,6,7,8}
m@

e) {— -1,0,1,2,3,4,5,6,7,8}
ﬂQLZ

g) <

h){-1,0,1,2,3,4}
i) {-1,0, 1,2, 3,4}

m a) {Igor, Carla, Tiago, Leandro, Janice}
b) {Igor, Carla, Tiago}
[98%}

b

El v Qv gF
b)V e F h)F
oV fy v

[ 19 B {1 2,9}
b) {5,

o {5,

d) {1 2 3,5,7,9}

e){1,2,9)

f) {1,2,3,9}

g) nao existe

h) &

i) F={1,2,3,8,6,4,9}

b)

IE3 22 - B-={PR, SC,RS}
b) B — A = {SP, R}, MG, ES}
c) Nao existem esses conjuntos, pois
A¢BeBZA.

E a) A = {x € U|x é mulher}

b) B={y € U|y tem menos de 16 anos
de idade}

¢) C = {z € U|z tem mais de 20 anos
de idade}

d)BN C ={p €U|ptem menos de 16
anos ou mais de 20 anos de idade}

e)B U C{q € Ulq tem menos de 16
anos ou mais de 20 anos de idade}

N oss E Bl
24%

DICA: Como o percentual é um valor
relativo, vocé pode supor que o nu-
mero de funcionarios equivale a um
indice 100, e raciocinar com o nimero
ficticio de 100 funcionarios.

El s
| 29 I3 eV h)V

b) v f)F i) F
Qv 8F v
av
38 559
EEI a)? b)@
[ 31 JER
b) 4

c) Nao existe.

DICA: No item c, lembre-se de que
entre dois nimeros racionais distintos
quaisquer existem infinitos outros
numeros racionais, e entre dois nime-
ros reais distintos quaisquer existem
infinitos outros nimeros reais.

m a) irracional

b) racional

f) irracional
g) racional

c) racional h) irracional
d) irracional i) irracional

e) irracional  j) irracional

,) Respostas
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Respostas

AN

184

E a=0;b=79;c=g;d=«/7

[EM resposta possivel: {28 e {35

DICA: Sendo {n, a} CIN, com a # 0, se
Ya nio é inteiro, entdo é irracional.

E resposta possivel:

3J7+@e\/5+@
4 2

m resposta possivel: 1,5e 1,6

a)F eV h)F
bV f)F i) v
oF g F v
d) v
EA 5u
EJ 2 10 a7
39
b) 8 e) 0
17 m+n
9 oo
A =) 9, 12]
b) [4, 19]
) 114, 19
d) ]7°°1 9]
€) |-, 0] U |8, 14]
f) 10, 19[
g <

h) [4, 8] U 19,12]

DICA: Pode-se aplicar a propriedade
distributiva da intersec¢do em relacdo
a unido de conjuntos, isto é:

AN(BUC=(ANB)U(ANCQ).

-

N Exercicios complementares

 Exercicios técnicos

| 2 IBY; d)F f)F

b)v eV gF
oV
Ba)v dv
b) v e)V
oF f)F

“ 256 subconjuntos

B 7 elementos

DICA: Decomponha em fatores pri-
mos o nimero 128.

B av f)F KV
bV gV )V
o F h) v m)V
d)F Y n)F
eV j)F

KA (8 |
[ 5

e

DICA: Aplique a propriedade distribu-
tiva da intersec¢do em relagdo a unido
de conjuntos.

H-

13 i

DICA: Represente A e B em um dia-
grama de Venn.
771

293 by 637
90 300

]

S&o os nimeros inteiros néo positivos.
3 nameros

d

e

DICA: Se o lado de um quadrado tem
medida a, entdo a diagonal desse qua-
drado mede a2, 0 que é facilmente de-
monstravel pelo teorema de Pitagoras.

Ea)v qQVv eV
b) F d)F

B - El -

E [-3,8]

DICA: Aplique a propriedade distribu-
tiva da unido emrelacgdo a interseccdo
de conjuntos, isto é:
AUBNC)=(AUBN(AUC)

G

\ 1 F 2 |

DICA: Primeiro, construa um segmen-
to de medida V2. Depois, construa a
figura acima, concluindo que:

W=1-J2 = h=W2 =42

 Exercicios contextualizados

Ed - El - El»
E 2 2.000 b) 700

El

E3 o) 148 b) 332

El 2 7s b) 87 c) 165
23 El -

EJ 66 dm e 68 dm

IET0 2) resposta possivel: x = 5

b) resposta possivel: x = 1,5

c) Se x é racional, n é racional, pois o
produto de dois nimeros racionais
quaisquer é um numero racional.

a) resposta possivel: x = 8
b) resposta possivel: x = 3,2
¢) resposta possivel: x = 82

d) Sim, pois o produto de dois niimeros
racionais é um numero racional.

e) Sim, pois o produto de um nime-
ro racional ndo nulo por um
numero irracional é um nuimero
irracional.

[ 42
Elya )b

N Analise da resolugao

a) 6 alunos
b) 38 alunos

Introducio ao
estudo das fungoes

% Parapensar

“ resposta pessoal

BNy -5x
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N Exercicios propostos

[ 1 y
Ce----15
Fe |4 B
IR R
G -4 | 1 / | 1 5
-6 @ —2-10 2 4 x
e ST —1 !
E ol -
D
—64H
| 2 R BN k=30uk=-
2 ﬂ—2<m<§

-

%;b:% 500 m

1. a) B(—30°, —60°)
b) D(0°, +30°)
¢) C(+30°, —90°)
d) F(+30°, +90°)
€) A(+60°, +30°)
f) E(—30°, +120°)
IL. Asia
DICA: Se necessario, consulte um
atlas para identificar as regides.

93 - 3x
2
DICA: Obtenha a medida do segmento

EB,em funcédo de x, e lembre-se de que
a area S do tridngulo BDE é dada por:

y =

g_ EB-AD
2
a) Horas Ganho
semanais pelas horas

trabalhadas | trabalhadas (R$)

20 240,00

32 384,00

44 528,00

46 559,20

50 621,60

b) Sim, pois a cada nimero de horas
semanais trabalhadas associa-se
um Unico valor ganho.

cy=12x,0<x<44

d)y = 528 + 15,60 - (x — 44), com
x>44

a) R$ 14.580,00
b) (0,9)* - 20.000
Q) y = 20.000 - (0,9)

d) Sim, pois a cada tempo de uso (em
ano) associa-se um Unico valor de
mercado do automével.

A 2y - 26x

b) Sim, pois a cada tempo decorrido
associa-se um Unico volume de
agua despejada.

EEN 2) 1.001, 1.002, 1.003, ..., 1.050.

b) Nao, pois a cada numero de assento
estd associado mais de um nimero

de 6nibus.
2) Temperatura | Comprimento da
(°C) coluna (mm)
=15 16
-10 24
-5 32
0 40
5 48
10 56
15 64

b) Sim, pois a cada temperatura
associa-se um unico comprimento
da coluna de mercurio.

8x
c)y=40 +?

E a) Nao é funcao.
b) E fungdo.

[ 16 o)

c) Nao é fungao.

d) £ funcio.

b) D(h) = {1, 3,5}
CD(h) =N ={0,2,4,6,8)
Im(h) = {0, 2, 4, 6}

c) A relagdo h nao é funcdo de M em
N, pois existe elemento em M (o
elemento 3) que esta associado, por
h, a mais de um elemento de N.

[ 17 B

b) D( ) =
CD(s) = Q {-3

Im(s) = {-3, -1, 1}

c) Arelagdo s é funcdo de Pem Q, pois

qualquer elemento de P estd asso-

ciado, por s, a um unico elemento

de Q.

—4,-2,2,4}

-1,1,3,5}

| 18 IO b) -1 0 12
m a)5 Q7
b)2 a2
2
5 17
m a) ) 9 %
-5 17
b) ) d) 2
EN imi) ={-5,1,7,25)
| 22 B
- _33
| 23 [ —{ 1,1, }
BN 2)52d6lares  ¢) 50 sacas
b) 51 délares
Bl -sv--—2 Bl
a) zero c)3 e) %

b) 2 d) -1
DICA: No item a, para obter f(1), cal-

cule f(1 - 3); no item b, para obter f(9),
calcule f(3 - 3) etc.

d

28 |

E1 2 o(f

b) D(f

o D(f

d) D(f
(
(
(

e) D(f
f) D(f
g) D(f

)

)

)

)= { ER|x#3ex+# -3}
)

) = \R|x>2ex¢6}
)=

m Nao, pois, para x = 5, teriamos f(5) = %,
que ndo é definido.
Bl o) v =

b) D(V) =

[ 32 [ y

(20 — 2x) - (10 — 2x) - x
10, 5[

b) y

,) Respostas

=
0
a1



,) Respostas

=
[se]
(o2}

9

d)

e)

f) y

8
y
e ‘
2l !
ARE | |
2y . : :
011 1 4 9 x
4
h)
—q 'e
i) y
4
0 X
j) y
0 X
-3

E a) x e y sao diretamente proporcio-

nais.

b) x e y sdo diretamente proporcio-
nais.

c) x e y nao sao diretamente propor-
cionais.

d) x e y s@o diretamente proporcio-
nais.

DICA: O fato de 0 & D(s) ndo descarta
a possibilidade de x e y serem direta-
mente proporcionais, pois (I) é condi-
cional, isto é, “se x = 0, entdo y = 0”.

Como, neste caso, x ndo pode ser zero,

as variaveis x e y serdo diretamente

proporcionais se for obedecida apenas

a condigao (II).

e) x e y sdo diretamente proporcio-
nais.

f) x e y ndo sao diretamente propor-
cionais.

g) x e y sdo diretamente proporcio-
nais.

[EM resposta pessoal

[ 35 0] y

PP

b) y

DICA: Sob a condigdo de existéncia,
simplifique cada fracdo.

m 3) X C(x)

0 10.000

1.000 18.000

2.000 26.000

3.000 34.000

4.000 42.000

5.000 50.000

b)

C(x)
50.000
42.000
34.000
26.000
18.000
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1.000 10
1.250 8
2.000 5
4.000 2,5
5.000 2

Os valores correspondentes nas
duas colunas sdo inversamente
proporcionais, pois o produto de
dois elementos correspondentes
quaisquer é constante.

} n }

1.000| 2.000 4.

ol - __

00 5.000 X
1.250 2.500
37 B3

[ 38 O
b) zero
c) —4
d) 5
e) f(3) nao esta definida, pois

3 & D(f).

E Sim, pois qualquer reta paralela ao
eixo Oy, passando por um ponto de
abscissa x, com x € [—2, 4], intercepta
o grafico em um unico ponto.

DICA: O grafico de uma relacdo R de
dominio D(R) representa uma fungao
se, e somente se, qualquer reta parale-
la ao eixo Oy, passando por um ponto
de abscissa x, com x € D(R), intercepta
o grafico em um Unico ponto.

m Nao, porque existe pelo menos uma
reta paralela ao eixo Oy que intercepta
o grafico em mais de um ponto.

I o(f) =11, 7 m(f) = [-2, 8]
IFA o(f) - 1-1,6]; Im(f) = {-2} U [0, 7]
E o 7%

b) 5%
c) 3%

<

d)

Més Taxa de inflagdo (%)
1 6
2 8
3 9
4 7
5 6
6 9
7 9
8 9
9 8

10 6
11 5
12 9

e) Sim, pois a cada més esta associado
um Unico valor da taxa de inflagdo.

a) 32
b) 85
c) 98
d) Sim, pois a cada instante estd

associando um Unico numero de
bactérias.

) ~207

a)les e) Nao existem raizes.
3

b) —= f)0,2e4
5

c)3e-3 g) Ndo existem raizes.

d)o,2e -2

—-6,-3,0,3e6

a)leS5 b) 5 c)leS5

Resposta possivel:

y

-3 5 x
2

Duas ou mais funcdes podem ter as
mesmas raizes, mesmo tendo graficos
diferentes.

a)t=0out=3

b) As raizes indicam os instantes em
que a altura da bola, em relacdo
ao campo, foi igual a zero. Assim,
no momento do chute, t = 0, e trés
segundos ap6s o chute, t = 3,a bola
esteve em contato com o campo.

c) 2,25m

d) Nao, pois para h(t) = 4 temos A <0,
logo a equagao nao possuiraiz real.

m nos meses 3 e 9, ou seja, em margo e

setembro.

| 51 IORY f) F
b) F gV
oV h)F
d)F i) v
eV v

| 52 JOR3 9V
b)v h)F
oV i)v
Qv v
e)F k) v
fyv

[ 53 IENEERA
b)[-3, -1] e [1, 3]
) [3,5]

m a) f é constante.
b) g é crescente.
c) h é decrescente.

d) p é crescente durante o percurso e
constante durante o almogo.

E-
E2 2 615

b) [0, 6] e [15, 24]

DICA: Considere dois pontos distin-
tos quaisquer A(a, f(a)) e B(b, f(b)) do
grafico de f.

57 |l

m demonstragao

El 9t>t = 6t >6t,
. 6t, + 60 > 6t, + 60 =
= u(ty) > u(ty)

b) acelerado

El 29t >t = 10, < —10t,
+.90.000 — 10t < 90.000 — 10t, =
= v(ty) <u(t)

b) esvaziada

m a) Se a diferenca entre o saldrio médio
dos executivos e o saldrio médio
dos outros funcionarios aumentar
a cada més.

b) Se a diferencga entre o saldrio médio
dos executivos e o saldrio médio dos
outros funcionarios diminuir a cada
més.

c) Se a diferenca entre o salario médio
dos executivos e o salario médio dos
outros funcionérios permanecer
constante.

,) Respostas

187



d) Sim, é possivel. Para isso, basta
que o saldrio médio dos executivos
aumente menos que o salario dos
outros funcionérios. Assim, a dife-
renca entre os salarios diminuiré e,
portanto, a fungao f ird decrescer.

N Exercicios complementares

e Exercicios técnicos

S

4

[ 2 [E
0 X
b y
0 X
9 vy
y=x
1,,,
[0) 1 X
d) y
y=-x
- 11
4 0 X

El o2 b)4(1 +J10)
Il Q4,4

DICA: Lados opostos de um paralelo-
gramo tém medidas iguais.

| 5 B
Il 270

b)le—Z
3

Respostas

7 IBEY ) 512 ) 1
N -a C e

’ b) 25 d) 8.000 f) %

188

N 20(f)=R-{-2-112)
DICA: Aresolucdao de uma equacao da
forma ax* — bx?> + ¢ = 0, com

{a,b,c} CRea # 0, pode ser feita com
a mudanca de variavel: x* = y.

b)D={xeR|x<lex# -2}
c) D(u) =R

d)D(u):{xe\mxs%ex;&—E
ex;tﬁ}

Kl - [ 10 [ El -

[ 12 | y

f) y

1
2
X
1
2
8 y
2 ,,,,,,,,
-8 11 !
! ZR X
,,,,,,,, N 8
—of —1
h)
1 X
i
) y
]
0 %
i)
y
X
—T

E a) O grafico é uma hipérbole equilé-
tera cujos ramos estdo no 1° e 3°
quadrantes.

b) O gréafico é uma hipérbole equila-
tera cujos ramos estdo no 2° e 4°
quadrantes.
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DICA: p* ~ 2pq + g = (p — q)°

b) y

Ea)v cF e)F

b v d)v fyv
El v
a)a=-2b=2

RS
m Nao, porque existe elemento em A

que esta associado, por R, a mais de
um elemento de B.

E o) =12.60U17,9%;
m(f) = [-2,4[ U [5, 6]

m a)-leb

b) —2e2
c) -1, 3,73
d)3

e) Nio existem raizes reais.
f) N&o existem raizes reais.

g) Todo niimero real é raiz.

21 [

DICA: As abscissas dos pontos de
interseccao do grafico com o eixo das
abscissas sdo as raizes da funcgao.

a

12
a) ==
)5
b)oeb6
Q) 3=x<1i2

5

d)%<xs6

e)0<x<6
f) -3<x<0

g) 73sx<00u%<x<6

DICA: O produto f(x) - g(x) é negativo
se, e somente se, f(x) e g(x) tém sinais
contrdrios.

h)0<x<%

E -
» Exercicios contextualizados

[ 26 B

a) nenhum
b) 2
c) Nao, pois o nimero zero de andar
ndo estd associado a nenhum nu-
mero de apartamento.

E demonstracao

3 2) 3.200 kwh
b) 12 dias

El a)P:§—12O
Ed -
IEN 2 78.000L

b) 120.000 L

E - (33 |

¢) C = 600t

b) R$ 1.440,00

c)6h
d)2h

m 3 Tempo (min) | Produgéo (m)
0 0
1 2
2 4
3 6
4 8
5 10

b) Os valores t do tempo e os corres-
pondentes valores p da producdo
sdo diretamente proporcionais,
pois:

I.Parat =0, tem-sep = 0O;

II.Para t = 0, tem-se que a razao

% é constante.

cy=2x

d y
61— i
i/
0 ;23 x

EA ) r$ 39.600,00
b)y = 18x
c) Sim, pois:
I.sex=0,entdoy =0

II.se x # 0, entdo o 18
X

d vy

E a) 50 litros
20.000
b) f(x) = x|

DICA: O produto do nimero de litros
pelo nimero de insetos sobreviventes
é constante.

,parax >0

q)

X fx)
Quantidade, Populagdo de
em litro, de |insetos (nimero
agrotoxicos de individuos)

5 4.000

10 2.000

16 1.250

20 1.000

25 800

32 625

y
4.0001---»
20004 --1---o
125014~ 1----o
1.0004---4---4----1--
8001---t---1----1--1---9
e R AL LELEEDEREEPE .
R 1
5 10 16 20 25 32 X

a) 48 minutos
b) 5 horas e 12 minutos

EJ 2) 251,201 ) 50,24 L
b) 301,44 L

m a) 30 cm c) a primeira
b)5cm

,) Respostas
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Respostas

N
[

190

I 2) 606 L/s

c) 4.887.360 L

b) 685 L/s d) sim
I 2 0.2 b)[7,10] o) [2,7]
[ 42 B
Taxa
(%)
9t----- - ---- * o0 - --—- .
81— e |
7+--1-1-o A |
61 @ eme
Bl-joboboboblllly !
44 0
L S A
24 0
TRl
i i n i i n n i i rl i n
0l 1234567809101112 Més

b) crescente
c) constante
d) decrescente
e) 0%

m demonstragao

N Exercicios de revisao cumulativa

N « 2 [
na)v o) F

b)F dF

N Analise da resolugao

a) y

b) f é decrescente em R* e f é decrescente
em [R*.

Algumas funcoes
(.25 il e conceitos
fundamentais

% Parapensar

BB resposta pessoal

n 5 minutos n 120°

N Exercicios propostos

B -

DICA: Observe que T(10) < 50 < T(20).
B -
[ 3 IR

b) 80

9
N

100

40

100 F

6,14,se 0 =x <10
12,27,se 10 < x < 20
W 5x)=41841,5e 20 <x <30
36,82, se 30 < x < 60
61,36, se x > 60

Il 2 par
b) impar
¢) nem par nem impar
d) impar
e) par
Il 2 par b)J3

DICA: Aplique o teorema de Pitagoras.

DICA: O grafico de uma funcao par é
formado por duas partes simétricas
em relacdo ao eixo das ordenadas.

| 3 PE Q27

El 225

b) 4
5
d)x* + 16

| 1 RN ) 3Ux +5
b) %6 f) Bx+3
o 5 g) Bx+5
d)o h) 3% + 3

E a)a=4b=2
b) 16x> + 72x + 80

DICA: No ponto comum aos graficos
de fe g, tem-se f(x) = g(x).

(13 DK
b)2x -9
DICA: Faca a mudanca de variavel
x+5=t

EM 2) 3.600

b)y =3t

E& 2 172xwh

b)y =148 + 72;00

m a) sobrejetora
b) injetora
c) bijetora

d) nem sobrejetora nem injetora
sobrejetora
m bijetora
m injetora

m a) nem injetora nem sobrejetora

DICA: Uma fungao pode ndo ser inje-
tora nem sobrejetora.

b) bijetora
c) bijetora
d) bijetora

e) sobrejetora

m A funcao f é bijetora, pois a cada
identificacdo de placa corresponde
uma uUnica identificacdo do chassi e
vice-versa.

E f é sobrejetora, pois todos os livros
da biblioteca sdo catalogados pelo
titulo. Isto significa que para qual-
quer titulo de livro catalogado na
biblioteca existe pelo menos um
exemplar com esse titulo, ou seja,
qualquer elemento do contradominio
de f é imagem de algum elemento do
dominio. Além disso, f ndo é injetora,
pois ha mais de um exemplar com o
mesmo titulo, ou seja, ha elementos
distintos do dominio que possuem a
mesma imagem.
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m Sim, porque f é uma bijecdo de A
em B e, por isso, a relagdo inversa f*
também é uma funcéo.

m Nao, pois fndo é uma bijecdo de A em
B e, por isso, a relacdo inversa f ' ndo
é uma funcéo.

E Néo, pois ndo ha fungido de A em B
que seja bijetora, ja que n(A) # n(B).

E g, pois g é bijetora.
DICA: Se uma reta paralela ao eixo
das abscissas intercepta o grafico de
uma fung¢do v em mais de um ponto,
isto significa que ha mais de um valor
do dominio com a mesma imagem,
através de v.

B oy- it

_5—-4x
by=="—
_3x+1
9y =7

m(f) =R - (1)
DICA: Se f e f ' sdo fungdes inversas,
entdo Im(f) = D(f ") eIm(f ") = D(f).
m a)y =36x,com0<x<10
b)y ==, com 0° < x < 360°
36

c) As fungdes obtidas sdo inversas
uma da outra.

d)
y

360

[ T

e) 234°

f) 3,5kg

DICA: Represente as grandezas em
uma regra de trés.

Bl - +t50t

1
20 04|
LIRS ettt o
T S
1/ 50(60 | 80 ‘100 v
40 55 70 90
v

c) 6km

d) 26 km

N Exercicios complementares

¢ Exercicios técnicos
1
BN o) par

b) impar
c) nem par nem impar
d) nem par nem impar
e) impar

[ 6
7|

Ea

a) impar
b) 242

DICA: O raio da circunferéncia mede
3 unidades.

demonstragdo

a) 24 e)15x — 6
b) 56 f) 15x + 26
o1 g) 25x — 24
d)51 h) 9x + 24
-2

x=1loux=2

a) sobrejetora
b) injetora
c) bijetora

Ndo. Para que exista uma funcéo
bijetora f: D — E, com D e E finitos
e ndo vazios, é necessario que D e E
tenham o mesmo nimero de elemen-
tos. Como n(A) # n(B), concluimos que
nao existe uma funcao bijetora de A
em B.

a=12;b=21

DICA: Se uma fungéo v cujo grafico é
formado por pelo menos dois pontos
é injetora, entdo v é crescente ou
decrescente.

a=-4b=1

Nao, pois f nao é bijetora e, por isso, a
relacdo inversa f ' ndo é uma fungéo.

a) Nao, pois ela nao é bijetora.
b) Sim, pois ela é bijetora.

a) y= X ; 1 g
B =22 =
¢ g 'x)=x A
d)h'(x)=x-5°+3 ’

e
[dn)
e



,) Respostas

o
o
(@]

192

 Exercicios contextualizados

El -

0,09 - | xJ, se x é inteiro
b) T(x) =40,09- (Lx] + 1), se x ndo
é inteiro

El -
- 320
B -2  h(400) = 16 cm

5
DICA:g=hof

BEJ acit=005t+6
b) 12 anos

El -

E a) f pode nao ser injetora, pois é
possivel que um mesmo cidadéo
brasileiro tenha dois (ou mais)
registros gerais diferentes.

b) f sera bijetora se todo cidadéo bra-
sileiro que recebeu o registro geral
tiver um Unico registro.

m injetora

N Exercicios de revisao cumulativa

601

XoJ
o

o

Il
uilo

<

Il
vl

W Analise da resolucao

a) y

bissetriz dos
quadrantes

£ impares
1 ,,,,,,,
0 1 X
b) Para todo x real tal que x > 1.
% Parapensar
2,8 atm
N Exercicios propostos
Mo v
e ‘
0 3 X
D=IR
Im=1R
-6
b) vy
D=IR
Im=R
4
0 2\ X
o vy
D=IR
44+ Im=1R
0] 4 X
d) y
D=R
Im =R
1
0 | X
_2 I ‘

| 2 B

Q9 vy

0 (3,0 x
(Ov _6)
b) y
o)
0 (4,0) X
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<) y

r--4(1,3)

(0,0) x

d) y

©.2) /

n a) resposta pessoal

b) resposta possivel: y = X
(5 B
n a=5b=-4
,
4 - I
2/
s
/ 0 1 X

DICA: Sob a condigdo de existéncia,
simplifique a fracéo.

n a)y:%+4,comx20

b) 4 milhGes de délares

c) 9 milhdes de ddlares

X 2) r$ 30.000,00
b) 300

<)

D
304 ;;””/’”—’—’
257 o v |

0| 50 100 X

Y s
600
;
0 30 t(s)

DICA: A distancia s percorrida a uma
velocidade constante v em um tempo
t é dada por: s = ut.

d mc
a my:SX713

b)y=-x+3

14 )

]

a)y = 3x

16 anos

a) A, B e C sdo colineares.

b) A, B e C ndo sdo colineares.

22 3., _
3 Ea—z,b 6

a) y = 400 — 4x

b) A taxa de variagao é —4. Essa taxa
indica que vazam 4 litros de agua
por segundo do reservatério.

a)s=-20+2t
b) A taxa de variacdo é 2.

c) A taxa de variacdo indica que a
cada minuto a distancia percorrida
aumenta 2 km, portanto essa taxa
¢é a velocidade do automoével.

BN y=50x+1.95
E 2

b)
®
2 @ X
<)
)
2 @ X
d)
®
o ® g
e)
®)
@ 0 X
f)

4 @ X

DICA: Obtenha uma equacdo que
relacione x e y.

a)y = —25x + 200
b) 8 horas

c) 20 horas

d) 8 horas

e) 12 horas

a)S={xER|2<x<4}
b){xe\Rl—gsxslouxzs}
4 2

S=/xeR|x<-20uld<x<1ou

x>7}

,) Respostas

193



,) Respostas

-
(s}
£

d)S={xER|x<2oux=4}

DICA: Uma poténcia da base ndo nula
e expoente impar tem o mesmo sinal
da base. Uma poténcia de base néo

nula e expoente par é positiva.
e)S={xER|-2<x<4}
f) S={xeR[x> 5}

2

D=

xe\RIxs—Zou%<xs1}

a)S={xER|2<x<5}
b)S={xeR|-2<x<5}

c)S:{xe\R|x<Oou2sxs%}

EA »s-{xeRr|x<0}
b)S=

El -

N Exercicios complementares

xE\R|—§<stoux>é

5

¢ Exercicios técnicos
[ 1 | y

1

"3 O

2 2
D=Relm=IR
b) y

D=Relm=R

9 vy

N

0 3N x

D=ReIm=R

d vy

D=ReIm=IR

b)

<)

0,-2)

(2, 0) X
4
—>
X

b)

9 y

DICA: Se x, e x, s@o as raizes do tri-
némio do 2° grau ax’ + bx + ¢, entdo
a forma fatorada desse trinémio é:
ax = x;)(x = x,).

;N

3

a

DICA: Se as bases de um trapézio de
altura h medem b e B, entdo a area S

b + B)h
desse trapézio é S = %
y
y=x
3 ,,,,,,,,,,
0 3 X

D=ReIm=IR

v
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250 -250 -1

2t,se0=<t=<2
b)f(t) =4 ¢

—§+4t—2,se2<ts4

BN y- 2

DICA: Se a taxa de variagao da funcao
afim é —2, entdo a lei de associagdo

entre x e y é da formay = —2x + b,
comb € R.
2x _ 5
12 =2&_2 b)y=6x—4
Bay-2-5  uy-e

m a) A, B e C sdo colineares.
b) A, B e C ndo sdo colineares.

m demonstracao

| 15 IBRY b) F Qv d)F
DICA: Se uma funcéo v cujo grafico é
formado por pelo menos dois pontos
é injetora, entdo v é crescente ou
decrescente.

[ 16 Y
®

b)

=
x

<)

w|N
x

d)

o|w
x

E -

|
L---+ oo

b)

-1 wloo

<)

ol

d)

r© o -

L---+ oo

18 I
DICA: O produto de dois nimeros

reais é negativo se, e somente se, eles
tém sinais contrarios.

[ 19 |3
El »s- xE\R\x<1ou§<x<§}
5 2
b)s:[xe\R\—%gxsl}

¢)S={xeER|x<0oux=2}
d)S={xeR|-3<x<3}

Bl s-xeRrR|-2<x<-1oux>1}
22 |}

m a)parax<7%oux>0
b)p=<-3

BN 9)s=xeR|x>4)
b)S={xeR[x <5}

El 2)s-

b)S={xER|x<20u3=<x<4}

xe\R\xs—loux>%}

c)s:[xe\R\x<—%ou1sxs3]

El 2)s-{xeRr|x<?2}
b)S =

1 1
ER|——=<x=< > =
X | Thk Ooux 6}

Ed - B « 20 |

m D(g) ={xER|-3<x< —-2o0ux=0}

¢ Exercicios contextualizados

m a) 1 atmosfera

b) p = 2,8 atmosferas
p=01x+1

B ay-% 3
E -

DICA: Obtenha a funcéo afim cujo
grafico passa pelos pontos (1.000,
35.000) e (2.000, 65.000).

m 60 min
Eo

b) —20°C

EA 240w’
b)y =0,8x,comx >0
y

16

c) y = 2,4x + 200, com x > 0

y
272

200

0 30 X
a)y = 3,14x
b) vy
31401 -
0 1.000 X
c) Sim, pois:

e Sex=0,entdoy = 0.
e Se x # 0, a razdo de y para x é

constante, ou seja, Yy 3,14.
X

Elqy-3

DICA: Relacione os nimeros de voltas

das polias através de umaregra de trés.
b)

c) Sim, pois:
e Sex=0,entdoy = 0.

. Sexv&O,entéoX:l.
x 3

,) Respostas

=
(a}
a1



,) Respostas

=
da}
()

[ 40 JO
a1

DICA: Dizer que a varia¢do de uma funcao f é linear equivale
a dizer que f é uma funcao afim.

I q = - 3 -
[ 45 |10

DICA: Obtenha a fungao afim cujo grafico passa pelos pontos
(8, 20) e (13, 100).

I r$2,14

47 [l
DICA: Obtenha as equagdes das retas que contém esses graficos
e, a seguir, determine o ponto de intersec¢do dos gréficos.

-
[ 49 O]

Vendas (R$) Rendimento (R$)
Abril 8.350 327
Maio 10.200 364
Junho k 160 + 0,02k
b) y = 160 + 0,02x
y
360
160

| 10.000 X

12,se 0 =x=<10
2x — 8,5 10 <x =20
3x —28,sex > 20

[ 51 [
E 2

210
180 —— Saturno
150 —— Mercurio

120
90
60
30

Custo de locagéo (R$)

0
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Distancia percorrida (km)
b) Para x € [30, 150[ ou x > 300, o plano da locadora Saturno é
mais barato. Para x € ]150, 300[, o plano da locadora Mercirio

é mais barato. O novo custo por quilémetro rodado deve ser
R$ 0,30.

Ef 5 30°c

b) 3 minutos

d) 60 °C

e) 5 minutos
10x — 30,se0=x<3
0,se3=x<6

6 minut f) fx) =
) 6 minutos ) fx) 20x — 120,se 6 < x < 11
100,se 11 < x < 17
E a) y = —195x + 2.195 c) 11
b) —3.850 reais d) 20

[ 55 [
N Exercicios de revisao cumulativa

[ 1 | 7

b)

H demonstragao n 5
Il (/) = (2,9 1m (f) = [0, 6]

N Analise da resolucao

a) y = 900 + 0,15x, com x € IN*.
b) y(R9)

1.000,50 < === === = = =< m e o
1.000,35 f- === === == === mmwmmmm e )
1.000,20

9 10 X (numero
de recipientes)

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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m Funcdo quadratica

N Parapensar

resposta pessoal

N Exercicios propostos

“ 1.506 gramas

[ 2 | y

D=R;Im={yeR|y= -9}

b) y
6
15
0,
_1 X

q) y
49
4 ‘
10 !
-2 ‘ 5
T
2
D:\R;Im:[yE\R\y<%}

-12

D(s) = R;Im(s) = {y e R|y = —12}

f) y

\ |

-2 2 X

-4v

D=R;Im={y ER|y= -4}
El-
“ a=1b=-1ec=-4
2

DICA: Substituindo as variaveis x e
y da equacéo pelas coordenadas de
cada um dos trés pontos assinalados,
obtém-se uma equagéo nas incégni-
tasa,bec.

-
o PR

DICA: Uma equacgao polinomial do 2¢
grau nao tem raizes reais quando o
discriminante é negativo.

N
[

g\x

DICA: As coordenadas de cada ponto
comum aos dois graficos satisfazem
as duas equagdes simultaneamente.

K-
[ o B

_2[

b)

m5km
- X _x
- 50 10 >

A 2) Ax) = 2 + 20x
DICA: A area A do reténgulo é dada
por A = xy,em que 2x + y = 20.

b)x=5mey=10m
d

a) valor minimo: —4
b) valor méximo: 16

c) valor minimo: 2

d) valor maximo: —%

s [
s PR

DICA: A funcdo admite minimo posi-
tivo se, e somente se,k >0e A <O0.

Respostas

AN
BN
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=
o
(se]

a) 16 cm’

b) AKX

25

) 25 cm?

DICA: Sendo x e y as dimensdes do
retangulo, o perimetro P e a area A
sdo dados por: P = 2x + 2y e A = xy.

m a) Essa fungdo possui minimo.

b) 40°C

c) 50 batimentos por minuto
10 |8
20 I

m area do curral quadrado: 225 m?’; drea
do curral retangular: 300 m?

DICA: Indique por x a medida do lado
do quadrado e por y a medida da lar-
gura do retangulo.

[ 22 o)

©)
2\/ X
) /\
®
©

4
O
®
1
3
2

O o "

b)
9
d)

X
X

©
©
O

e)

m >

W [

a)S={xER|x<-50ux>2}

b)S =

a5-[2

xE\RI%sst}

d)s:{xe\m%sxgg}

e)sS=g
f)S={x€ER|-3<x<20u3<x<5}
g S=xeR|-1<sx=<1}
h)S={xeR|-1<sx<1lou2<x<4}

i)S={xeR|-3<x<-loux>3}

I 2 s= 10t + 100t + 2.000,com t € N
e0=t=<30

b) daqui a 5 dias

c0=t<20
d) 21
E -
27
2

EJ 9p={xeR|x<0oux=2}
b)D =R

Bl o(f)=xeR|-2=x=20ux>3}

[ 30 e
DICA: Essa inequacdo é equivalente a

X
x+1

- x=0.

N Exercicios complementares

 Exercicios técnicos

[ 1 o) y

_s
8

D=R;Im= yE\RIyz—%

b) y
4
2 I
R R

D(h) = R;Im = {y € R|y = 2}

9 vy

-25

D=R;Im=
d vy
1
=1

R
01 1N~
4 2

D=\R;1m={ye\R\y<%}

e) y

f) y
1
6
—_— Tt
o[ X
_1n |
12 !
—1

D(t)=R; Im(t) = {y € R|y < —

11

12

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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g) y

v

D=R;Im={y eR|y <5}

-
-

h) y
X
-4
D=R;Im={y ER|y < — 4}
i) v
\ ! /
—4 ! > x
, 9
4
D=\R;Im={y€IR|y> 72]
j) ,
_15
4
15 3 x
2 |
. 75
16
D(u) =R;Im(u) ={y € R|ly = 7%}

(3 |

-l

b) (9, 21); (1, 5)

a)a=4b=4

MPFL%Q(

8 &

1

>3

(1,2) e (7, 90)

i

m a) valor minimo: —%

abscissa do minimo: —%

b) valor minimo: —12;

abscissa do minimo: 2

c) valor maximo: 4;

abscissa do maximo: —1

d) valor minimo: 0;

abscissa do minimo: 4

e) valor maximo: 0;

abscissa do maximo: %

f) valor minimo: —1;

abscissa do minimo: 0

ES o m<2

17 W]

s I8 1

32

F&l 9)s={xeRl-VZ<x<1oux>2}
b)S={xeER|x>-1ex+ 2}

cS=

Bl a)s-

xe\lezsxsloulsxsl}
3 2

xe\RIxsflou%<xs1}

__m _8-m’
ma)xv_ zeyv 4
bpm=-2oum=2
m=2
dx=-1+Jy—-1
B v
0+ ------—--_
1 /T\
ON | 2 3 4
71,,,

b)S=R
S=0
d)S={xER|x>-1ex#1}

e)S=xeR|-2<x<-loul<x<2}

f) S={xeR|x> 1}

Respostas
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n
o
(@)

El 3)p-={xeRlx<1}
b)D={xER|x=< -J2oux=2}

IEY 2)s={xeRlx<-20u
-J2=x=2oux=2}
b)s={x€R|-2<x<-J2ou
V2 <x=<2}

DICA: A variacao de sinal do produto
f(x)-9(x) é a mesma do quociente

fx)

9’
S=g

E sim, para -3 <x< -loux>2
El -

e Exercicios contextualizados

El

Ef 2a-03b=2

b) V (1)

120

0

m a)b=0
b)c=2
) R$ 27,00
DICA: Observe que P é fungdodoraiore

que a tabela apresenta o didmetro das
pizzas.

El -

DICA: Interprete C(x) como o nimero
de litros de combustivel consumidos
no trajeto.

20 30 t

EJ 2) L(x) = —2x* + 256x — 5.600
b) 28 < x < 100
¢) R$ 64,00
d) R$ 2.592,00; 72 cartuchos

b
30 cm e 40 cm; 1.200 cm?

d

DICA: Sendo x o numero de especta-
dores, a receita R(x) é dada por:

R(x) = (8 + 0,20x)(120 — 2x)

EJ 276m
Ed2 o

El -

-2

b) Esteve positiva por 1 hora.
c) Esteve negativa por 1 hora.
d) -2°C
e) 12 horas

EF 2 x =12, x,= 50,k = 600
b) 13
c) = 60,1%

m qualquer valor entre 10 e 20 toneladas

N Exercicios de revisao cumulativa

[ 1 B

b)

El s

b)f(x) =2x -5

9 3
L« BdEE

N Analise da resolucéao

R$ 2.024,00

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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EIIYEETS)) MATEMATICA ]

PAIVA
Parte I

Capitulo 1 Conjuntos

TEXTO COMPLEMENTAR

Propriedade P1 da unido de conjuntos:BCA & AUB=A

Demonstracao
V' [/

Essa propriedade, que pode ser lidacomo "B C A equivaleaA UB =A",ou“B CAse,

e somente se, A U B = A”, afirma que as duas sentencas a seguir sdo verdadeiras:

(1) Se B é subconjunto de A, entdo A U B = A.

(1) Se A U B = A, entdo B & subconjunto de A.

Por isso, para demonstra-la, devemos demonstrar separadamente (1) e (11).

Demonstracao de (1):

- Se x pertence a A, entdo x pertence a (A U B); logo, A esta contido em (A U B).

« Se x pertence a (A U B), entdo x pertence a A ou a B, mas, como B esta contido
em A, temos que, se x pertence a (A U B), entdo x pertence a A; logo (A U B) esta
contido em A.
Assim, provamos que A é subconjunto de (A U B) e que (A U B) é subconjunto de A.
Logo, podemos concluir que (A U B) = A.

Demonstracao de (II):

- Se x pertence a B, entdo x pertence a (A U B), mas como A U B = A, temos que
x pertence a A. Assim, provamos que, se x pertence a B, entdo x pertence a A,
o que significa que B é subconjunto de A.

As demonstracdes de (1) e (1) permitem concluir a propriedade P1.

Nota:

Veremos adiante como fica a demonstracao dessa propriedade adotando os simbolos
matematicos.

MANOEL
PAIVA

-
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EIYEETS)) MATEMATICA ]

PAIVA
Parte I

Capitulo 1 Conjuntos

TEXTO COMPLEMENTAR

Propriedade P1 da diferenca de conjuntos:B C A & B—A=O

Demonstracao
7

Essa propriedade, que pode ser lida como “B C A equivaleaB-A = ", ou“B C A
se, e somente se, B — A = (J”, afirma que as duas sentencas a seguir sdo verda-
deiras:

() Se B é subconjunto de A, entdo B — A = .

(1) Se B — A = (J, entdo B é subconjunto de A.

Por isso, para demonstra-la, devemos demonstrar separadamente (1) e (11).
Demonstraggo de (I):

Sex pertenceaB — A, entdo x pertence a B e ndo pertence aA, mas como B estd con-
tido em A, deduzimos que ndo existe x tal que x pertence a B e ndo pertence a A.
Portanto,B — A = .

Demonstrac&o de (11):

Se B — A = (J, entdo ndo existe x tal que x pertence a B e x ndo pertence aA. Assim con-
cluimos que, se x pertence a B, entdo x pertence a A, ou seja, B é subconjunto de A.

As demonstracdes de (1) e (Il) permitem concluir a propriedade P1.

Nota:

Veremos adiante como fica a demonstracao dessa propriedade adotando os simbolos
matematicos.

MANOEL
PAIVA

Co



www.modernaplus.com.br

EITEETS)) MATEMATICA ] e s

Parte 1
Capitulo 1 Conjuntos

TEXTO COMPLEMENTAR

A origem dos numeros

Pela precariedade de evidéncias, os estudos sobre a origem do nimero envol-
vem, necessariamente, tanto fatos comprovados quanto suposi¢des, como mostra
o texto a seguir.

“O conceito de niumero e o processo de contar desenvolveram-se tdo antes dos
primeiros registros histéricos (ha evidéncias arqueoldgicas de que o homem, ja ha
uns 50.000 anos, era capaz de contar) que a maneira como ocorreram é largamen-
te conjectural. N&o é dificil, porém, imaginar como isso provavelmente se deu. E
razodvel admitir que a espécie humana, mesmo nas épocas mais primitivas, tinha
algum senso numérico, pelo menos ao ponto de reconhecer mais e menos quando
se acrescentavam ou retiravam alguns objetos de uma cole¢do pequena, pois ha
estudos que mostram que alguns animais sdo dotados desse senso. Com a evolucédo
gradual da sociedade, tornaram-se inevitaveis contagens simples. Uma tribo tinha
que saber quantos eram seus membros e quantos eram seus inimigos e tornava-se
necessario a um homem saber se seu rebanho de carneiros estava diminuindo. E
provavel que a maneira mais antiga de contar se baseasse em algum método de
registro simples, empregando o principio da correspondéncia biunivoca. Para uma
contagem de carneiros, por exemplo, podia-se dobrar um dedo para cada animal.
Podia-se também contar fazendo-se ranhuras no barro ou numa pedra, produzindo-
-se entalhes num pedaco de madeira ou fazendo-se nds numa corda. Entdo, talvez
mais tarde, desenvolveu-se um arranjo de sons vocais para registrar verbalmente o
numero de objetos de um grupo pequeno. E, mais tarde ainda, com o aprimoramento
da escrita, foram surgindo arranjos de simbolos para representar esses numeros.
Esse desenvolvimento hipotético encontra respaldo em relatdrios de antropdlogos
que estudaram povos primitivos em nossa época.”

EVES, Howard. Introdugdo a histéria da matemdtica. Campinas: Unicamp, 1995. p. 25-26.



www.modernaplus.com.br

EIYEETS)) MATEMATICA ]

PAIVA
Parte I

Capitulo 1 Conjuntos

TEXTO COMPLEMENTAR

Teoremas sobre
numeros inteiros

Qualquer propriedade da Matematica que pode ser
demonstrada é chamada de teorema. Neste item, estuda-
remos as demonstra¢des de alguns teoremas envolvendo
numeros inteiros.

Demonstracdes de um teorema
daformap = ¢q

Em todo teorema que apresenta uma afirmacdo p da
qual se pode concluir uma afirmacéo g, as afirmagdes p e g
sdo chamadas, respectivamente, de hipdtese e tese, sendo
o teorema representado porp = g. Essa sentenca pode ser
lida das seguintes formas:

« p implica g;

* sep, entdo q;

« p é condicdo suficiente para g;

+ g é condicdo necessaria para p.

Por exemplo, a propriedade “Se k € um niimero inteiro
par, entdo k + 1é um numero inteiro impar” € um teorema
daformap = g, ondep éasentenca“k é um numero inteiro
par”, e g é a sentenca “k + 1é um numero inteiro impar”.

A ideia fundamental para a demonstracdo de teoremas
dotipop = qé:

Se o fato de uma afirmagéo p ser verdadeira garantir
que outra afirmagdo g também é verdadeira, entédo a
sentencap = ¢ é verdadeira.

\ \ \
Exercicios resolvidos

EM Demonstre que: “se a e b sdo niimeros pares, en-
tdo a + b é um numero par”.

Resolucdo

Uma técnica de demonstragao de um teorema do
tipop = q consiste em deduzir a tese q a partir da
hipétese p, isto é, admite-se que a hip6tese p é verda-
deira e conclui-se a tese q. Essa técnica de demons-
tracdo é chamada de demonstragio direta.

Assim, admitindo-se que a e b sdo nimeros pares,
temos, por definicdo, que a = 2n e b = 2k, com
{n, k} C Z.

Logo:a + b =2n+ 2k = 2(n + k)

Como a soma de dois nimeros inteiros é um
numero inteiro (propriedade P3), temos que
n + k é um numero inteiro e, portanto, 2(n + k) é
um numero par.

Logo, a + b é um numero par.

MANOEL
PAIVA

(Nota: a sentenca “se a e b sdo nimeros pares,
entdo a + b é um numero par” poderia ter sido
enunciada de outra forma, por exemplo, “a soma
de dois nimeros pares é um numero par”.)

I Sendo x um nuamero inteiro, demonstra-se que:
“se x* é impar, entdo x é impar”.
Resolucao
Outra técnica de demonstragao de um teorema
do tipo p = q consiste em anexar a hipdtese
p a negacdo da tese q (essa negacao é indicada
por ~q) e provar que, ao se admitir como ver-
dadeira a “nova hipdtese” p e ~q, chega-se a
um absurdo, com o que se conclui que p = q.
Essa técnica de demonstracao é chamada de
demonstracdo indireta ou demonstragao por
absurdo.
A negacdo da tese é x ndo é impar, ou seja, x é
par, pois x é inteiro. Anexando essa negacao a
hipétese x* é impar, temos a “nova hipdtese”:
x* é impar e x é par.
Sendo x um numero par, temos, por definicdo,
que x = 2n, com n € Z. Assim:
X =(2n)} = x> =4n’
L xP=2(2n?)
Como 2n” é um namero inteiro, deduzimos que
2(2n®) é um ndmero par, ou seja, X’ é um numero
par. O que é um absurdo, pois, por hipétese, x* é
um numero impar.

Como, admitindo que x é par chega-se a um ab-
surdo, concluimos que o numero inteiro x nao
poder ser par e, portanto, x é impar.

Demonstracdes de um teorema
daformap = gq

Observe que sao verdadeiras as duas implicagdes:

*x—3=0>=>x=3

*x=3 =>x—3=0

Pelo fato de essas duas implicagdes serem verdadeiras,
dizemos que as sentengasx — 3 = 0 ex = 3 sdo equivalentes
eescrevemosx —3 =0 & x = 3.

Generalizando:

Duas sentencasp e g, taisquep = geqg = p, sdo
chamadas de sentencas equivalentes. Indica-se essa equi-
valéncia porp & g.

A dupla implicagdo p < g pode ser lida das seguintes
formas:

+ pequivale ag;

* p, se e somente se, q;

+ p é condicdo necessaria e suficiente para g;
+ g é condicdo necessaria e suficiente para g.

(4
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Exemplos
aA)x=3 & 2x=6
Essa sentenca é verdadeira, pois sdo verdadeiras as duas implicagdes:
XxX=3 = 2x=6e2x=6 = x=13
b)x=5 < x* =25
Essa sentenca é falsa, pois é falsa a implicacdo x* = 25 = x = 5.
c) Demonstrar que o quadrado de um numero inteiro é par se, e somente se,
esse numero é par, isto é, X é par < xépar,comx € Z.
Resolucdo
A proposicdo “x° é par < x é par, com x € Z" pode ser decomposta nas
duas proposicoes:
xépar = x“épar,comx € Z(l) e
x> é par = x é par, comx € Z (ll)
Demonstracdo de (I):
« Pela hipdtese, x é par; logo, podemos representar x por x = 2n,comn € Z.
Entdo: x* = (2n)* = 4n° = 2 - 2n°
« Como, por P5, 2n” é inteiro, concluimos que 2 - 2n° é par.
Assim, demonstramos que x° é par.
Demonstracdo de (11):
Faremos essa demonstrac¢do por absurdo.
+ Consideramos que x ndo seja par, isto &, que x seja impar. Entdo, podemos
representar x porx = 2n + 1,comn € Z.
Assim:
X*=@n+1)°=4n"+4n+1=2(2n" + 2n) + 1
+ Como por P3 e por P5, (2n° + 2n) é inteiro, entdo x° = 2(2n° + 2n) + 1¢é
impar.
Mas isso é um absurdo, pois, por hipotese, x° é par. Como, admitindo x
impar, chegamos a um absurdo, concluimos que x ndo pode ser impar,
portanto x é par.

Assim, esta demostrada a parte (I1).
Pela demonstracdo de (1) e (II), provamos que:
X*é par < xépar,comx € Z

MANOEL
PAIVA

(s



www.modernaplus.com.br

EIENEET)) MATEMATICA

PAIVA
Parte I
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TEXTO COMPLEMENTAR

Demonstracdes adotando
simbolos matematicos

Veremos novamente a demonstrac¢do da propriedade P1 da unido de conjuntos
e da P1 da diferenca de conjuntos, agora adotando os simbolos matematicos.

Se B é subconjunto de A, entdo A UB =A e, se AU B = A, entdo B é subcon-
juntode A.Ouseja:BCA & AUB=A

Demonstracao
V' [/

AsentencaBCA < A U B = A pode ser decomposta em duas sentencas:
BCA=AUB=A e AUB=A= BCA
0} (I

Demonstracao de (1):
*XEA = xE (AUB); logo, A C (A UB).
*XE(AUB) = xEAoux € B, mas como B C A, temos:
XE(AUB) = x EA;logo (A UB) CA.
Assim, provamos que A C (A U B) e (A U B) C A.
Logo, podemos concluir que (A U B) = A.
Demonstracao de (11):
*XEB = xE(AUB), mascomoA UB = A, temosx EB = x E A; logo B C A.
As demonstracées de (1) e (II) permitem concluirque:BCA & AUB =A

Sendo A e B conjuntos quaisquer, temos:BCA & B—A=

Demonstracéo
AsentencaB C A < B — A = J pode ser decomposta em duas sentencas:
BCA=>B-A=C0 e B—-A=C = BCA
U] (i

Demonstracao de (1):

XxE (B —A) = xEBex& A mas como B C A, ndo existe x tal que x € B e
XE&A.

Portanto, B — A = .

Demonstracao de (11):

SeB— A=, entdox EB = x E A, ouseja, B CA.

As demonstracdes de (1) e (Il) permitem concluirque:BCA & B—A =

1

MANOEL
PAIVA
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Capitulo 1 Conjuntos

TEXTO COMPLEMENTAR

Vamos demonstrar que a medida da diagonal de um quadrado de lado 1 néo é
um ndmero racional.

Demonstracao
7

A medida d da diagonal de um quadrado de lado 1 é dada por:
F=17"+17 = =2
Precisamos mostrar que d ndo é racional. Para isso, faremos uma demonstracado
por absurdo.
3)2 ~2
q

Podemos admitir, sem perda de generalidade, que a fracdo g ¢ irredutivel, isto €,

Suponhamos que existam dois nimeros inteiros p e g, com g # 0, tal que

mdc(p, g) = 1. Assim, temos apenas dois casos a considerar: p é par ou p é impar.

1° caso

Sendo p um nimero par, podemos representé-lo por p = 2n, comon € Z.
2

pssim: |21 =2 = 4an? = 2q°

Lant=q

Note que g° é par, pois 2n” é par. Além disso, g ¢ par, pois o quadrado de um nimero
inteiro é par se, e somente se, esse numero € par. Essa conclusdo ¢ absurda, pois,

. ~ P . . . <
sendo p e g nimeros pares, a fragdo g ndo é irredutivel. Logo, o primeiro caso ndo
pode ocorrer.

2° caso

Sendo p um numero impar, podemos representa-lo por g = 2n + 1, comn € Z.

Assim:

2n + 1
q

O quadrado de um nimero impar é sempre impar, logo (2n + 1) é impar. Entéo,

temos:

2

=2 = (2n+1)°=2¢

(2n +1)° = 2¢°
~— —
impar par
Essa ultima igualdade é absurda, pois ndo existe um nimero que seja par e impar
simultaneamente. Logo, o segundo caso também ndo pode ocorrer.
Como ndo é possivel nenhum dos dois casos, concluimos que ndo existe nenhum

racional g cujo quadrado seja igual a 2. Assim, demonstramos que a medida da

diagonal de um quadrado de lado 1 ndo é um numero racional.

1

MANOEL
PAIVA
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TEXTO COMPLEMENTAR

Vamos demonstrar que: “A razdo entre dois nimeros inteiros, sendo o segundo
ndo nulo, é igual a um numero decimal com representacao finita ou é igual a uma
dizima periodica.”

Demonstracao
V' [/

Na divisdo do nlimero natural a pelo nimero natural n, com n # 0, o resto r é tal

que0=r<n.

+ Ser =0, o quociente € um numero com representacdo decimal finita.

+ Se 0 <r < n, entdo r pode assumir no maximon — 1valores: 1,2,3,..,n — 1.
Assim, no maximo no n-ésimo resto, um dos restos anteriores vai se repetir,
provocando uma repeticdo nas casas decimais do quociente, o que dara origem
a uma dizima periodica.
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Taxa meédia de variacao
de uma funcao

Um automovel passou por um radar loca-
lizado em um ponto A e, 30 segundos depois,
por um radar em um ponto B. No radar em A,
a velocidade registrada foi 22 m/s, e, no radar
em B, foi 28 m/s.

A taxa média de variacdo da velocidade
desse veiculo no trecho AB, em relagdo ao tem-
po, é arazdo entre a diferenca das velocidades
registradas em A e em B e 0 tempo transcorrido
durante o trajeto do veiculo no trecho AB. Isto
é, indicando por Av e At a variacdo da veloci-
dade e a correspondente variagdo do tempo,
respectivamente, temos:

taxa média de variacdo da velocidade =

_Av_ (28=22)m/s _ > m/s

At 30s s

Essa taxa média de variagdo indica que o

veiculo aumentou sua velocidade em 0,2 m/s
a cada segundo.

DBURKE/ALAMY/OTHER IMAGES

Para qualquer fungdo y = f(x), a razdo entre a variagdo de valores de y e a
correspondente variagdo de valores de x, nessa ordem, é chamada de taxa média
de variacdo de y em relacéo a x.

Ou seja, se A (x,, y,) e B(xs, ¥z) sdo dois pontos distintos do grafico da fungéo
y = f(x), entdo qualquer uma das razdes abaixo é a taxa média de variagdo de y em
relagdo a x, quando este varia de x, a X;.

ﬂ:)’B_,VA Ouﬂ:)’A_}’B
Ax Xz = X4 Ax  Xa — Xg

Por meio da taxa média de variagdo de uma funcdo f, as propriedades seguintes
permitem identificar os subconjuntos S do dominio de fonde a fungdo é constante,
crescente ou decrescente:

+ fé constante em S se, e somente se, a taxa média de variagdo de f é nula para
quaisquer valores distintos x, e x, de S;

« f é crescente em S se, e somente se, a taxa média de variagdo de f é positiva
para quaisquer valores distintos x, e x, de S;

« fédecrescente em S se, e somente se, a taxa média de variagdo de f é negativa
para quaisquer valores distintos x, e x, de S.

www.modernaplus.com.br
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Exemplos
a) Considerando a fungdo y = 4, sejam A (x,, 4) e B (x,, 4) dois pontos distintos
quaisquer do grafico dessa funcao.

Ho----4
F-----4

Rl
m><
x

A taxa média de variagdo da fun¢do, quando x varia de x, a x;, é dada por:
Ax  Xg = X4
b) Vamos considerar a funcdo y = x° e dois pontos distintos, A (a, a°) e B (b, b°),
do grafico dessa funcdo. A taxa média de varia¢do da fun¢do, quando x varia
deaab, é dada por:

&y p—at_(b+a)b—a)
Ax b—a b—a
+ Para a e b positivos, a soma (a + b) é positiva; logo, a funcdo é crescente
no intervalo |0, +od].

0

=b+a

<

+ Paraa e b negativos, a soma (a + b) é negativa; logo, a funcdo é decrescente
no intervalo ] —es, O[.
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Exercicios resolvidos

¥ Um automoével passou pelo ponto A de uma es-
trada e, 10 segundos depois, passou pelo ponto
B. No trecho AB, a distancia d entre o automo-
vel e o ponto A, em metro, em funcdo do tempo
t, em segundo, pode ser expressa pela equagao

_ 2+ 330t

d(t) T

L=

A B

a) Calcular a taxa média de variacdo da distancia
d entre o automoével e o ponto A, em relagdo
ao tempo, 3 segundos apds a passagem pelo
ponto A.

A taxa média de variacdo da distancia
em relacdo ao tempo é chamada de veloci-
dade média.

b) Calcular a velocidade média do automével no
intervalo de 1 a 5 segundos apds a passagem
pelo ponto A.

Resolucédo
ad_d@) - d(O)
AN~ 30

3°+330-3 _ 0°+330-0
B 15 15 B
= 30 =222

Isso significa que a velocidade média do auto-
movel, nos 3 primeiros segundos apds a pas-
sagem pelo ponto A, foi 22,2 m/s.

b) Essa velocidade média é a taxa média de va-
riacdo da distancia d, em metro, em relagdo ao
tempo, em segundo, no intervalode 1a5s:
ad _ d(s) - d)

At 5-1
5°+330-5 1°+330-1
B 15 15 B
= = =224

Logo, a velocidade média pedida é 22,4 m/s.

Il Usando o conceito de taxa média de variagéo,
mostrar que a funcdo f(x) = 3x — 4 é crescente
em todo o dominio IR.

Resolucdo

Sendo A(xy, f(x,)) € B(x,, f(x,)) dois pontos distintos
quaisquer do grafico de f, temos:

ﬂ_3x2—4—(3x1—4)_3(x2—x1)

=3
Ax Xy — Xy Xy — X

Como a taxa de variacdo é positiva para quaisquer
dois pontos distintos do gréfico de f, concluimos
que f é crescente em todo o dominio RR.

\ \ |
Exercicios propostos

W Calcule a taxa média de variacdo da funcéo
f(x) = x> + x quando x varia no intervalo:

a) [1, 3]
b) [-2,0]
Bl Calcule a taxa média de variacdo da funcéo
fx) = i — i quando x varia de:
a)6a9
b)0as3s

[Ell Usando a definicdo de taxa média de variagdo

de uma funcao, prove que a fungao f(x) = 5 3 .

crescente no intervalo ]2, +o.

I Aplicando a defini¢do de taxa média de variagéo
de uma fungéo, prove que a fungéo f(x) = x* é:
a) crescente no intervalo [0, +oo[;
b) decrescente no intervalo |—eo, 0].

Il Aplicando a definicdo de taxa média de variagdo
de uma funcao, prove que a fungao f(x) = 4 — 3x
é decrescente em todo o dominio R.

I O grafico abaixo descreve o endividamento ex-
terno y, em bilhdo de délares, de um pais, em
funcdo do tempo t, em ano, em um periodo de
10 anos.

180 4o
1401

80 ¢

0 5 10 x

Pode-se afirmar que, nesses 10 anos, a taxa mé-

dia de variagao da divida externa desse pais, em

relacdo ao tempo, foi:

a) crescente.

b) maior nos dltimos 5 anos.

¢) maior nos primeiros 5 anos.

d) constante em qualquer intervalo de tempo
considerado nesse periodo.

e) nula em algum intervalo de tempo considera-
do nesse periodo.

O volume V de um iceberg, em metro ctbico, du-
rante o degelo causado pela elevagao de tempe-
ratura, é calculado em fungdo do tempo t, em

_ 40.000
t+1°

meés, em determinado periodo, por: V(t)

a) Qual era o volume do iceberg no inicio do dege-
lo, isto é, no tempo t = 0?

b) Calcule a taxa média de variagdo do volume
desse iceberg, em metro cuibico, no intervalo
de 2 a 3 meses apos o inicio do degelo.
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Um baldo meteorolégico é solto do solo. A al-
tura do baldo, em metro, em relagao ao solo,
apos t segundos depois de ser solto, é dada por
h(t) = t* + 2t.

a) Calcule a taxa média de variagao da altura h,
em metro, em relagdo ao tempo t, em segun-
do, no intervalo de 2 a 4 segundos depois da
soltura do baldo.

b) Calcule a velocidade média do balao, em me-
tro por segundo, no intervalo de 2 a 4 segun-
dos apés a soltura.

Uma pequena pedra é atirada em um lago pro-
vocando ondas circulares de centro no ponto de
impacto onde a pedra caiu.

Em uma dessas ondas, a medida r do raio, em
centimetro, em funcdo do tempo t, em segundo,
é dada por r(t) = 40t.

a) Calcule a taxa média de variacao do compri-
mento do raio, em centimetro, em relacdo ao
tempo t, em segundo, de 3 a 5 segundos apds
o impacto da pedra na agua.

b) Sabendo que a area A de um circulo de raio
r é dada por A(r) = nr? calcule a taxa média
de variacdo da area, em centimetro quadrado,

NATIONAL GEOGRAPHIC/GETTY IMAGES

OTHER IMAGES

LEONID SEREBRENNIKOV/ALAMY/

do circulo limitado por essa onda, em relagdo
ao tempo t, em segundo, no intervalo de 1 a 4
segundos apds o impacto da pedra na agua.

0] Ao ser inflada, uma bola tem a medida r de seu

raio, em centimetro, aumentada em fungdo do
tempo t, em segundo, de acordo com a equagao
3t
r(t) -
a) Calcule a taxa média de variacdo do compri-
mento do raio, em centimetro, em relagdo ao
tempo t, em segundo, no intervalo de 3a 5 se-
gundos ap6s o inicio do enchimento da bola.
b) Sabendo que a area A da superficie de uma
bola de raio r é dada por A(r) = 4nr?, calcule a
taxa média de variacdo da area da superficie
da bola, em centimetro quadrado, em relagdo
ao tempo t, em segundo, no intervalo de 1 a
3 segundos apés o inicio do enchimento da
bola.
c) Sabendo que o volume V de uma bola de raio

. _ 4nr’ L
r é dado por V(r) = 3 calcule a taxa média

de variacao do volume da bola, em centimetro
cubico, em relag@o ao tempo t, em segundo,
no intervalo de 2 a 4 segundos ap6s o inicio do
enchimento da bola.

[Efl Segundo a lei de Boyle, para gases confinados

sob temperatura constante, a pressao p exercida

sobre o gas e o volume v desse gas sdo inversa-

mente proporcionais, isto é, pv = k, em que k é

uma constante ndo nula.

Suponha que a pressao p, em atm (atmosfera),

varie em func¢éo do tempo t, em minuto, de acordo

com a equacgao p(t) = 8 + 2t.

a) Calcule a taxa média de variacdo da pressao,
em atmosfera, em relacdo ao tempo t, em mi-
nuto, no intervalo de 1 a 2 min depois de ini-
ciado o aumento de pressao sobre o gas.

b) Supondo pv = 4, calcule a taxa média de varia-
cao do volume v, em litro, em relagcdo ao tem-
po t, em minuto, quando t varia de 1 a 2 min.

Usando a definicdo de taxa média de variagéo

de uma funcgéo, prove que a fungéo f(x) = x* é
crescente em todo o dominio R.

EE] Aplicando a defini¢do de taxa média de variagéo

de uma funcao, prove que a funcgdo f(x) = Jx é
crescente em todo o dominio R.
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Vamos variar os pardmetros a e b da funcao

g(x) = f(x + a) + b e observar a relacdo entre o grafico

de g e o gréafico de f.

EM Substitua a por zero e atribua um valor qualquer
ao parametro b. Repita algumas vezes esse pro-
cedimento, atribuindo outros valores para b, e
responda:

a) Como é obtido o grafico de g, a partir do grafi-
co de f, quando o valor de b é positivo?

b) Como € obtido o gréfico de g, a partir do grafi-
co de f, quando o valor de b é negativo?

c) Como é obtido o gréfico de g, a partir do grafi-
co de f, quando b é igual a zero?

d) Podemos dizer que, quando o parametro b as-
sume um valor diferente de zero, o grafico da
funcao g pode ser obtido por uma:

e translacdo horizontal do gréfico da funcéo f.

e reflexdo do grafico da funcéo f em relacao
ao eixo Ox.

e translacdo vertical do grafico da funcao f.

e reflexdo do grafico da funcdo f em relacado
ao eixo Oy.

Bl Substitua b por zero e atribua um valor qualquer
ao parametro a. Repita algumas vezes esse pro-
cedimento, atribuindo outros valores para a, e
responda:

a) Como é obtido o grafico de g, a partir do grafi-
co de f, quando o valor de a é positivo?

b) Como ¢ obtido o grafico de g, a partir do grafi-
co de f, quando o valor de a é negativo?

c) Como é obtido o grafico de g, a partir do grafi-
co de f, quando a é igual a zero?

d) Podemos dizer que, quando o pardmetro a as-
sume um valor diferente de zero, o grafico da
funcao g pode ser obtido por uma:

e translacdo horizontal do grafico da funcéo f.
e reflexdo do grafico da funcao f em relacao
ao eixo Ox.

e translacdo vertical do grafico da funcao f.
e reflexdo do grafico da funcédo f em relacao
ao eixo Oy.

[Ell Atribua valores quaisquer a a e a b. Como é obti-
do o grafico de g, a partir do grafico de f:
a) quando a e b sdo positivos?
b) quando a e b sao negativos?
¢) quando a é positivo e b é negativo?
d) quando a é negativo e b é positivo?

I[N Substitua os pardmetros a e b por zero.
a) Clique no botdo g(—x). Qual é a relagao entre o
grafico obtido e o grafico de f?
b) Clique no botao —g(x). Qual é a relagdo entre o
grafico obtido e o grafico de f?
Il Podemos concluir que o grafico da funcio defi-
nida por g(—x) pode ser obtido por uma:
¢ translagdo horizontal do grafico da funcao de-
finida por g(x).
e reflexdo do grafico da funcao definida por g(x)
em relagdo ao eixo Oy.
¢ translacdo vertical do grafico da funcdo defi-
nida por g(x).
¢ reflexdo do grafico da fungao definida por g(x)
em relagdo ao eixo Ox.

Il Também podemos concluir que o grafico da fun-
cao definida por —g(x) pode ser obtido por uma:
¢ translagdo horizontal do grafico da funcao de-
finida por g(x).

e reflexdo do grafico da funcao definida por g(x)
em relagdo ao eixo Oy.

¢ translacdo vertical do grafico da funcdo defi-
nida por g(x).

¢ reflexdo do grafico da funcao definida por g(x)
em relagdo ao eixo Ox.

Agora varie os pardmetros a e b e, utilizando os
botdes g(—x) e —g(x), observe as transformacoes
produzidas nos graficos dessas fungoes.
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TEXTO COMPLEMENTAR

Demonstracao de que o grafico
de toda funcao afim @ uma reta

Demonstraremos o seguinte teorema:

O grafico de toda fungdo afim é uma reta.

Demonstracao
V' [/

Sejam M (Xu , Yu), N (Xy , Yn) € P (X, ¥) trés pontos distintos quaisquer do grafico
da funcdo y = ax + b. Temos, entdo:
Yu=axy +b (1)
yy=axy+b (n
Yp=ax, +b (n
Subtraindo membro a membro (1) e (1), obtemos:
Y~ Yn=axy T b—axy—b = yy—yy=aly—x)
Como M e N sdo pontos distintos do grafico da fungdo, temos x,, # x,, portanto:
Ym— Yn

Xpm — Xn

=a (IV)

Subtraindo membro a membro (11) e (Ill), obtemos:
Yw—Yp=axytb—ax,—b = yy—y,=alxy — X
Como N e P sdo pontos distintos do grafico da fungao, temos x, # x, , portanto:

YN T Yp -3 V)

Xy — Xp
As equagdes (IV) e (V) mostram que sdo semelhantes os triangulos retangulos de

hipotenusas NM e PN e de catetos paralelos aos eixos coordenados, conforme
mostra a figura abaixo.

Assim, as retas ‘MN e NP formam angulo de mesma medida a com o eixo Ox.
Logo, essas retas sdo paralelas. Como @e NP sio paralelas e tém o ponto
N em comum, concluimos que MN e NP sdo retas coincidentes e que, por-
tanto, M, N e P sdo pontos colineares, isto é, sdo pontos de uma mesma reta.
Provamos assim que quaisquer trés pontos distintos do gréafico de y = ax + b,
com {a, b} CIRea # 0, sdo colineares. Concluimos que o grafico dessa funcdo
é uma reta.

MANOEL
PAIVA
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Capitulo 4 Funcao afim
Simulador 0 grafico da funcao afim

ROTEIRO DE ESTUDO

Vamos variar os parametros a e b da funcao f(x) = ax + b e observar o com-
portamento do grafico da funcao f.

N Atribuindo o valor zero ao pardmetro b e 1 ao pardmetro a, obtemos a
funcao f,(x) = x. Construa esse grafico e, em seguida, mantenha o pa-
rametro b igual a zero e atribua outro valor ao pardmetro a. Repita esse
procedimento algumas vezes e responda:

a) Qual é o ponto comum a todos os graficos obtidos?

b) Podemos dizer que quando o parametro a assume um valor nao
nulo e diferente de 1, mantendo b igual a zero, o grafico da funcao
pode ser obtido por uma:

e translacdo horizontal do gréfico da funcéo f;.

e rotacdo do grafico da funcao f, em relagdo a origem do sistema de
eixos.

e translacdo vertical do grafico da funcao f;.

e reflexdo do grafico da funcao f, em relacao ao eixo Oy.

Il Construa os graficos sugeridos a seguir e analise cada uma das situa-
¢Oes com relagdo as transformacoes geométricas: translagdo (horizon-
tal ou vertical), rotagdo (em relacdo a qual ponto) e reflexdo (em rela-
¢do a qual eixo).

a) Fixando um valor positivo para o parametro a, atribua valores posi-
tivos ao pardmetro b.

b) Fixando um valor negativo para o parametro a, atribua valores nega-
tivos ao parédmetro b.

c) Fixando um valor negativo para o parametro b, atribua valores posi-
tivos ao parametro a.

[Ell Fixe um valor qualquer para o pardmetro b e atribua valores em ordem
crescente ao parametro a, a partir de a = 1. Para algum valor de a, o
grafico é uma reta paralela ao eixo Oy? Justifique.

IE¥ Fixe um valor qualquer para o parametro b e atribua valores em ordem
decrescente ao parametro a, a partir de a = —1. Descreva os graficos
assim construidos como transformacoes do grafico em que a = —1.

I Atribuindo valores quaisquer para os pardmetros a e b, com a # 0, al-
gum dos graficos é uma reta paralela ao eixo Ox? Justifique.

Il Construa o grafico da funcdo: f(x) = —3x + 6 e a partir dele responda:
a) Qual é araiz de f?
b) f é crescente ou decrescente?
c) Para quais valores de x f é positiva?
d) Para quais valores de x f é negativa?

A partir da andlise grafica, determine o conjunto solugdo da ine-
quagao: % <0

MANOEL
PAIVA
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TEXTO COMPLEMENTAR

Esboco de uma parabola
com régua e compasso

Vamos obter, com régua e compasso, alguns pontos da parabola que tem como
foco o ponto F e como diretriz a reta d, representados abaixo.

F
°

d

+ Primeiro, tragamos o eixo de simetria e da parabola.

+ O vértice V da pardbola é o ponto médio do segmento cujos extremos sdo F
e o ponto de interseccdo da reta e e da reta d.

« Por alguns pontos da semirreta VF, distintos de V, tracamos retas paralelas a d.

« Com a ponta-seca do compasso em F e abertura igual a distancia entre d e
uma das retas paralelas descritas, tracamos um arco que cruza essa reta em
dois pontos. Esses pontos pertencem a parabola, pois equidistam de F e d.

+ Repetimos o procedimento para cada uma das paralelas tracadas, encontrando
mais pontos da parabola.

Unindo por meio de uma curva os pontos assim determinados, obtemos um

esboco da parabola de foco F e diretriz d:

./
~/
VA

e

| \/\
v

-‘ F‘-
* *
v d \’V/F d

\ \ \
Exercicios propostos

¥ Representando em seu caderno uma reta d e um ponto F distante 3 cm
de d, esboce, com régua e compasso, a parabola de foco F e diretriz d.

Il Em uma parabola de foco F, diretriz d e vértice V, a distancia entre V e
d é 2 cm. Qual é a distancia entre o foco F e a diretriz d?
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Parte 1
Capitulo 5 Funcao quadratica
Simulador 0 grafico da funcao quadratica

ROTEIRO DE ESTUDO

Vamos variar os pardmetros reais a, m e k da funcéo f(x) = a(x + m)’* + ke
observar o comportamento do grafico da funcao f.

IEM Fixe valores quaisquer aos parametros m e k. Com esses valores fixos,
atribua valores positivos e valores negativos ao parametro a, obtendo
algumas pardbolas. Descreva o sentido da concavidade das pardbolas
para:

a) valores positivos de a.
b) valores negativos de a.

Il Fixe um valor diferente de zero ao parametro a e o valor zero ao para-
metro m. Com esses valores fixos, atribua diferentes valores ao paréa-
metro k, obtendo assim os graficos de algumas funcoes. Indicando por
f, uma dessas fungdes, podemos dizer que o grafico de cada uma das
demais fun¢oes obtidas é uma:

e translacdo horizontal do grafico da funcao f;.

¢ rotacao do grafico da funcéo f, em relagdo a origem do sistema de
eixos.

e translacgao vertical do gréfico da funcao f;.

e reflexdo do grafico da funcéo f; em relagédo ao eixo Oy.

[Ell Fixe um valor diferente de zero ao pardmetro a e um valor qualquer ao
parametro k. Com esses valores fixos, atribua diferentes valores ao pa-
rdmetro m, obtendo assim os graficos de algumas fungdes. Indicando
por f, uma dessas fungdes, podemos dizer que o grafico de cada uma
das demais fungoes obtidas é uma:

e translacdo horizontal do grafico da funcao f,.

e rotacao do grafico da funcédo f, em relacdo a origem do sistema de
eixos.

e translacgao vertical do gréfico da funcao f,.
e reflexdo do grafico da funcéo f, em relagé@o ao eixo Oy.
¥ Atribuindo um valor diferente de zero ao parametro a, a funcdo tera

sempre um valor minimo ou maximo para quaisquer valores dos pa-
rametros m e k? Justifique.

IE Partindo da funcéo inicial f(x) = (x — 1)* + k, determine valores para o
parametro k de maneira que a funcao tenha:
a) duas raizes reais e iguais.
b) duas raizes reais e distintas.
c) nenhuma raiz real.

Il A partir da andlise grafica, determine o conjunto solugio da inequagao:
x+1°-1>0
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’ Animacoes

Situagdes que envolvem
funcdes: altitude em funcao
da presséao

Matematica 1 > Parte 1 > Cap. 2 >
Secao 2.1

A animacao mostra o salto de
um paraquedista fazendo uma
relacao entre altitude e pressao
atmosférica.

Situagdes que envolvem
funcdes: velocidade em
funcao do tempo

Matematica 1 > Parte 1 > Cap. 2>
Secao 2.4

Essa animacao mostra um carro
que parte do repouso e descreve
um movimento. Com base nisso,
é construido um grafico da
velocidade em funcao do tempo,

retratando a variacao da velocidade

do carro.

Situagdes que envolvem
funcdes: temperatura e
umidade relativa em funcgéo
do tempo

Matematica 1 > Parte 1 > Cap. 2 >
Secao 2.2

Essa animacao permite observar
a variacao da temperatura e da

umidade relativa do ar durante dias

em uma determinada regiao.

S

Situagdes que envolvem
fungdes: volume em fungao

do tempo

Matematica 1 > Parte 1 > Cap. 2 >
Secao 2.3

Nesta animacao é possivel observar
algumas situacoes da vazao de dgua
em uma residéncia, representada
pelo grafico do volume em funcéao
do tempo.
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Capitulo6 Funcao modular, 202
Capitulo7 Matematica financeira, 226
Capitulo8 Funcao exponencial, 252
Capitulo9 Funcao logaritmica, 280

Capitulo 10 Geometria plana, 316




Capitulo

Funcao modular

Como foi possivel observar nas ultimas edicoes dos jogos olimpicos,
as mulheres vém conquistando cada vez,imais espaco nas

competicées. A primeira participagdo feminina ocorreu em 1900,
nas Olimpiadas de Paris, que teve um total'de 997 atiﬁas, dos quais
apenas 22 eram mulheres. Nas Olimpiadas de Pequim, em 2008, dos

-

0 conceito de distancia entre 277 atletas brasileiros, 133 eram mulheres — quase a metade.

dois pontos é essencial em T .- ooy 3 ; - By ome

estudos que envolvem grandezas Nessas olimpiadas, a atleta brasz.lelra Maurren Maggi conquistou Al

e suas medidas. Neste capitulo, 0.1° lugar na prova de saltorem distdncia, o que representou um ' 2

- . . ° 4
introduzimos o estudo de verdadeiro QiR raraas mulheres atletas. o s e

. ~ . . ~ - L]
distancias através da funcao -~

modular em uma variavel, que
considera apenas distancias ! : . -
entre pontos do eixo real. ' : ) , - y = . .

6.1 Médulo de um

numero real

O médulo de um niimero real indica — .y . ==y s VY - 2
uma distancia no eixo real. :

6.2 A funcao modular , - - ’ - =

Para o estudo de distdncias . _

envolvendo grandezas varidveis, : .

definimos a fun¢do modular. ' g : . f ' . : !
-

6.3 Equacdes modulares
As equacgoes que relacionam 2
fungdes modulares podem ser .

resolvidas pela definicdo de modulo :

de um numero real, auxiliada por . . F

suas propriedades. £ ¢ - \d

6.4 Inequacdes modulares

Do mesmo modo que nas equagoes, . : _

aplicamos a defini¢do de modulo : \ O - - . “ ! NS - -
e suas propriedades na resolugio : : . X &) e Y ' ) >
de inequagdes modulares. ¥ ‘ : |
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Secao 6.1

» Objetivos

» Entender o conceito
de modulo.

» Calcular o maédulo
de um numero.

» Termo e conceito

* moédulo

| W —

Modulo de um numero real

1 Introducao

Na situac8o da abertura, a primeira marca da atleta foi 6,5 metros e
a segunda marca foi x metros. Para representar a distancia entre essas
marcas, devemos analisar dois casos:

1° caso: 0 segundo salto alcangou ou ultrapassou o primeiro, ou seja,
X = B6,5.

Nesse caso, a distancia entre os saltos é dada por: x — 6,5.

2° caso: 0 segundo salto n&o alcangou a mesma distancia do primeiro, ou
seja, x < B,5.

Nesse caso, a distancia entre os saltos é dada por: 6,5 — x.

Podemos resumir esses dois casos, escrevendo a distancia d entre os
saltos do seguinte modo:

X —65sex=65
6,5 —x,sex<65

Neste capitulo, veremos que as sentencas que descrevem a distancia
d entre os dois pontos alcangados nos saltos podem ser sintetizadas em
uma Unica sentenca:

d=|x— 85|

Lemos: “d é igual ao médulo de x — 6,5”.

0 modulo de x — B,5 deve ser entendido como a distadncia entre os
pontos de abscissas x e 6,5 no eixo real, que também pode ser indicada
por |8,5 — x|.

A seguir, veremos o conceito de madulo de um ndmero real.

Reproducao proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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1 Definicao
VVamos considerar, no eixo real de origem 0, um ponto P de abscissa x.

(@) P

Chama-se madulo (ou valor absoluto) de x, que indicamos por |x|, a distancia entre os pontos

PedO.
Exemplos
B C D O E F A
b -5 3.0 8 a
2

- |B| = B, pois a distancia do ponto F até a origem & B.
- |—5| = 5, pois a distancia do ponto C até a origem & 5.

’—%’ = % pois a distancia do ponto D até a origem & %

|0] = 0, pois a distancia do ponto O até a origem & nula.
|J§| = {8, pois a distancia do ponto E até a origem & J8.

+ la| = a, pois, como a & positivo (veja a figura), a distancia do ponto A até a origem é a.

+ |b| = —b, pois a distancia de B até a origem & —b. (Atencéo: o nimero —b é positivo, pois, como
se vé na figura, b & negativo.)

Note que, como o madulo & uma distancia, ele serd sempre positivo ou nulo. Observe também
gue o0 modulo de um nimero positivo é o proprio nimero, e o madulo de um nimero negativo é
0 oposto desse numerao.

Para gualquer numero real x, temaos:

EXERCICIOS RESOLVIDOS

¥ indique o valor de V7 — 2| e [N7 - 5]. Resolugio

Resolucdo e Para qualquer x, com 4 < x < 6, tem-se x > 3, ou
seja, x — 3> 0.Logo, |x — 3| = x — 3, pois 0 médulo

* Sabemos que J7 & maior que 2, entdo (V7 - 2) & de um ntmero positivo é o préprio niimero.

positivo. Como o médulo de um niimero positivo

é o préprio nimero, temos: e Para gualquer X, com 4 < X < 6, tem-se x < 8,
ou seja, x — 8 < 0. Logo, |x — 8| = —x + 8, pois o
N7 -2l =7 -2 modulo de um nimero negativo é o oposto desse
* Sabemos que V7 é menor que 5, entdo (V7 — 5) é numero.
negativo. Como o médulo de um nimero negativo Assim, concluimos que:

é 0 oposto desse numero, temos:

x =3[ +[x—8=x—-3+(-x+8 =5
N7 —5]=—J7 +5=5-J7

Portanto, a alternativa d é a correta.

Secéao B.1 - Modulo de um numero real

n Se x é um numero real qualquer, com 4 < x < 6, a n Demonstre as seguintes propriedades dos médulos
expressdo |x — 3| + |x — 8| é igual a: para quaisquer numeros reais x e y:
a) 2x — 11 d) 5 5 x| _ Ixl
a) V¥ = ¢ |=| =1 comy#0
b) 2x + 11 e) 11 ) V= Ixl ) ’y‘ lyP oy N

¢) 2x +5 b) [x-y|=Ix|-lyl ’
205



Resolucdo

a) A raiz quadrada do numero real ndo negativo x’
é o numero real ndo negativo cujo quadrado é
igual a x°. Logo:
e X! =x,5ex=0
e X’ = —x,8ex<0

Assim, concluimos que: VX
numero real x.

= |x|, para qualquer

b) Aplicando a propriedade demonstrada no item
a, temos:

-yl =@ y)? ={x-y? = [y = |x| -

Indique o valor de cada sentenca:

a) |71 g [-3 -7

b) [0] h) [ - 3]

9 1-3| i) In - 3,14
a|-2 ) 1-31 + Is|

e) V3 - 2| k) V10 - J11| +J10

f) |2 - J3] 1) N7 =51 = N5 =471

Se x € [2,10], represente a expresséo |x — 1| + |x — 20|

por outra equivalente que ndo contenha os simbolos
de moédulo.

Aplicando uma das propriedades demonstradas no
exercicio resolvido 3 e a definicdo de médulo, pode-
-se concluir que |x|*> = ¥’, para qualquer ndmero
real x. Justifique essa afirmacao.

Classifique como verdadeira (V) ou falsa (F) as afir-
macdes a seguir.

a) |x| = x, para todo x, com x € R

b) |x| = |—x]|, para todo x, com x € R

¢) [¥*| = ¥°, para todo x, com x € R

d) |x*| = x* para todo x, com x € R

e) |x — 3| = |3 — x|, para todo x, com x € R
f) la + bl = |a| + |b|, para quaisquer a e b, com
{a, b} C R

g) |x| >0, para todo x, com x € R

(Nota: Essa propriedade pode ser enunciada do
seguinte modo: “O médulo do produto é igual ao
produto dos médulos”.)

c) Aplicando a propriedade demonstrada no item
a, temos:

X

y

y

oy Iyl

(Nota: Essa propriedade pode ser enunciada do
seguinte modo: “O médulo do quociente é igual
ao produto dos moédulos”.)

X |2 X _ @ Ix
=()= _ _

a) Chama-se desvio absoluto de uma nota x em re-
lac@o a nota médiam o nimero obtido por |[x —m|.
Calcule o desvio absoluto de cada uma das cinco
notas desses alunos.

(Nota: O desvio absoluto de cada nota mede, em
valor absoluto, o afastamento da nota em relagao
a nota média.)

b) Chama-se desvio absoluto médio dessas cinco
notas a média aritmética entre os desvios abso-
lutos das cinco notas.

Calcule o desvio absoluto médio das notas desses
cinco alunos.

(Nota: O desvio absoluto médio mede, em valor
absoluto, o afastamento médio das notas em
relagdo a nota média.)

B (UFRN) Um posto de gasolina estd localizado no km

100 de uma estrada retilinea. Um automével parte

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

h) 5- |x| = |5x|, Vx,com x € R do km 0, no sentido indicado na figura abaixo, diri-
i) —5-|x| = |-5x], Vx, com x € R gindo-se a uma cidade a 250 km do ponto de partida.
5 j) \F x|, Vx, com x € R
E
3B ) - = |— , € R*
- 1
o
«(0
(&3 P .
= n Em uma prova de Matematica, as notas de cinco km 100
. alunos foram: 5,5; 6,8; 7,2; 8 e 9,5. Num dadoinstante xdenota a distanci 15
‘g A nota média desses alunos é a média aritmética urr(li adoinstan le,x ken%e;\? 15 gnCIa(em q‘g,orfle‘
S m dessas cinco notas, que é calculada por: tr.o) ° aut'oEnove aoxmb. Nesse nstante, a 1'stan’-
=1 cia (em quilometro) do veiculo ao posto de gasolina é:
8 75,5+6,8+7,2+8+9,5774 a) [100 + x| c) 100 — x
- 5 - b) x — 100 d) |x — 100|
A
’ Resolva os exercicios complementares 1 a 5.
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A funcao modular

Secao 6.2

» Objetivos Vimos que cada namero real x tem um Unico médulo. Logo, podemos
definir uma fungéo f: IR — IR que associa cada numero real x ao seu madu-
lo, isto &, f(x) = |x|. Essa funcéo, chamada de funcdo modular, pode ser
apresentada desta forma:

» Identificar uma
fungao modular.

» Esbocar o grafico de
uma funcéo modular. x,sex=0
» Resolver problemas F0d = Ixl & 7ld =

gue envolvem

-x,8ex<0

funcao modular. Para esbocar o grafico da funcéo f, estudamos cada uma de suas sen-

. tencas separadamente.
» Termo e conceito

« fungéo modular I flx)=xparax=0 II. f(x) = —xparax <0
x | fbd x | fl)
0 0 0 0
. 1 -1 1
y

of 1 X _1= TO X

A reunido dos graficos obtidos em I e IT é o gréafico da funcédo modular
fix) = |x|.

0 dominio e o conjunto imagem de f s&o, respectivamente, O(f) =R e
Im(f) =R, = [0, +eol.

)) EXERCICIO RESOLVIDO

©
El
el
£
n Esbogar o gréfico e indicar o dominio e o conjunto imagem da fungéo f(x) = |x — 2|. o
(&3
Resolucdo E
Para construir o grafico da funcgéo f, convém representa-la por duas sentencas. Para isso, aplicamos <
a definicdo de médulo de um numero real: %
o
Xx—2,sex—2=0 X—2,sex=2 il
_ 2 — ) _ 2 — » (&3
Ix = 2| {—(x—2),sex—2<0(:)IX | {—x+2,sex<2 &
. < X—2,5ex=2 A
Assim, a funcdo f pode ser representada por: = ’
im, a funcao f p P por: f(x) {—x+2,sex<2 ’

207



Estudamos separadamente as sentencas de f:

Lf(x)=x—2parax=2 ILf(x)=—-x+2parax<2
x [foa 7 x | f0d g
2 0 2 0
3 1 1 1

A reunido dos graficos obtidos em I e II é o grafico da funcéo f(x) = |x — 2|.

y

X

O dominio e o conjunto imagem de f sdo, respectivamente, D(f) = Re Im(f) = R,.

1> Outros recursos para a construcéo de graficos

Reflexao

Seja g uma fung8o que possui 0 seguinte grafico:

y

o
x

Para construir o grafico da fungéo f(x) = |g(x)|, podemos representar f da seguinte forma:

£ = |gid| £ = glx), seglx) =0
— T I g, se gl < 0

Observe que, da equivaléncia acima, concluimos: y
- quando g(x) = 0, o grafico de |g(x)| & o proprio grafico de f
glx);

- quando glx) < 0, o grafico de |g(x])| é o grafico de —g(x),
gue é o grafico de glx) refletido em relagao ao eixo Ox.

Assim, conservando os pontos de ordenadas ndo negati- : !
vas do gréafico de g e refletindo os pontos de ordenadas nega- N
tivas em relagéo ao eixo Ox, obtemos o grafico da fungéo f. -

Capitulo 6 - Funcao modular

Nota:

»

Ao refletir um ponto em relacgéo ao eixo Ox, obtemos o seu simétrico em relacéo ao eixo Ox.
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)) EXERCICIOS RESOLVIDOS

Reprodugao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

BEl construir o gréfico e determinar o dominio e o

conjunto imagem da funcéo f(x) = |x* — 9|.

Resolucgao
Inicialmente, construimos o grafico da funcao
g(x)=x>-9.

y

A seguir, no grafico de g, conservamos os pontos de
ordenadas nao negativas e transformamos os de or-
denadas negativas em seus simétricos em relagdo ao
eixo das abscissas, obtendo assim o grafico de f.

y

O dominio e o conjunto imagem de f sdo, respecti-
vamente, D(f) = R e Im(f) = R..

Construir o grafico e determinar o dominio e o
conjunto imagem da funcéo f(x) = —|2x + 4/.
Resolucdo

Executamos os seguintes passos:
¢ Construimos o gréfico da fungéo g(x) = 2x + 4.

X fx)
1
-2 0

e No grafico de g, conservamos os pontos de orde-
nadas nao negativas e transformamos os de or-
denadas negativas em seus simétricos em relagao
ao eixo das abscissas, obtendo assim o grafico de
y = lg(x)| = |2x + 4|, representado a seguir.

y=lgxl

e Finalmente, para obter o grafico da funcéo
f(x) = —|2x + 4], transformamos todos os pontos
do grafico anterior em seus simétricos em relacao
ao eixo das abscissas.

O dominio e o conjunto imagem de f sdo, respecti-
vamente, D(f) = ReIm(f) = R_.

Secéo 6.2 + A fungdo modular
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Translacao

Para construir o grafico de uma funcéo do tipo f(x) = k + |g(x)| ou f(x) = —k + |g(x]|, em
gue k € uma constante real positiva, transladamos verticalmente, em k unidades, o gréafico da
funcaoy = |gx)|:
- para cima, no caso da fungao f(x) = k + |g(x)|; ou,
- para baixo, no caso da funcéo f(x) = —k + |g(x]|.

Para construir o grafico de uma funcéo do tipo f(x) = |glx + k)| ou f(x) = |glx — K|, em que
k é uma constante real positiva, transladamos horizontalmente, em k unidades, o grafico da
funcaoy = |glx)|:
- para a esquerda, no caso da fungéo f(x) = |glx + K)|; ou,

- para a direita, no caso da funcao f(x) = |glx — K)|.

EXERCICIO RESOLVIDO

Construir o grafico e indicar o dominio e o conjunto imagem da funcdo f(x) = |x* — 4x| + 3.

Resolucdo

Executamos os seguintes passos:
e Construimos o grafico da fungéo g(x) = x* — 4x.

y

e No grafico de g, conservamos os pontos de ¢ Transladamos verticalmente, em 3 unidades
ordenadas nao negativas e transformamos os para cima, o grafico anterior, obtendo o gréfico
de ordenadas negativas em seus simétricos da funcdo f(x) = |x* — 4x| + 3.
em relacdo ao eixo das abscissas, obtendo
assim o grafico dey = |[x* — 4x].

y y

1 L
op 2 /4 X 0 2 4 X

O dominio e o conjunto imagem de f sao, respectivamente, D(f) = R e Im(f) = [3, +].

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Estudo do sinal
Uma técnica agil para a construgéo do grafico de uma fungéo do tipo
i = 1g.00] = 1gobd] = 1gsbd| = ... = |g,0d] = LX)

consiste em eliminar os madulos por meio do estudo da variagdo de sinal das fungées g, ga, gs,
.. e g, Assim, a fungao f é representada por mais de uma sentenga, conforme mostram os exer-
cicios resolvidos a seguir.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

n Construir o grafico e indicar o dominio e o conjunto imagem da funcéo f(x) = |x — 4| + 2x — 6.

Resolucdo

Inicialmente, por meio do esquema ao lado, estudamos a variagdo

de sinal da funcgédo g(x) = x — 4.

Como a funcdo g é negativa a esquerda de 4, temos: @)

[x —4| = —x+4parax<4

Como a funcgao g é positiva a direita de 4 e se anula em 4, temos: 4 X
[x —4| =x —4parax=4 ©)

Representando os valores de |g(x)| = |x — 4| por um esquema, obtemos:

4

i X
[x—4 — —x+4 | x-4

Adicionando 2x — 6 a cada expressao desse quadro, temos a funcéo f representada por duas sen-

tencas:
4
i X
x-4f —— —~x+4 | x-4
:&—64> -6 | 2x—6
{ x—4/+2x—6 — xX—2 . 3x-—10
Logo:

X—2,sex<4
3x —10,sex =4

f(x)=|x—4|+2x—6<:)f(x)={

Analisando cada sentenca de f, temos:

Lf(x) =x—2parax<4 II.f(x) =3x — 10 parax =4
X y=x—2 X y=3x-—-10
4 2 4 2
2 0 5 5
y y

P
b TS
>
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A reunido dos gréficos obtidos em I e I é o grafico da fungéo f(x) = [x — 4| + 2x — 6, abaixo.
O dominio e o conjunto imagem de f sdo, respectivamente, D(f) = R e Im(f) = R.

(Nota: A definicdo de mddulo de um nimero real x foi apresentada do seguinte modo:

x,sex=0
x| =
—Xx,5ex<0

Observe que |0| = 0 = —0, portanto, podemos acrescentar a relacdo de igualdade & segunda sentenca:

xX,sex=0
|x| =
-x,sex=<0

Do mesmo modo, observe a funcao f:

f(x):{x—Z,sex<4

3x —10,sex=4

Temos 4 — 2 = 3 - 4 — 10, portanto, podemos acrescentar a igualdade ao extremo do intervalo da
primeira sentenca:

3x —10,sex=4

J[(X)z{><—2,se><s4

Sempre que for conveniente, daqui por diante, agiremos dessa forma.)

n Construir o grafico e determinar o dominio e o conjunto imagem da funcéo
h(x) = |2x + 4] + |x — 5] — 2x.

Resolucdo
Eliminamos os médulos da fungéo h(x) = [2x + 4| + |x — 5| — 2x:

-2 5
! ! X
[2x+4| ——————> _ox—4 ' 2x+4 | 2x+4
x-8] —————>  _x4+5 | —x+5 | x-5
2x @ — 2x | 2x | 2x
[2x + 4|+ |x—5|-2x —> —Bx+1 | -x+9 |  x-—1

Assim:

—5x +1,sex=< -2
h(x) =9-x+9,se —2<x=<5
x—1,sex=5

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Finalmente, o grafico, o dominio e o conjunto imagem de h sdo dados por:

D(h) = R
Im(h) = {x € R|x = 4}

l
8 x

Construa o grafico e determine o dominio e o con- IEB considere a funcio f(x) = |2x — 6] + 3.

junto imagem de cada funcao:
a) f(x) = |4x — 8|

f) gx)=13x+9] -4
g) h(x) = |x*—2x — 8] + 2
B) f(9) =2 - |2x - 4]

De um ponto P, a 20 m de altura em relagdo a super-
ficie de um lago com 10 m de profundidade, cai uma
pedra que atinge o fundo do lago. Considerando toda
a trajetéria da pedra, seja x a distancia, em metro,
da pedra ao ponto P até atingir o fundo do lago:

a) Obtenha uma equacdo que expresse, em fungao
de x, a distancia d entre a pedra e a superficie do
lago.

b) Construa o grafico da fungéo d obtida no item a.

Resolva os exercicios complementares 6 a 12 e 37.

a) Construa o grafico de f.
b) Determine os pontos do gréfico de f que tém
ordenada 5.

c) Determine as abscissas dos pontos do grafico de
f que tém ordenada menor que 5.

Construa o grafico e indique o dominio e o conjunto
imagem de cada funcao.

a) f(x) = |2x — 6] + 3x

b) g(x) = |[4x + 2| +4x — 1
Q) f(x)=l4x— 1| + [2x + 7|
d)gx) =12x— 1] — |x = 5] +3

Ao moldar chapas circulares de a¢o, uma maquina
2

10
menos, do valor d do didmetro projetado, com
0 <d < 1,2 em metro.

a) Esboce o grafico da fungédo

d>—d
d) =
fa) 100
b) Para qual valor de d, com 0 < d < 1,2, o erro pro-
duzido pela méaquina é maximo?

¢) Qual o erro maximo, em metro, produzido pela
maquina para 0 < d < 1,2?

produz um erro igual a , para mais ou para

,com0<d<1,2

(Uerj) O volume de dgua em um tanque varia com
o tempo de acordo com a seguinte equacao:

V=10~ [4 -2t - [2t - 6],comt € R.
Nela, V é o volume medido em metro cibico apds t
horas, contadas a partir das 8 h de uma manha. De-
termine os hordrios (inicial e final) dessa manha em
que o volume V permaneceu constante.
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Secao 6.3

» Objetivos

» Resolver equacgdes
modulares.

» Usar equacdes
modulares na resolucao
de problemas.

| V—

Equacdes modulares

Uma industria de azeite embala seus produtos em recipientes de
capacidades diferentes. Para aprovar ou reprovar um lote fabricado, o
departamento de controle de qualidade dessa industria mede o conteddo
de cada recipiente de uma amostra de cada lote, admitindo um erro maxi-
mo de 0,4%, para mais ou para menos, no contetdo indicado no rétulo da
embalagem. Se em uma amostra de recipientes de azeite, cujos rotulos
indicavam 500 mL, todos apresentaram erro maximo, as possiveis medi-
das x obtidas pelo controle de qualidade, para cada recipiente, podem ser
indicadas pela equacéo:

|500 — x| =2

Assim, concluimos que cada recipiente desse lote contém 502 mL ou
498 mL.

Equagdes como essa, que apresentam o madulo de pelo menos uma ex-
pressao que tenha a incégnita, sdo chamadas de equagdes modulares.

Exemplos
- |31 - x| =65 -3 +5|x|-1=0
- |ux —12| = | — 9 R

e
Para resolver essas equacdes, aplicamos algumas propriedades dos
madulos, apresentadas a seguir.

Propriedades
Como o moédulo é uma distancia, temos:

Pl. |x| = 0, para qualguer nimero real x
Agora, considere a reta numérica abaixo.

(0]
-7-6-5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5 6 7

Observe que:

+ 0 Unico ponto que dista zero unidade da origem & a proépria origem, ou
seja, o ponto 0;

+ existem dois pontos que distam B unidades da origem: os pontos de
abscissas 6 e —6;

+ se dois niumeros tém o mesmo maodulo, entdo esses nimeraos séo iguais
ou séo opostos.

Essas observacdes nos ajudam a entender as seguintes
propriedades:

P2. [x| =0 & x=0
P3. Sendo d um numero real positivo: [x| =d < x =+d

P4. Sendo x e y nUmeros reais: |x| = ly| © x =4y

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Acrescentamas a essa lista de propriedades aquelas demonstradas no exercicio resolvido 3,

enumerando-as, conforme segue, para facilitar sua identificacéo:

P5. {x® = |x]
PB. |x-y| = x| |yl

|x|

=—comy#0
lyl

X

y

P7.

Nota:

Uma consequéncia da propriedade PB é que: |x|? = X%, Vx, com x € R
Observe:

1|2 = |x| « |x] = |x- x| = [x*] = X% poisx*=0

EXERCICIOS RESOLVIDOS

m Resolver em R as equagoes:

a) [x—4|=-7 ¢ |2x—-8| =6 e) [3x—-2[=2x+4
b) [x¥*-9| =0 d) [3x — 4] = [2x + 6]

Resolucdo

a) Pela propriedade P1, temos |x — 4| = 0; logo, a equagéo |x — 4| = —7 ndo tem raizes,

portanto, seu conjunto solucao S é vazio: S = &
b) Pela propriedade P2, temos:
[x¥*-9|=0e x*-9=0
Sx =13
Logo, S = {3, —3}.
c) Pela propriedade P3, temos:
[2x - 8| =6 < 2x—8=60u2x—8=—6
x=7o0oux=1
Assim, S = {7, 1}.
d) Pela propriedade P4, temos:
[3x — 4| =|2x+6| & 3x—4=2x+60u3x—4=-2x—-6
~x=10o0oux = -2
5

Logo, S = [10, f%]
e) Pela propriedade P1, devemos considerar a condigao de existéncia do médulo:
2xXx+4=0=x=-2
Pela propriedade P3, temos:
3x —2|=2x+4 & 3x—-2=2x+4o0u3x—2=-2x—4

LX=6o0ux= _2
5

Como as duas solugdes satisfazem a condicdo de existéncia, entdo S = [6, —%]

Resolver, em R, a equacéo x* — 3|x| — 4 = 0.

Resolucdo

Sabemos que x* = |x|’. Logo, a equagéo pode ser escrita na forma:
[x|*> - 3|x| —4=0

Fazendo |x| = t, temos:

" -3t-4=0=t=4out=-1

Assim: [x| =4 = x=%4;0u |x| = -1 = Ix

Logo: S = {4, —4}

Secéo B.3 - Equagtes modulares
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E Trés corredores, I, II e III, disputaram uma prova de 100 metros
rasos, partindo simultaneamente de um mesmo ponto e cor-
rendo em um mesmo sentido sobre uma pista retilinea.

Apos a largada, a distancia de cada corredor ao ponto de partida,
em metro, é descrita, respectivamente, pelas fungoes S, = 5t,
Sy = 4te Sy = t* + 2t, em que o tempo t é medido em segundo.
Sabendo que a prova durou mais de 4 s, podemos concluir
que, ap6s a largada, o nimero de vezes que a distancia entre
os corredores I e II foi igual a distancia entre os corredores
IIelllé:

a) 1l b) 2 c) 3 d) 4 e 5

Resolucdo

Em qualquer instante da prova, a disténcia entre os corredores I e II é |5t — 4t| e a distincia entre
Ilelll é |t* + 2t — 4t|. Assim, devemos ter:

[5t — 4t] = |[t* + 2t — 4t] = [t| = |[t* — 2t]

st=t—-2tout=—t"+ 2t

St =3t=0o0ut’—t=0

s~t=0out=3out=1

Como devemos considerar os instantes apoés a largada, ndo nos interessa o instante t = 0. Assim,
a distancia entre os corredores I e II foi igual a distancia entre II e IIl nos instantes 1 s e 3 s apés a
largada.

Logo, a alternativa b é a correta.

E Resolver em R a equacéo [3x — 5| + |2 — x| = 5.

Resolucdo
e Transformamos a equacdo dada na equagao equivalente:
[3x =5[] +[2-x| -5=0
e Eliminamos os médulos da fungéo h(x) = [3x — 5| + [2 — x| — 5:

5
3 2
z z ;
I8x =8| —————>  _3x+5 ' 3%-5 ' 3-5
2-x] —— 2—x 1 2-x | —2+4x
5 — > 5 ! 5 ! 5
I3x—5|+[2-x|-5 —> —4x+2 | 2x-8 | 4x—12

—4x + 2,sex < %
Assim: h(x) = <

2x—8,se§sx 2

4x —12,sex =2

Para resolver a equacdo h(x) = 0, igualamos a zero cada sentenca da funcgao h:

f4x+2:0,sexs§
hx) =0 = 2x—8=0 SeESXSZ
T3
4x — 12 =0,sex=2
x:l,sexs5 :x:l
2 3 2
X =4, se%sxs 2 = ndo existe x, pois x = 4 ndo pertence ao intervalo%s><<2.

Xx=3,sex=2=x=3
Assim, o conjunto solucgdo S da equagdo é S = {%, 3 ]

(Nota: Podemos usar o simbolo # para indicar “néo existe”.)

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



m Resolva em R as equagoes:

Reprodugao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

a) [x—-8/=3 f) Itl-lt-2/=1

b) [2x—-1| =0 g) X+ 2[x| =15

Q) I3x—1] = -4 h) p> — [5p| +4=0

d) |k? — 5k| =6 i) x—172+4/x-1/+3=0

e) |9x — 5| = [6x + 10|

Considerando R como conjunto universo, determine o conjunto solugdo de cada uma das
equagoes:

a) [2x+3|=3x-6
b) [7x+2|=3x-1
¢ [x¥*—5x] =9 -5x

Resolva em R a equacao:
[2x + 4] + |x — 5] = 2x

Dois moéveis, A e B, percorrem um trecho reto, com velocidades constantes, sendo a veloci-
dade de B o dobro da velocidade de A. Para o estudo do movimento desses moéveis fixou-se
um eixo real na trajetéria, adotando-se o quildmetro como unidade. Em dado instante, o
moével A estava no ponto de abscissa —13, e B estava no ponto de abscissa 7. Sabendo que
oito minutos depois os dois méveis estavam a mesma distancia da origem O do eixo real,
determine a abscissa do ponto em que estava cada moével.

(Nota: O sinal da velocidade escalar do mével indica apenas o sentido do movimento: se o
sentido do movimento coincidir com o sentido adotado do eixo real, entdo a velocidade é
positiva; se o sentido do movimento for contrario ao sentido do eixo real, entdo a velocidade
é negativa. Como o enunciado desse problema afirma que a velocidade de B é o dobro da
velocidade de A, conclui-se que elas tém o mesmo sinal e, portanto, os méveis se movimen-
tam em um mesmo sentido.)

Em uma competicdo, a cada x flechas consecutivas atiradas em um alvo por uma atleta,
a distancia, em milimetro, entre a mosca (centro do alvo) e o ponto de impacto da dltima
dessas flechas no alvo foi |x*> — 44x + 480|.

- e P

a) Quantas vezes a mosca foi atingida nos 25 primeiros langamentos?
b) Quantas flechas foram lancadas para que a mosca fosse atingida pela primeira vez?

c) Depois de ter acertado a mosca pela primeira vez, qual foi a maior distancia entre a
mosca e o ponto de impacto de uma das flechas no alvo, considerando apenas os 25 pri-
meiros langcamentos?

Resolva os exercicios complementares 13 a 23 e 38.
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Inequacdes modulares

Secado 6.4

» Objetivos

» Resolver inequacgdes
modulares.

N° 5.978 PREGO DESTE EXEMP

LEICOES NACIONAIS

modulares na resolucao z Iy g
Pesquisa aponta empate técnico entre candidatos &
de problemas. ¢ ]

a presidéncia da Republica do Brasil. 'J

O candidato A tem 31% das intengdes de voto, contra 29% do candidato B. !
Margem de erro da pesquisa € de 2,2 pontos percentuais. ' ;

__,u-——-r'_‘m-\-:wt
LS i

0 que € empate técnico? Como dois candidatos podem estar tecnica-
mente empatados em uma pesquisa de opinido?

Toda pesquisa de intencgéo de voto apresenta uma margem de erro, que
determina o intervalo provavel em que esta o efetivo percentual de votos
do candidato na época da pesquisa.

Na pesquisa acima, a margem de erro é de 2,2 pontos percentuais, para
mais ou para menaos, o que significa que os efetivos percentuais de votos
gue provavelmente teriam os candidatos na época da pesquisa estéo nos
intervalos descritos pela tabela:

. Percentual apontado Intervalos com a
Candidato .
pela pesquisa margem de erro
A 31% 28,8% a 33,2%
B 29% 26,8% a 31,2%

Como a intersecgao dos intervalos em que se considera a margem de
erro é nao vazia, concluimos que ocorre empate técnico entre os candi-
datos Ae B.

Sendo x e y os efetivos percentuais de votos que teriam os candidatos
A e B na época da pesquisa, respectivamente, podemaos afirmar que:

Ix — 31 <22el|y — 29| <2,2

0 voto na urna eletrénica InequagBes como essas, que apresentam o modulo de pelo menos
foi implantado a partir o . , \ ~ . ~
das eleicées municipais uma expressao que tem a mc:ognlta, sdo chamadas de mequacoes
de 1996, mas apenas modulares.
em alguns municipios. Sé
em 2000 as eleicdes foram Exemplos
informatizadas em todo o
territorio nacional. ™ o | —x + 17| <10
) 1
TR . 10 + x=|2x — E‘
- |ax® + 42| > ||

Para resolver essas inequacgdes, aplicamos
algumas propriedades dos maédulos, que veremos
a seguir.

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Propriedades

Antes de enunciar as proximas propriedades, vamaos responder a duas perguntas utilizando
apenas o conceito de modulo.

- Quais sdo os valores reais de x para os quais |x| < 3?

Ou seja, guais séo as abscissas dos pontos do eixo real que distam 3 unidades ou menos da
origem?
Observando a reta numérica abaixo, é facil visualizar a resposta:

TN

-3

Os pontos gue distam 3 unidades ou menos da origem s&o os pontos de abscissas no inter-
valo [—3, 3], ou sgja:

x| <3 & —3=x=<3

A propriedade a seguir generaliza esse resultado.

P8. Para qualguer niumero d real positivo:
x| <d & —d=x=<d
0

RAAARV AR AR An - an v an - 4

—d

Raciocinando de maneira anéaloga, obtemos a propriedade:

P9. Para qualguer numero real positivo d:
x| <d & —d<x<d
o
—d d

- Quais sao os valores reais de x para os quais |x| = 57?

Ou seja, guais sao as abscissas dos pontos do eixo real que distam 5 unidades ou mais da
origem?
o

I AZAR v an v an -

Os pontos que distam 5 unidades ou mais da origem s&o os pontos de abscissas menores ou
iguais a —5 e 0s pontos de abscissas maiores ou iguais a 5. Ou seja:

x| =5 & x< -50ux=5

Generalizando essa concluséo, temos:

P10. Para qualqguer niumero d real positivo:
x| =d & x<—-doux=d
o

[Canvanvanv v g A"an~an - an - o

=@/

Analogamente, concluimos também a propriedade:

P11. Para qualguer numero real positivo d:
x| >d & x< —-doux>d
o

FFTTTO TN

—d d
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

m Resolver em R as inequagoes: Resolvendo a inequagao (I):
a) |[4x — 3| <13 —X—2<3x—-6 = —4x< -4
b) [5x + 1| > 21 x=1
Q) [3x—6|<x+2 Resolvendo a inequagao (II):
= 3x—-6<x+2=2x<8
Resolucgao
LX=4

a) Pela propriedade P8, temos:
[4x - 3| <13 & -13<4x-3<13
Essa dupla desigualdade é equivalente a:
4x —3<13e4x—-3=-13 0)

Efetuando a interseccao dos intervalos obtidos
nas inequagoes (1) e (II), temos:

=

-4
q
q
q
q
q
q
q

-q
q
q

Lx=4Dex= -2 ()

2 4
. o . < . 1) AAAAAAAAAAAAAS >
O conectivo “e” indica a intersec¢do dos conjun- () | i X
tos solugdo dessas Ultimas inequacdes, ou seja: ! !
4 (e ; 7 >
(1) PAAAAAAAAAAAAAS >
X

_Ei Como todos os numeros do intervalo (I) N (II) sa-
an —2%%%%%% tisfazem a condigao de existéncia, concluimos:
X S={xER|1=<x=<4},o0u,ainda, S = [1, 4]

A_AAALLALA

0XaX()

4 x Bl Em um periodo de eleigdes, uma pesquisa revelou
que o candidato A tinha 28% das intencdes de voto.

5
2

5
Logo:S={xER|-><x<4
2 4 Intencées de voto A

b) Pela propriedade P11, temos:

5% + 1] >21 < 5x +1< —21ou5x + 1> 21 oat,
E
X< —% () oux >4 (1) 35%

O conectivo “ou” indica a unido dos conjuntos
solucdo dessas ultimas inequagoes, ou seja:

22
5
(I) &P : \ J
| : x
an LIPNINDNIN Se a margem de erro da pesquisa era de 3 pontos
! ! x percentuais, para mais ou para menos, e x € o per-
o ’i i o centual de votos que esse candidato efetivamente
(o an 9 > teria na época da pesquisa, podemos afirmar que:
5 a) x — 28% = 3% d) |x — 28%| <3%
2 b) x — 28% < 3% e) |x —28%| <3%
Logo: S = xE\R|X<—?OuX>4 Q) Ix— 28%| = 3%
Resolucgao

c) Nesse caso, inicialmente devemos considerar a
condicdo de existéncia, pois 0o médulo é sempre
nulo ou positivo (propriedade P1):

Como a margem de erro da pesquisa é de 3 pontos
percentuais para mais ou para menos, o percentual

& x de votos do candidato pode variar de 28% — 3% a
3 X+2=0=x=-2 28% + 3%, ou seja, 25% < x < 31%. Subtraindo 28%
g Resolvendo a inequacdo pela propriedade P8, de cada membro dessa desigualdade, obtemos:

§ temos: 25% — 28% < x — 28% < 31% — 28% =

u%_ 3x —6|<x+2= —x—-2<3x-6<x+2 = —3% <x— 28% < 3%

@ Ou seja: olx — 28%| < 3%

2 —x—2<3x-6()e3x—-6=<x+2(I) Logo, a alternativa e é a correta.

=

@©

[&]
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Animacao: Resolugdo grdfica de equacgées e inequagbes modulares.
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m Resolva em R as inequagoes:
a) [5x+7|>13

b) [3x — 4| <38
¢ |1-4x|=5
d) [3-x]<8
e) |x—8|=-3
) ’2+l|gl
4 2 5
g 12x — 6] <x
h) [5-x|=x+1

m Se x € [—3, 3], podemos afirmar que:
a) x| <3
b) |x| <3

Resolva os exercicios complementares 24 a 36 e 39 a 44.

))) EXERCICIOS COMPLEMENTARES

N Exercicios técnicos

“ Calcule o valor de cada expressao a seguir, deixando
indicados os resultados que contenham radicais.

a) J5- V5 - 2|

b) V2 + [V2 — 5]

o) 1326 — n| + 226

d) |n — 3,14| + |n — 3,15]
e) 482 — J10| + ¥82
f) |49 — V3l

2
n (UFRJ) O valor de % é:

a) 1,sex>0ou—1,sex<0
b) 1,sex=00u—1,se x<0
c) 1,sex#0

d) 1,Vx,comx R

e) 0

n Se x e y sdo numeros reais quaisquer, classifique
cada afirmacgédo como verdadeira (V) ou falsa (F).
a) Se x >y, entdo |x| > |yl.
b) Se x> = y? entdox = y.
c) Se x’ =y’ entdo |x| = |yl.
d) x>y = |xyl
¢ Ix| = |—x|
f) |-x| =x

n Quais sdo o maior e o menor valor que a expressao

M pode assumir, se x assume todos os valores
x| +2

reais do intervalo [~7, 4].

Se x € |4, 8[, podemos afirmar que:
a) x| <4

b) |x| <8

Q |x—-5]<2

d) [x—5]>2

e) |[x—6| <8

Um metalirgico precisa fabricar um eixo de ago cujo
didmetro deve ter 5 cm. O torno pode provocar um
pequeno erro x em centimetro nessa medida, com
[x| < 0,008. Qual a maior medida que se pode espe-
rar para o didmetro dessa peca depois de pronta?
E a menor?

Resolva em R a inequagao:
[2x + 4| + [x = 5] >7

(Fuvest-SP) Qual é o conjunto dos valores assumidos

pela expressao a4 b +-& abe
lal ~ Ibl lcl labcl

variam no conjunto dos nimeros reais nio nulos?

a) {-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}

b) {_4y _2y Ov 2! 4'}

c) {—4,0,4}

d) {4}

e) R

quandoa,bec

Construa o grafico e determine o dominio e o con-
junto imagem de cada funcao.
a) f(x)=1-x*+x—-2|

b) g(x) = |2x* + 2x + 1|
c) r(x) = —[3x — 6|
d) f(x) = |2x — 4] + 3

e) g(x) =4 — [x¥*— 9|

(UFT-TO) Sejam f e g fungdes reais de uma variavel
real definidas por:
fR=Ix-1leg@=5
A érea da regido limitada pelos graficos dessas
funcgdes é:
a) 10 unidades de area.
b) 30 unidades de area.
c) 50 unidades de 4area.
d) 25 unidades de area.

(UFC-CE) Dadas as fungdes f:R — R e g: R — R de-
finidas por: f(x) = |1 — ¥’| e g(x) = |x|, o numero de
pontos na interseccdo do grafico de f com o grafico
de g éigual a:

a) 5 b) 4 c) 3 d) 2 e 1

Secéao 6.4 - Inequactes modulares

»
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BB (UFG-GO) Sendo a funcio f(x) = 3 + Vx* — 2x + 1:
a) esboce o seu gréfico;
b) determine o seu conjunto imagem.

Il (UFMG) Considere a funcdo f(x) = x|1 — x|.
Assinale a alternativa em que o grafico dessa fungéo
esté correto.

a)

y
0
1 X
b) y
0
1 X
) v
0 1
X
d) y
0 1 X

“ (Faap-SP) Construa o grafico da funcgao:

fog =

X

m Construa o grafico e indique o dominio e o conjunto
imagem das fungoes:

a) fx) =I1x-9+x+1

b) f(x) = [3x + 8] + x* + 3x

o fX)=I¥—-5x+1] +x*+2x— 3
d) h(x) = |¥* + 3x| + |¥* — 2|

e) f(x) = x* + [x| + [x¥* — 1] + [x — 1

X

»

Resolva, em R, as equagoes:

a) [5x—7|=1 dn-2-|n-8=0
b) |x¥* —5x| =6 e) K —|5k| +4=0
o IX¥+x[=2x—14

(Fuvest-SP) Determine as raizes das seguintes equa-
coes:
a) [2x-3| =5 b) [2¥* - 1] +x=0

Resolva em R as equacgoes:

a) [3x+ 6]+ [2x + 6] =x

b) [3x — 4] + |6 — x| =x+ 10
Q ¥ —x|—]2x - 4] =x

d) [x* —2x| + [x+ 3] =%

(Fuvest-SP) Seja f(x) = |x| — 1, Vx € R, e considere

também a func¢do composta g(x) = f(f(x)), Vx € R.

a) Esboce o grafico da fungao f,indicando seus pon-
tos de intersec¢ao com os eixos coordenados.

b) Esboce o gréfico da funcgéo g, indicando seus pon-
tos de intersec¢ao com os eixos coordenados.

c) Determine os valores de x para os quais g(x) = 5

(UFSCar-SP) Sejam f e g fungdes modulares reais

definidas por f(x) = |x + 2| e g(x) = 2|x — 2|.

a) Resolva a equacgao f(x) = g(x).

b) Construa o gréfico da funcgéo real h, definida por
h(x) = |x+ 2| - 2|x — 2].

=x-1

(Acafe-SC) A equagdo modular ‘u

admite, como solugdo, somente:

a) uma raiz positiva e uma negativa.
b) duas raizes negativas.

c) duas raizes positivas.

d) uma raiz positiva.

e) uma raiz negativa.

Determine as coordenadas dos pontos comuns
aos graficos das fungdes f(x) = |2x — 6] + 2 e
g(x) = x* + 5.

(Mackenzie-SP) Relativamente a fungao f: [0,2] — [0, 1]
tal que f(x) = 1 — |x — 1/, considere as afirmagdes:
I. A area limitada pelo seu grafico e o eixo das
abscissas é 1.
II. Trata-se de uma fungao sobrejetora.
III. A soma das raizes da equacgdo f(x) = 0,5 é 2.
Entao:
a) Somente I e Il sdo verdadeiras.
b) Somente II e III séo verdadeiras.
c) Somente I e Il sdo verdadeiras.
d) Todas sao verdadeiras.
e) Somente III é verdadeira.

(UFSC) Sejam as fungdes f(x) = [x — 1| e

g(x) =x* + 4x — 4.

a) Determine as raizes da equacao f(g(x)) = 0.

b) Esboce o grafico da fungdo y = f(g(x)), indicando
as coordenadas dos pontos em que o grafico
intercepta os eixos cartesianos.

(ITA-SP) Sobre a equagdo na variavel real x,
[llx — 1] — 3] — 2| = 0, é correto afirmar que:
a) ela nao admite solugdo real;

b) a soma de todas as suas solugoes é 6;

c) ela admite apenas solugdes positivas;

d) a soma de todas as solugdes é 4;

e) ela admite apenas duas solugdes reais.

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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m O ponto A(1, 4) é comum aos graficos das funcoes

fX) =1x*+kl +xegx) =x*—-—k—1,emqueké
uma constante real. Determine as coordenadas dos
outros pontos comuns aos graficos de fe g.

(FEI-SP) Se |2x — 1| = 3, entédo:
a) x<-loux=2 d -1sx=s2
b) x=3 e) 2sxs1

c)xsl
2

(Mackenzie-SP) O conjunto solugdode 1 < |x — 3| <4
é o conjunto dos nimeros x tais que:
a)4<x<7ou-1<x<2

b) -1<x<7o0u-3<x<-1

) —1<x<7ou2<x<4

d 0o<x<4

e) ~1<x<4ou2<x<7

(Ufac) Qualquer solugdo da inequacéo |x + 1] < 3
estd associada a um ponto do eixo real cuja distan-
cia ao ponto:

a) A, de abscissa 1, é maior que 3.

b) B, de abscissa —1, é maior que 3.

c) B, de abscissa —1, é menor que 3.

d) A, de abscissa 1, é menor que 3.

e) C, de abscissa 3, é menor que 1.

(Unitau-SP) Se x é uma solugéo de |2x — 1| <5 — x,
entao:

a) 5<x<7
b) 2<x<7
c) -5<x<7

d -4<x<7
e) 4<x<2

Se x € (]3,6] U5, 9[), pode-se afirmar que:

a) [x—-2[<4 d) |x—6|<3
b) x| <2 e) x| >3
o |x—6]<2

Resolva em R as inequacgoes:
a) [x— 1] + |6x + 3| >x
b) 8x — 16| + |5x + 15| < 10

(UEB-BA) O conjunto solugdo da inequacgéo
6 —3x] <3-|x—1|é:

3
Q) |2, 4o
) 3]
d) 10, +[

a) J
b) ]—eo, 1]

e) R

Dadas as fungdes f(x) = [2x — 3| + 2 e g(x) = x + 3:

a) construa os graficos de fe g no mesmo plano car-
tesiano e determine as coordenadas dos pontos
comuns a eles;

b) pelo gréfico do item a, obtenha os valores de x
para os quais f(x) > g(x).

(Fuvest-SP)
a) Represente no plano cartesiano os graficos das

funcoes f(x) = |4 — x| e g(x) = % er .

X+ 7

b) Resolva a inequacéo |4 — ¥°| < 5

E Os graficos abaixo representam as funcoes f e g,

sendo f(x) = [2x — 4| + x.
a) Determine as coordenadas dos pontos comuns
aos dois graficos.

b) Calcule os valores de x para os quais g(x) < f(x).

(Fuvest-SP)

a) Esboce, para x real, o grafico da funcao:
fR)=Ilx-2|+[2x+1 -x-6

b) Para que valores reais de x tem-se f(x) > 2x + 2?

Determine x sabendo que, para qualquer valor real
positivo assumido pela varigvel k, temos |x — 3| <k.

Sejam a e b numeros reais, com a < b.

Se [x — % ‘< b%a, pode-se concluir que:
a) x€la+1,b d) x€]a,b+2[
b) xEla,b + 1] €) x € ]a, b

c) xE]a+ 20D

N Exercicios contextualizados

Em um pleito para a elei¢do da diretoria de um clu-

be, os componentes da chapa Renovacdo estimam

que terdo x votos. A margem de erro dessa estima-

3x — 6.000
1.000

mais ou para menos, com 1.000 < x < 5.000.

a) Esboce o gréfico da funcéo

3x — 6.000

&) =" 500

b) Admitindo que a estimativa esteja correta, qual
o numero maximo de votos que pode receber a
chapa Renovacao, para 1.000 < x < 5.000?

c) Admitindo que a estimativa esteja correta, qual o
numero minimo de votos que a chapa Renovagao
pode receber, para 1.000 < x < 5.000?

tiva, em numero de votos, é + 200, para

+ 200 para 1.000 < x =< 5.000.

Dois objetos, A e B, foram abandonados ao mesmo
tempo em queda livre, aproximadamente em uma
mesma vertical, a partir de dois pontos, O e O’, res-
pectivamente, de alturas diferentes em relacdo ao
solo. A partir do inicio da queda, as disténcias dos ob-
jetos A e B ao solo, em metro, diminuiram em fungao
do tempo t, em segundo, de acordo com as fungoes

f(t) =80 — 5t e g(t) = 60 — 6t% respectivamente.

a) Quanto tempo depois de iniciada a queda a dis-
tancia entre os objetos era de 24 m?

b) Quanto tempo depois de iniciada a queda a dis-
tancia entre os objetos era igual a distancia do
objeto A ao solo?

(Nota: Para calcular a distancia entre os objetos,
considere-os em uma mesma vertical.)

»
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m O lago artificial de um parque florestal tem a forma

de um circulo com 120 m de raio. Um paraquedista

aterrissou em um ponto P cuja distdncia, em metro,

ao centro do lago é |150 — x|.

a) Determine os possiveis valores de x para que P
seja um ponto da margem do lago.

b) Determine os possiveis valores de x para que P
nao esteja nem dentro do lago nem na margem.

Para medir os possiveis desvios causados pelo vento

em um corpo em queda livre, em determinado local,

uma esfera de raio 5 cm foi abandonada em queda

livre a 30 cm de distancia de uma reta vertical r. A

experiéncia mostrou que a esfera pode atingir o solo

a qualquer distancia x da reta r, em centimetro, tal

que |x — 30| < 12.

a) Qual é a maxima distancia que se pode esperar
entre a reta r e a esfera no momento em que
atinge o solo? E a minima?

b) Qual é o méaximo desvio sofrido pela esfera? E o
minimo?

Uma pesquisa realizada nos supermercados de uma
cidade revelou que a variacao de preco da caixa de
canetas hidrograficas da marca A é de até 3 reais de
um estabelecimento para outro. Supondo que essa
conclusao seja verdadeira, se em um supermercado
o preco dessa caixa de canetas é x reais e em outro
é y reais, pode-se afirmar que:

a)x—-y=3

b)osx-y=<3

o Ix—yl=3

d) Ix-yl<3

e) |x—yl=<3

y

m (Faap-SP) A producao didria x estimada por uma

refinaria é dada por |x — 200.000| < 125.000, em
que x é medida em barris de petrdleo. Os niveis de
producao x sdo tais que:

a) 175.000 = x < 225.000

b) 75.000 < x < 125.000

€) 75.000 < x < 325.000

d) 125.000 < x < 200.000

e) x < 125.000 ou x = 200.000

Em um trecho reto de uma estrada, dois automo-
veis, A e B, partiram ao mesmo tempo de um ponto
O, movimentando-se em um mesmo sentido. As
distancias, em metro, dos automoéveis A e B ao ponto
O variaram em func¢do do tempo t, em minuto, de
acordo com as fungdes f(t) = 4t° + te g(t) = t* + 9t,
respectivamente. Em que intervalo de tempo a dis-
tancia entre A e B foi menor do que a disténcia de B
ao ponto O, considerando que a distancia AB chegou
a ser maior que a distancia OB?

(UFV-MG) Durante um tratamento médico verificou-
-se que a concentragao C, em miligrama por litro,
de um certo medicamento na corrente sanguinea
satisfaz a desigualdade
3-0-lcl-2|lc-3]=0
a) Verifique se a concentragdo do medicamento
na corrente sanguinea pode ser igual a 0,5 mi-
ligramas por litro. Justifique, mostrando seus
calculos.
b) Determine o menor valor da concentracdo deste
medicamento na corrente sanguinea. Justifique,
mostrando seus calculos.

))) EXERCICIOS DE REVISAO CUMULATIVA

“ O gréfico abaixo representa a fungéo f(x) = x>. Sendo P um ponto de abscissa 3 desse gréfico, calcule
a distancia entre P e a origem O do sistema de coordenadas.

X — 4

=

=0

n Resolva em R a inequagao —]

n Adotando como unidade o segmento u, abaixo, construa com régua e compasso um segmento de

medida % na unidade u.

N
[
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ANALISE DA RESOLUCAOD

) Um aluno resolveu o exercicio abaixo, conforme reproduzido a seguir. Observe a
resolucao e reflita sobre o comentario.

Exercicio
Obtenha a lei da funcdo cujo grafico é a reta que passa pelo ponto (0, 5) e determina, com

os eixos coordenados, um tridngulo com 10 unidades de area.

Resolugao

%&ﬂﬁmﬁwxiO: Y4

ok=4

WBW&BJMMH}, .&W o 10
LA@ Lg JO»X-\'b

« Pora, x=10 s ug=5’

S=a -0+b = 5=0+b

o —
o b=5 (1) K\y ’
*Poro x=4 o ka-=0:
Oz -4+b = 4a+b=0 (I1)

Iudsfitiimole (1) am (TT):

4o.+5=0 = Yo =-5

. . O=—— INCOM?\"TO

Lo, 2 i dodr e ge-Srs )

Comentario

O aluno cometeu um erro ao admitir apenas o caso em que o grafico intercepta o eixo
Ox a direita da origem, pois o grafico também poderia interceptar o eixo Ox a esquerda da
origem, passando pelo ponto (0, 5) e formando um tridngulo de area 10 unidades, limitado
pelos eixos coordenados e pelo grafico. Para evitar esse erro, a resolugdo pode ser iniciada
admitindo-se que k é a abscissa do ponto comum ao eixo das abscissas e ao grafico da
funcdo, com o que se obtém:

k| -5

g W

) Agora, refaca a resolucéo, corrigindo-a.

»



Capitulo

Compreender os termos

usados no mercado financeiro

e as noticias sobre economia

é fundamental para tomar
decistes em situacgoes do
cotidiano, especialmente as que
envolvem transacdes comerciais
e aplicagdes financeiras. Neste
capitulo, estudaremos os
significados desses termos.

» 7.1 Porcentagem e
aplicacdes
Podemos comparar dois niimeros
por meio da razdo entre eles. E
usual expressar essa razdo em
termos percentuais.

) 7.2 Juro simples

No regime de juro simples, a taxa de
juro incide apenas sobre a quantia
inicial.

) 7.3 Juro composto

No regime de juro composto, o
montante acumulado em cada
unidade de tempo é o capital sobre
o0 qual incidird a taxa de juro na
préxima unidade de tempo.

Matematica financeira

Comprar ou economizar?

Vocé ja pensou sobre o que é mais vantajoso quando quer comprar

um produto, mas so tem parte do dinheiro? Parcelar a divida

e arcar com o juro mensal ou investir o que tem e esperar render
o suficiente para adquirir a vista o produto desejado?

Duas opg¢oes

Bruna tem RS 1.000,00 e quer comprar um
computador que custa R$ 3.200,00 a vista.
Ela estd em duvida entre duas opgdes.

E PARCELAR & 0 CoM JUROS
QBRE R DIVIDA

R5227v66
3o

JURDS
. AMORTIZAGAO

' ENTRADA

............. :
kkkxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

XXRKXKKARL

OPGAD 2
POUPANCA

INVESTIR O QUE TEM NA
CADERNETA DE POUPANCA E
DEPOSITAR TODO MES 0 VALOR
DA PARCELA ATE CONSEGUIR A
QUANTIA NECESSARIA.

RENTABILIDADE
MENSHL.. S @.57%
@ ceomenre

@ 1VUESTIMENTO MENSAL
& vuEsTINENTO INreTaL

............
.............

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX§§

XXXXXXXXXXXXXXX

Em 10 meses, ja foi pago
um valor maior que o

Total a prazo

preco a vista, mas os juros RS 3.731,98
nao foram quitados. ® 770
s Para pensar \ e L
212,53
1. Se Bruna escolher a primeira : Zéggi
opcao, quanto pagara de juro ® 97
no total? ® 19340
2. Na segunda opgédo, quanto :1;?23
renderd a poupanca em 10 ® 046
meses? 185,21
- 48,72 \
178,94
® 5477 \
172,89
= 60,62 \
167,04
- 066,27 >
161,40
® 71,73 \
155,94
= 77,00 \
150,66
—
Més 0 1 /3 B 4 5 6 4 8 9 10 11 12 Total
<32%  R$3.200,00
Uma escolha ® 165 & 0,0
. . . . . . ®22766 T
Apesar de ser mais vantajoso investir o dinheiro ® 517 Recebendo o juro
e, posteriormente, pagar a vista, muitas vezes [ 227:66 do décimo més e
isso ndo é possivel, pois o consumidor = 1380 . acrescentando mais

precisa do produto imediatamente.
Assim, a forma parcelada passa a
ser a mais conveniente.

227,66

® 971 .

& 27,66

= 3§37 \

= 227,66

= 703 .

= 227,66

® 570 L
227,66

Més 0 1 /3 B 4 5

= 1243 .
= 727,66
- 11,07 .

= 227,66

R$ 33,28, tem-se
o valor a vista do
computador.

Total

Juro total

Amortizacao

Rendimento

Investimentos

mensais

Investimento

inicial
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» Objetivos
» Calcular porcentagens.

» Determinar o lucro
ou o prejuizo de uma
operacao comercial.

» Calcular descontos.

» Compreender o que é
receita.

» Converter moedas de
acordo com a taxa de
cambio.

» Termos e conceitos

* taxa percentual

* lucro

* prejuizo

» desconto

* receita

* cambio
TG 1000 Rt
m——
e SEQ 68
—-ME——S‘:TDO;L 15707 SEXTA -

WVALOR TOTAL
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9,00
BIFE A MILANESA '1 9,00

CALAB 400
REFRIGERANTES 2
QTD.DEITENS 4
TOTAL gz
M
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SERVIGO  10%
TOTAL 2420
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Porcentagem e aplicacoes

Muitas vezes, para compreender as noticias veiculadas em jornais,
revistas, telejornais ou em sites especializados, precisamos de um conhe-
cimento especifico do assunto tratado. Um exemplo disso sdo as naoticias
relacionadas ao mercado financeiro.

——

_.. Jornal Econpmico

Banco Central reduz a
taxa basica
de juro em 0,25 Ponto percentual, }

‘Shicula o IOF (e de  Para o bores s Jormal Eon
ey Fuirster. & neticia o erd sosidade. S
Tessil 4 cstrom 1 et grgs e
ey com “ali iy
e 8 2001, ey i

alinies do Panorams v ecumasia | 1% mor - Terrs .
Wagnes Willian,

“Varmos revivas notses

“Eles
o
Javipemn W T on, 2
st Parm

ditae o cvrmomints by e e
e s ® Lo % e
Marcis Lingus b, e b VS
-l TRABALHO Programa visa qualificar profissionalmente jovens pobres

O reajuste nos pregos dos
produtos alimenticios superou
a inflagdo no periodo.

A prmemcher i ehgus & padh
s ot sl e

s mabemacancent um
d:l-:md'ls::uu--

Entender como funciona o mercado financeiro e as noticias sobre esse
setor depende de alguns conceitos relativos a Matematica Financeira,
como: porcentagem, capital inicial, juro, taxa de juro e montante, que seréo
estudados neste capitulo.

2 Porcentagem

Nos restaurantes brasileiros € comum a cobranca de uma tarifa refe-
rente ao servigo, ou seja, ao trabalho do gargom. Essa tarifa, chamada taxa
de servigo, equivale a 10% (dez por cento) do valor do que & consumido
pelo cliente. Isto &, a cada RS 100,00 de consumo, o cliente paga mais
RS 10,00 de taxa de servico. Assim, se o consumo for RS 50,00, a taxa
de servico serad RS 5,00; se o consumo for RS 60,00, a taxa de servico
sera RS 6,00 etc., ou seja, o valor pago pelo cliente é o produto do valor
consumido por 1,1.

A expressao x%, que lemas “x por cento”, € chamada de taxa percentual

e representa a fragao X isto &, x% = X em x &€ um numero
100° ’ 100°

real gualquer.

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

“ Representar, na forma de fragdo irredutivel, cada

taxa percentual:

a) 30% b) 140% c) 0,8%
Resolucao
30 3
30% = = = =
3) 30% 100 10
140 _ 7
b 140% = — = =
) & 100 5
Q) 08%=—o=_8 _ 1

100  1.000 125

Representar, na forma de numero decimal, cada
uma das taxas percentuais:

a) 42% b) 5% ) 250%  d) 0,4%
Resolucgao

42
a) 42% = — = 0,42
) 100

b) 5% = -2 = 0,05

100
250
Q) 250% =22~ 25
) 250% =100
4
d) 0,4% = 04 _ 6,004
100

Representar, na forma de taxa percentual, cada um
dos numeros decimais:

a) 0,75 b) 0,5 ¢ 1,24  d) 0,058
Resolucdo
75
0,75 = 22 = 75%
3) 100 "
5 _ 50
b) 0,5 == =29 —50%
) 100 ~ %
) 1,24 = 1224 _ 1049,
100
5,8
d) 0,058 = 28 - >° _5g9
1.000 ~ 100

Veja outra maneira de transformar um numero
decimal em taxa percentual:
100 _(0,058-100) 5,8

0,058 =0,058+ —=-—"——"-=—"—=58%
100 100 100

Representar, na forma de taxa percentual, cada uma
das fracoes:

5 3 14
a) 1 b) s <) %

Resolucdo

Uma maneira de transformar uma fracdo em taxa
percentual é dividir o numerador pelo denominador,
obtendo, assim, o numero decimal que representa
a fracdo, e, a seguir, aplicar a técnica do exercicio
anterior, transformando o nimero decimal em taxa

percentual.
1,25 - 100
a) 2 _q95- 222 0125 _ 495y
4 100 100

(Nota: Poderiamos, também, multiplicar por 25 o

. 5 .
numerador e o denominador de 7 obtendo, assim:

15 _ 1,25.)
100

751 7
p) 3o 0375 = 0375100 375 _ 4 5o
100 100
0875-100 875
0 14 _ggy5 = 22 0 _ S0 5759,
16 100 100

A secao de controle de qua-
lidade de uma industria
reprovou 4% dos 800 ferros
elétricos fabricados em um
determinado dia. Quantos
ferros elétricos foram re-
provados nesse dia?

Resolucao

Devemos calcular 4% de 800. Como nesse contexto
a preposicao de indica multiplicagdo, temos:

4% - 800 = 0,04 - 800 = 32

Logo, foram reprovados 32 ferros elétricos nesse dia.

Dentre os 240.000 eleitores que votaram em uma
candidata, 64% sdao mulheres. Dentre essas mulhe-
res, 42% sao casadas. Quantas mulheres casadas
votaram nessa candidata?

Resolugao

Devemos calcular 42% de 64% de 240.000, ou seja,
42% - 64% - 240.000 = 0,42 - 0,64 - 240.000 = 64.512
Assim, 64.512 mulheres casadas votaram na candi-
data.

De acordo com a especificacdo da Agéncia Nacional
de Petrdleo (ANP), a mistura de gasolina e dlcool,
vendida em postos de combustiveis, pode ter, no
maximo, 25% de alcool. Em uma visita a um posto,
um fiscal retirou uma amostra de 625 mL dessa
mistura, constatando que havia nela 150 mL de
alcool. Essa mistura estad de acordo com a especi-
ficacao da ANP?

Resolucao

Na amostra hd 150 mL de alcool em um total de
625 mL da mistura, isto é: 150

625
Transformando essa fragcdo em taxa percentual,
temos: 150 _ 0,24 = M -2 _ 24%

625 100 100

Logo, a mistura esta de acordo com a especificagdo
da ANP.

Secéao 7.1 - Porcentagem e aplicagdes



No vestibular de medicina do ano passado de uma
universidade publica, foram aprovados 270 candi-
datos. Calcular o nimero total de candidatos que
prestaram esse exame sabendo que o nimero de
aprovados corresponde a 6% desse total.

Resolucao

Sendo n o namero total de candidatos que partici-
param desse vestibular, temos:

270

0,06

Portanto, 4.500 candidatos prestaram esse vestibular.

0,06-n=270 = n= = 4.500

Capitulo 7 - Matematica financeira
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Represente, na forma de fragdo irredutivel, cada
taxa percentual a seguir:

a) 45%

b) 240%

c) 0,5%

Represente, na forma de niimero decimal, cada uma
das taxas percentuais:

a) 24%

b) 12%

) 124%

d) 0,8%

Represente, na forma de taxa percentual, cada um
dos numeros decimais:

a) 0,25

b) 0,4

c) 2,5

d) 0,004

Represente, na forma de taxa percentual, cada uma
das fracoes:

a) %

b) o

<) %

Calcule 32% de 40%.

Uma pesquisa realizada as vésperas de uma eleicio
revelou que 28% dos 1.200 entrevistados votariam
em um candidato A. Quantos dos entrevistados
votariam no candidato A?

(Covest-PE) Uma proposta para ajudar a combater a
fome no mundo é taxar as transacgoes financeiras in-
ternacionais em 0,01%. Estas transa¢oes movimen-
tam 1,2 trilhdo de ddlares ao dia util. Qual seria o total
arrecadado em um ano? (Considere que o ano consis-
te de 52 semanas e cada semana contém 5 dias Uteis).
a) 3,12 milhdes de ddlares

b) 31,2 milhdes de ddlares

c) 3,12 bilhdes de délares

d) 31,2 bilhdes de ddlares

e) 3,12 trilhoes de délares

n Ap6s um reajuste de 8%, um livro passou a custar

R$ 48,60. Qual era o preco desse livro antes do
reajuste?

Resolugao
Sendo p o preco antes do reajuste, temos:
p + 0,08p = 48,60 = 1,08p = 48,60
48,60
1,08

Assim, o livro custava R$ 45,00 antes do reajuste.

=45

n (Ufac) Um consumidor faz uma pesquisa no merca-

do e constata que o pre¢o do carro da marca A, quan-

do acrescido de 25% do seu valor, é precisamente o

preco do carro da marca B. Com relagdo aos precos

dos carros das marcas A e B, pode-se afirmar que:

a) o preco do carro da marca B é 75% do preco do
carro da marca A.

b) o preco do carro da marca A é 80% do prego do
carro da marca B.

c) o preco do carro da marca B é 25% do preco do
carro da marca A.

d) se o prego do carro da marca A é R$ 15.000,00, en-
tdo o preco do carro da marca B é R$ 20.000,00.

e) seoprego do carro da marca B é R$ 25.000,00, en-
tdo o preco do carro da marca A é R$ 16.000,00.

n Em uma assembleia com 315 participantes, 25% do

namero de mulheres é igual a 20% do numero de
homens. O nimero de mulheres que participam
dessa assembleia é:
a) 140 b) 120 c¢) 180

d) 175 ) 190

BTl (Enem) Nas dltimas eleigdes presidenciais de um

determinado pais, onde 9% dos eleitores votaram em
branco e 11% anularam o voto, o vencedor obteve 51%
dos votos validos. Nao sdo considerados validos os
votos em branco e nulos. Pode-se afirmar que o vence-
dor, de fato, obteve de todos os eleitores participantes
dessa eleicao um percentual de votos da ordem de:

a) 38% b) 41% c) 44% d) 47% e) 50%

n A balanga comercial de um pais, em um determi-

nado periodo, é a diferenca entre o valor total das

exportacgoes e o das importagoes, nessa ordem.

a) Na tabela abaixo, determine os valores x e y da
balanca comercial de certo pais, em 2009 e 2010,
respectivamente.

Exportacoes Importacoes Balangg
o o comercial
(em bilhdes (em bilhtes o

, . (em bilhtes
de dolares) de délares) i

de délares)
2009 1354 ¥ X
2010 152,28 9u,82 y

b) Qual foi taxa percentual de crescimento da ba-
lanca comercial desse pais de 2009 para 2010?

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



E (UFMT) Num exame vestibular, 30% dos candidatos

inscritos eram da area de Ciéncias Sociais. Destes,
30% optaram pelo curso de Administracao. O per-
centual dos que optaram por Administracao em
relacdo ao total de inscritos é:

a) 9% b) 10% ¢ 8% d) 30% e) 60%

(UFC-CE) Numa sala ha 100 pessoas, das quais 97 sdo
homens. Para que os homens representem 96% das
pessoas contidas na sala, devera sair que nimero
de homens?

m Uma escultura foi moldada com a fusao de cobre,

zinco e estanho. Calcule a massa total da escultura,
em kg, sabendo que a massa de cobre que a compoe
é de 37,7 kg e equivale a 58% da massa total.

(UFC-CE) Um operario gastava mensalmente 10% do
seu salario com transporte. Depois de um aumento
no preco das passagens, ele passou a gastar R$ 5,00
a mais, por més, comprometendo a partir dai 12,5%
do seu saldrio com transporte. Calcule o valor do

Reprodugao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

a) 2 b) 5 c) 10 d) 15 e) 25 salario desse operario.

Resolva os exercicios complementares 1 a 33.

1D Aplicacdes do conceito de porcentagem no comércio

A porcentagem é uma ferramenta essencial nas transaces comerciais. A seguir, apresenta-
mos conceitos relacionados a porcentagem e algumas aplicagées.

Lucro e prejuizo

Em uma operagdo comercial de compra e venda, o preco de custo C (ou preco de compra)
do objeto comercializado é o valor monetario pago pelo comerciante ao fornecedor, e o preco
de venda V & aquele pelo qual o objeto é vendido. Essa transacéo pode gerar ganho ou perda
financeira ao comerciante e é calculada da seguinte maneira:

V—-=C

+ se V> C, entdo a diferenga V — C é positiva e é chamada de lucro, porgue a transagéo gerou
ganho;

- se V/ < C, entdo a diferenca VV — C é negativa e |V — C| & chamado de prejuizo, porque a tran-
sagao gerou perda.

Nota:

O lucro assim definido é o lucro bruto, pois para calcular o lucro liquido devem ser descontados
alguns encargos como impostos, aluguéis, transporte, salarios de funcionarios etc.

Calculo do percentual de lucro ou prejuizo

0 percentual de lucro ou prejuizo pode ser calculado em relagéo ao preco de venda V ou ao
preco de compra C.

Se V> C, temos:
V—-C
C
V—-C
v

(percentual de lucro sobre o preco de compra)

(percentual de lucro sobre o preco de venda)

Se V< C, temos:

Secéao 7.1 - Porcentagem e aplicagdes

V—-C .
’T (percentual de prejuizo sobre o preco de compra)

V—-C
—_— tual d jui b d d
‘ v (percentual de prejuizo sobre o prego de venda) ’
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

m Um comerciante comprou um produto por R$ 84,00 e o vendeu por R$ 105,00.
a) Calcular o percentual de lucro sobre o preco de custo.

b) Calcular o percentual de lucro sobre o preco de venda.

Resolucgao
a) O percentual de lucro sobre o preco de custo é dado por:

V-C_105-84_21_ 55 _ 5o
C 84 84

Logo, o comerciante teve um lucro de 25% sobre o preco de custo.

b) O percentual de lucro sobre o preco de venda é dado por:

V-C_105-84_ 21 _ () _ 0
v 105 105

Logo, o comerciante teve um lucro de 20% sobre o preco de venda.

n Quando restava no estoque apenas uma camisa de certo modelo, o ge-
rente de uma loja resolveu vendé-la abaixo do preco de custo, que era
de R$ 64,00.
Sabendo que a camisa foi vendida por R$ 40,00, calcular:
a) o percentual de prejuizo sobre o preco de custo;

b) o percentual de prejuizo sobre o preco de venda.
Resolucao
a) O percentual de prejuizo sobre o preco de custo é dado por:
ot e - T
C 64 64
Logo, o comerciante teve um prejuizo de 37,5% sobre o preco de custo.

=0,375=37,5%

b) O percentual de prejuizo sobre o preco de venda é dado por:
‘V—C _ |40—64‘ _|-24

v 40 40
Logo, o comerciante teve um prejuizo de 60% sobre o preco de venda.

= 0,6 = 60%

m Uma pequena fabrica de cintos tem um custo fixo Cada cinto é vendido por R$ 3,50 e toda a produgéo
mensal de R$ 6.000,00 e um custo de R$ 2,00 por é vendida. Mantendo o custo fixo, a empresa tem
cinto fabricado. Portanto, o custo mensal C, em real, condicoes de dobrar o lucro mensal, que atualmente
é dado por C = 6.000 + 2x, em que x é o numero de é de R$ 9.000,00, sem aumentar o preco unitario
cintos produzidos por més. de venda. Para isso, deve vender toda a producéo,

precisando aumenta-la em:
a) 80% c) 95% e) 100%
b) 40% d) 60%

Um comerciante compra uma calculadora eletr6-
nica por R$ 75,00 e a revende por R$ 120,00. Nessa
transacao:

a) qual o percentual de lucro sobre o preco de custo?
b) qual o percentual de lucro sobre o prego de venda?

m Um lojista vendeu uma toalha de mesa por R$ 89,60
com um lucro de 40% sobre o preco de custo. Qual
foi o preco de custo dessa toalha?

Capitulo 7 - Matematica financeira

’ Resolva os exercicios complementares 34 a 39.
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Desconto

A cada fim de estacéo, as lojas de roupas promovem grandes liquidag@es. Os precos séo
reduzidos visando a répida venda das pecas restantes. Essa redugdo dos pregos é chamada

de desconto.

Desconto & uma reducéo em determinada quantia e taxa de desconto é a razdo entre o

desconto e a guantia sobre a qual foi concedido o desconto.

Exemplo

Em 2010, o proprietario de um automaovel recebeu a seguinte guia do IPVA (Imposto sobre a

Propriedade de Veiculos Automotores]):

Reprodugao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

E VENCIMENTO

RENAVAM: S JGAS COSTA MADUAR
000000000 Respon I CAS COSTA MADUAR

Municipio

1004-SAO PAULO

Espécie | Tipo

PASSAGEIROIAUTOMOVEL

Placa Atual

DZF0000

Combustivel

ALCOIGASOL

IPVA 2010

Marca /| Moedelo

FIAT/IDEA ELX FLEX

Anc te Fabricagao

2008

Valor (R$)

{1) IPVA apurado

(2) Cradito da Nota Fiscal Paulista

1.032,00
Valor do Imposto (RS)

(3) 1PVA devido (3) = (1) - (2)

to Parcelado Data de Vencimento

Data de Vencimento | Valor do Imp (RS)

Pagamento & Vista

1.001.04 1% Parcela 18/01/2010

1 032 00 FFarcela

3" Parcela

Com Desconto

18/01/2010

Sem Desconto

23/02/2010

18/03/2010

VAT 2010

Valor Total (R$)

Seguro Obrigatorio - DP
Data de to: serd a da 1* parcela ou do pagamento a vista do IPVA

Custo do Bilhete {R$) 10F (R$)
- 3,90 0,36

Prémio Tarifario (R$)

89,61

Com base nos valores apresentados nesse documento, & possivel calcular a taxa i de

desconto:

1.032,00 - 1.001,04 30,96
= 1.032,00 ~1.032,00

= 0,03 = 3%

Receita

de

Na linguagem comercial, em vez de dizer que um fabricante recebeu RS 3.680,00 com a venda
certo produto, dizemos que a receita apurada com a venda do produto foi RS 3.680,00.

Exemplo

Em 2010, ano do centenario do Corinthians, o diretor de marketing do clube previu uma receita re-

corde no futebol brasileiro com o valor de 200 milhtes de reais entrando nos cofres corintianos.

Nota:

No Brasil, @ comum usar o termo “faturamento” com o mesmo significado de “receita”.

Secéao 7.1 - Porcentagem e aplicagdes
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

E Na compra de um par de sapatos

tive um desconto de 24% sobre o

preco registrado na etiqueta, que

era de R$ 85,00. Quanto paguei pelo

par de sapatos? \
Resolucgao

Sendo p o prego pago, temos: s
p=85-0,24-85 = p =646

Logo, o valor pago pelo par de sapatos foi R$ 64,60.

Pela manha, um atacadista vendia a caixa de toma-
tes por R$ 25,00. A tarde, oferecia a caixa de tomates
com um desconto de 10% sobre o preco anterior, e, a
noite, com 8% de desconto sobre o pre¢o praticado
a tarde.

a) Qual era o preco da caixa de tomates a noite?

b) Qual foi o percentual de desconto acumulado
a noite, em relacdo ao preco praticado de ma-
nha?

Resolucdo

a) O prego a tarde era 90% do prego praticado de
manh3, e o preco a noite era 92% do prego pra-
ticado a tarde. Assim, temos:

D . | Preco a tarde | Preco a noite
de manha {em RS) {em RS)
(em RS)
25 0,90 -25 0,92-0,80-25

Logo, o preco da caixa de tomates, praticado a
noite, era de R$ 20,70.

b) O percentual de desconto acumulado pode ser
calculado por:
25 —-20,70 4,30

25 25

Note que esse percentual pode ser calculado,
também, por:
1-0,92-0,90 = 0,172 = 17,2%

=0,172 = 17,2%

m O prego de uma passagem de 6nibus intermunici-

pal sofreu um aumento de 5%, passando a custar
R$ 29,40.

Qual era o preco dessa passagem antes do rea-
juste?

Resolucao

Sendo p o preco antes do reajuste, temos:

p +0,05-p=2940 = 1,05-p = 29,40
29,40
1,05

Logo, antes do aumento a passagem custava R$ 28,00.

=28

No inicio de janeiro, o preco ]

do litro de leite sofreu um i
aumento de 20%, e no inicio

de fevereiro o aumento foi de

10%.

Qual foi o percentual de | |
aumento acumulado nesses

dois meses?

N f

Resolucao

Sendo x o preco do litro de leite antes do primeiro
aumento, temos:

Preco antes Preco Preco
do primeiro praticado praticado
aumento em janeiro em fevereiro
(em R$) (em RS) (em RS)
X 1,2x 11-12-x

Assim, o preco em fevereiro era 1,32x reais; por-

tanto, a taxa percentual do reajuste é:

1,32x - x _ 0,32x
X X

Note que essa taxa pode ser calculada, também,

por:

1,1-1,2-1=0,32=32%

=0,32 =32%

A receita apurada com a venda de 108 rolamentos
iguais foi de R$ 4.600,80. A terca parte desses rola-
mentos foi vendida a preco de catdlogo, e o restante
foi vendido com 8% de desconto. Qual é o preco de
catalogo de cada rolamento?

Resolucdo

Sendo p o prego unitario de catdlogo, temos 36

rolamentos que foram vendidos ao preco p e 72, ao

preco 0,92 - p. Assim, concluimos:

36+p+72-0,92-p=4600,80 = 102,24 - p = 4.600,80
 4.600,80

102,24
Logo, o preco de catdlogo de cada rolamento é
R$ 45,00.
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EEH (PUC-R)) Um vendedor oferece sua mercadoria da

seguinte maneira: “Um custa R$ 200,00 e trés custam
R$ 450,00”. O fregués que levasse trés unidades da
mercadoria estaria recebendo um desconto de:

a) 50% d) 30%
b) 25% €) 40%
c) 10%

(PUC-RJ) O valor v a ser pago, ap6s um desconto de
4,5% sobre o valor x de uma mercadoria, é:

a) v=x-45 d) v =10x — 4,5
b) v = —4,5x e) v = 0,955x
c) v=1,45x

Um cliente teve um desconto
de 18% sobre o preco de eti-
queta de uma cadeira giratéria.
Sabendo que o preco pago pelo
cliente foi R$ 180,40, calcule o
preco de etiqueta da cadeira.

(UFPB) Uma determinada mercadoria, sofrendo
um aumento de 30%, passa a custar R$ 195,00. Um
ganancioso comerciante, achando que o seu lucro
seria muito pequeno, resolveu entdo que o aumento
deveria ser de 40%. Neste caso, o comerciante ven-
dera sua mercadoria por:

a) R$ 214,50 d) R$ 273,00
b) R$ 210,00 e) R$ 201,50
c) R$ 191,10

Em uma determinada semana, houve um aumento
de 5% no prego do litro da gasolina. Na semana
seguinte, houve um novo aumento de 2%. Qual o
percentual de aumento nessas duas semanas?

Resolva os exercicios complementares 40 a 51.

Cambio

Em viagens internacionais, em transacdes comerciais
gue envolvem importacéo ou exportagdo, em remessas
de dinheiro ao exterior e em outras situagées, é preciso
fazer atroca de moedas de um pais para outro. Para isso,
deve-se conhecer arelagdo entre os valores dessas moe-
das. A operacgéao financeira que envolve a troca da moeda

de um pais pela de outro é chamada de cambio.

A taxa de cambio ¢ a relagéo entre os valores de duas

moedas.

Exemplo

Ainflagdo é um desequilibrio na economia caracteri-
zado por uma alta geral de precos. Se em determinado
trimestre a inflagdo de um pais for 20% ao més, qual
serd o percentual de inflacdo no fim do trimestre?

Na primeira semana de uma liquida¢ao, um comer-
ciante concedeu um desconto de 20% sobre o preco
de qualquer mercadoria. Na semana seguinte, o co-
merciante concedeu 15% de desconto sobre os pregos
praticados na semana anterior. Qual foi o percentual
de desconto acumulado nessas duas semanas?

(UEL-PR) Em uma loja, o preco anunciado de um
artigo é de R$ 125,00. Sobre esse preco foram dados
dois descontos sucessivos: um de 16% e outro de p%.
Se o preco desse artigo reduziu-se a R$ 81,90, entdo
p éigual a:

a) 18 b) 20 c) 22 d) 24 e) 26

O sindicato das padarias divulgou que a quanti-
dade de pao, em kg, vendida na cidade A em 2010
foi 8% maior que a vendida em 2009, enquanto o
preco de venda do kg de pao em 2010 foi 3% maior
que o de 2009.

Conclui-se que a receita arrecadada com a venda
de pao na cidade A em 2010 foi:
a) 10,4% maior que a receita de 2009.

b) 11,24% maior que a receita de 2009.
c) 12% maior que a receita de 2009.

d) 13,8% maior que a receita de 20009.
e) 9,2% maior que a receita de 2009.

Segundo o Banco Central, em 8/3/2010, cada délar dos Estados Unidos valia 1,7826 reais.
Dizemos gue a taxa de cambio do daélar, em relagédo ao real, nessa data, era de 1 para 1,7826.
Podemos dizer, também, que a cotac&o do ddélar em real, nesse dia, era de RS 1,7826.

Secéao 7.1 - Porcentagem e aplicagdes
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

Uma pessoa, em viagem aos Estados Unidos, trocou

R$ 2.340,00 por délares americanos.
Quantos délares ela recebeu em troca, se a taxa de
cambio nesse dia era de 1 ddlar para 1,95 reais?

Resolucgao

Para calcular o valor recebido x, em délar, basta
resolver a proporcdo:

1 X x=2340_1 500

1,95 2.340 1,95
Logo, a pessoa recebeu 1.200 ddlares.

H4 algum tempo, troquei 2.000 pesos argentinos por
euros. No dia da troca, 1 peso argentino valia R$ 0,61
e 1 euro valia R$ 2,63.

Quantos euros recebi em troca?

Resolucdo
Inicialmente, determinamos o valor x, em reais,
equivalente a 2.000 pesos. A seguir, determinamos
o valor y, em euros, equivalente a x reais:

1 _ 2.000

- x=1.220
061 X

1 Y y_46388
2,63 1220

Logo, o valor recebido, em euros, foi 463,88, aproxi-
madamente.

Capitulo 7 - Matematica financeira

m Um empresario brasileiro importou uma méaquina

no valor de 32.000 euros. Quantos reais desembol-
sou esse empresario nessa transacio, se a taxa de
cambio no dia do pagamento era de 1 euro para
2,5 reais?

Em determinado dia, cada iene (moeda japonesa)
valia 0,0162 real, e cada ddélar americano valia
1,9116 real. Calcule a cotacdo do délar em iene,
nesse dia.

m Em um determinado dia, 1 délar americano valia

R$2,00.Um més depois, 1 délar americano valia R$ 1,95.

a) Qual o percentual de desvalorizacdo do délar, em
relacdo ao real, nesse més?

b) Qual o percentual de valorizagdo do real, em
relagdo ao délar, nesse més?

Resolucao

a) Dividindo o valor final do délar (em real) pelo
valor inicial, temos:

1,95

'T = 0,975 = 97,5%

Assim, na segunda cotacéo o ddlar valia 97,5% do
valor inicial; logo, sua desvalorizacdo foi de 2,5%.

Podemos resolver esse problema de outra ma-
neira:

O délar desvalorizou R$ 0,05 em R$ 2,00; logo, o
percentual de desvalorizacao foi:

005 _ 0,025 = 2,5%
2,00

b) Na primeira cotagdo considerada, 1 real valia
1
1,95
o valor final do real (em délar) pelo inicial, temos:

1

1,95

% délar e na segunda valia do délar. Dividindo

=2~ 1,0256 = 102,56%
1 195

2
Assim, na segunda cotagao, o real valia, aproxi-
madamente, 102,56% do valor inicial; logo, sua
valorizacao foi de 2,56%, aproximadamente.

m Em certa data, um rublo (moeda russa) valia 0,074 real

e uma rupia (moeda indiana) valia 0,047 real. Nessa
data, 2.400 rublos equivaliam a quantas rupias?

IEM Em 19/8/2006, cada real valia 1,4 peso argentino. Um

ano depois, em 19/8/2007, cada real valia 1,6 peso

argentino.

a) Qual foi o percentual de valorizagao do real, em
relagdo ao peso, nesse periodo?

b) Qual foi o percentual de desvalorizagédo do peso,
em relacdo ao real, nesse periodo?

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

»

Resolva os exercicios complementares 52 a 55.
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Reprodugao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

» Objetivos

» Compreender os
termos que compdem
uma transacao no
regime de juro simples.

» Efetuar operacoes
financeiras no regime
de juro simples.

» Termos e conceitos
« capital inicial

* montante

* taxa de juro

* juro simples

| W—

Juro simples

Ao tomar um empréstimo em
dinheiro ou comprar um bem finan-
ciado, pagamos uma quantia ao
credor, além do valor emprestado ou
financiado. Essa quantia é chamada
de juro.

Exemplo

Uma pessoa fez um empréstimo
de RS 1.800,00 que sera pago em
10 parcelas mensais, incluindo 5% de
juroaomeés sobre ototalemprestado.

0 pagamento pelo empréstimo
¢ chamado de juro (J); a quantia
emprestada & chamada de capital
inicial (C); a soma do capital inicial
com o juro é chamada de montante
(M); a raz&o entre o juro e o capital
inicial, nessa ordem, num determina-
do periodo, é chamada de taxa de
juro (i) nesse periodo.

Assim, nessa transacéo, temas:

C = R$1.800,00
J=10-(0,05-R$1.800,00) = R$ 800,00

M = R$ 1.800,00 + R$ 900,00 = R$ 2.700,00

.80 -
i= 1800 0,05 = 5% (taxa mensal)

0 juro calculado nessa situacado recebe o nome de juro simples,
porque a taxa de juro incide apenas sobre a quantia emprestada.

Generalizando:

Quando um capital C é aplicado durante t unidades de tempo, e a taxa
i de juro, por unidade de tempo, incide apenas sobre o capital inicial, o
juro J é chamado de juro simples. Esse juro, no final da aplicagéo, & cal-
culado paor:

0 montante M é calculado por:

M=C+J

Nota:

A menos que se adotem outros parametros, nos problemas sobre juro
serdo considerados o ano comercial, que tem 360 dias, e 0 més comercial,
gue tem 30 dias.

Secéo 7.2 - Juro simples
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Capitulo 7 - Matematica financeira

»
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

m Um capital de R$ 2.400,00 foi aplicado durante 5 meses

a taxa de juro simples de 2% ao més.
a) Qual foi o juro simples produzido nesse periodo?
b) Qual foi o montante acumulado nesse periodo?

Resolucdo
a) Pelo enunciado, temos:
C = R$ 2.400,00 t =5 (meses)
Jj=7? i=2% = 0,02 (taxa mensal)

A férmula] = C - i+t pode ser aplicada quando
a taxa i e o tempo t estiverem relacionados a
mesma unidade de tempo. Assim, temos:

J=C-i-t = ]=2400-0,02-5=240
Logo, o juro produzido no periodo foi de R$ 240,00.
b

-~

O montante M é a soma do capital inicial C com
o juro J produzido:

M=C+j = M=R$2400,00 + R$ 240,00 =
= R$ 2.640,00

Logo, o montante acumulado no periodo foi de
R$ 2.640,00.

Durante quanto tempo um capital de R$ 600,00
aplicado a taxa de 1,8% ao més produz juro simples
de R$ 54,00?

Resolucao

Esquematizando:

C = R$ 600,00 ] = R$ 54,00 t=2
i=1,8% = 0,018 (taxa mensal)

1 Taxas equivalentes

J=C-i-t = 54=600-0,018-t

- 54=10,8-t
t=2% _5
10,8

Como a férmula] = C - i - t relaciona o tempo e a
taxa na mesma unidade de tempo, concluimos que
t = 5 meses.

Calcular o montante acumulado por uma aplicagdo
de R$ 1.500,00, em regime de juro simples, a taxa
de 17% ao ano, durante 8 meses. (Considerar o ano
e 0 més comerciais.)

Resolucgao

Inicialmente, devemos calcular a taxa ao més ou o
tempo em ano.

Para calcular o tempo em ano, fazemos: % =0,75

Portanto, 9 meses equivalem a 0,75 ano.

Esquematizando:

C = R$ 1.500,00 t = 0,75 (ano)

J=7? i=17% = 0,17 (taxa anual)
M=2?

Assim, temos:
J=C-i-t = J=1500-0,17-0,75 = 191,25

Concluimos, entdo, que o juro foi de R$ 191,25; por-
tanto, o montante foi de:

M= C +] = R$ 1.691,25

Quando duas taxas percentuais i, e i, em unidades de tempo diferentes, séo aplicadas ao
mesmo capital inicial durante um mesmo periodo, e produzem juros iguais, dizemos que essas

taxas séo equivalentes.

Vejamos a relagéo entre i} e i, em regime de juro simples.

Sejam:

+ J, 0 juro simples produzido pela aplicagdo de um capital C durante t meses, a taxa mensal i;;
+ J, 0juro simples produzido pela aplicagdo de um capital C durante t meses, a taxa anual i,.
Lembrando que na farmulaJ = C - i - t, a taxa e o tempo devem estar relacionados a mesma

t

unidade de tempo, temos: J;,=C-i,-te),=C-i- 12

Para quej, seja igual a J,, devemos ter:
Cofjot=Cript = ip=18) 00 ==
1 2 12 2 1 1 12
Ou seja, em regime de juro simples:

+ uma taxa i ao més equivale a taxa 12i ao ano;

. . . i .
* uma taxaiaoano BCIUIV8|8 a taxa E ao mes.

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Raciocinando do mesmo modo, podemos concluir que, em regime de juro simples:

+ uma taxa i ao dia equivale a taxa 30i ao més;

. . . . i .
+ uma taxa i ao més equivale a taxa 30 2° dia.

Podemos generalizar afirmando que, no regime de juro simples, a proporcionalidade entre as
taxas equivalentes é valida para quaisquer unidades de tempo.

EXERCICIO RESOLVIDO
E Qual foi o juro simples produzido por um capital de Portanto, 18% ao ano equivale a 1,5% ao més.
R$ 1.000,00 aplicado durante 8 meses a taxa de 18% Esquematizando:
ao ano? C = R$ 1.000,00
~ Jj=7
Resolucgao t = 8 (meses)
Inicialmente, devemos calcular a taxa ao més ou o i =1,5% = 0,015 (taxa mensal)
tempo em ano. Assim, temos:
Para calcular a taxa ao més, efetuamos: 18% _ 1,5% J=c- v t=]J :~1'OOO ) 0,915 ) 8.: 120
12 Concluimos, entdo, que o juro foi de R$ 120,00.

E Um capital de R$ 1.800,00 foi aplicado em regime de juro simples a taxa de 1,6% ao més, durante

10 meses.
a) Qual foi o juro simples produzido nesse periodo?

b) Qual foi o montante acumulado nesse periodo?

Um capital de R$ 4.000,00 aplicado a taxa de 2,5% ao més produziu juro simples de R$ 1.500,00.
Durante quanto tempo esse capital ficou aplicado?

Ao lado, temos a repro- :REFE”URA 0O MUNICEPIO DE SKo PauLo
OCUMENTO DE ARRECADACAQ DO MUNICIPIO DE SAD PAULO - DAMSP

ducgao de um documento S
tos do municipio de Sdo §mm‘f?&"m 271 04402
Paulo, correspondente e
ao pagamento do més de ;“m?‘w > S e x ——o«g S _PREST 10
comoNEL sEnTo micuso . . i —

dezembro de 2010.
CJ RES MIRANTE CEP:

|

Se o contribuinte efe-
tuou o pagamento desse
imposto no dia 18 de
dezembro de 2010, qual =

foi o valor pago? e ]
=

Qual foi o juro simples produzido por um capital de R$ 2.500,00 aplicado durante um ano e meio a
taxa de 2% ao més?

02910-000
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Qual o tempo necessario para se dobrar um capital em uma aplicacdo a taxa de juro simples de
5% ao més?

(Uespi) Um investidor aplicou 30% do seu capital a juro simples de 1,5% ao més, durante um ano.
O restante foi aplicado a juro simples, durante um ano, a taxa de 2% ao més. Se o total de juros
recebidos foi de R$ 1.776,00, qual era o capital do investidor?

a) R$ 5.000,00 b) R$ 6.000,00 c) R$7.000,00 d) R$ 8.000,00 e) R$ 9.000,00

Resolva os exercicios complementares 56 a 62.

Secéo 7.2 - Juro simples
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» Objetivos

» Compreender
os termos que
compdem uma

transacao no regime
de juro composto.

» Efetuar operacoes
financeiras no regime
de juro composto.

» Termo e conceito

* juro composto

| S —

Juro composto

As aplicagdes financeiras como Caderneta de Poupanca, Fundos de
Renda Fixa, Certificados de Depasitos Bancarios (CDB), Fundo de Agtes
etc. remuneram diariamente o capital aplicado pelo sistema de “juros
sobre juros”, isto é:

+ no primeiro dia de aplicagéo, a taxa de juro incide sobre o capital inicial

aplicado;

+ no segundo dia de aplicagdo, a taxa de juro incide sobre o montante

acumulado (capital + juro) no dia anterior;

+ no terceiro dia de aplicacdo, a taxa de juro incide sobre o montante
acumulado no dia anterior e assim por diante.

Exemplo

Considerando o més como unidade de tempo, vamos imaginar que
as taxas mensais de juro de uma aplicagao financeira tenham sido 2%,
3% e 1,5% nos meses de janeiro, fevereiro e marcgo, respectivamente. No
primeiro dia de janeiro uma pessoa que quer comprar uma casa investiu
R$100.000,00 nessa aplicagéo, e nao fez retirada durante os trés meses.
A tabela a seguir mostra a evolugédo dos juros nesse periodo.

Meés Capital Taxa mensal Juro Montante
Janeiro R$100.000,00 2% R$ 2.000,00 R$102.000,00
Fevereiro R$102.000,00 3% RS$ 3.060,00 R$ 105.060,00
Margo RS 105.060,00 1,5% RS 1.575,00 RS 106.635,90

Assim, o juro produzido nesses trés meses foi de RS 6.635,90, e, por-
tanto, o montante foi de RS 106.635,30. Esse tipo de juro é chamado de

juro composto.

Observe que, em cada més, a taxa de juro incide sobre o montante do
més anterior. Esse fato é que diferencia o juro composto do simples, pois
no juro simples a taxa incide sobre o capital inicial.

Reproducao proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Reprodugao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

De maneira geral, o calculo do juro composto é efetuado do seguinte modo:

+ Ao final da primeira unidade de tempo considerada na aplicagéo, a taxa de juro incide sobre o
capital inicial.

+ A partir da segunda unidade de tempo, a taxa de juro incide sobre o montante acumulado na
unidade de tempo anterior.

Para obter uma farmula para o célculo de juro composto, vamos considerar um capital inicial C aplica-
do em regime de juro composto, durante t unidades de tempo (dia, més, ano etc.) a taxa constante i por
unidade de tempo. A tabela abaixo mostra a evolugdo do montante M durante o periodo de aplicacéo.

Unidades de tempo | Capital Juro Montante
1 c ic C+iC=Cl+1)
2 Co+4) | i+ | CO+d+iCl+0=Cl+i?
3 Ca+? | ic+0? | Cll+d%+icl+0?=cl+i)°
4 ca+0° | ica+9° | cl+d*+ict+ 0 =ci+ "

A ultima coluna da tabela nos conduz a hipétese de que, em t unidades de tempo, o montante
seja dado por: M = C(1 + )
De fato, demonstra-se que:

Se um capital inicial C é aplicado em regime de juro composto, durante t unidades de tempo,
a taxa constante i por unidade de tempo, entdo o montante M acumulado nesse periodo é:
M = Cd + i)

Notas:

1. Para aplicar a férmula M = C(1 + i), deve-se ter t e i relacionados com a mesma unidade de
tempo.

2. Com a formula M = C(1 + i)', calculamos o montante com juro composto e taxa constante
(considerando sempre a mesma em cada unidade de tempo). Se as taxas variam nas unidades
de tempo, isto é, i; na primeira unidade; i, na segunda unidade; i5 na terceira unidade; ... ; i, na
unidade t, entdo o montante M sera:

M=CI+i)Q+i)d+ig)e..-1+1i]

3. Para o célculo do montante M apds t reduges sucessivas ([desconto ou prejuizo) de um capital

C, a uma taxa constante, aplica-se a formula M = C(1 + i)' com taxa negativa.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

m Um capital inicial de R$ 5.000,00 foi aplicado a juro E aplicando a férmula do montante para taxa
composto, durante 7 meses, a taxa de 2% ao més. constante, M = C(1 + i)"
Dado (1,02)" =~ 1,15, calcular: M = 5.000 - (1 + 0,02) = %
a) o montante acumulado ao fim dos 7 meses de = 5.000 - (1,02) ~ 5.000 - 1,15 ]
aplicacdo. .M = 5.750 5
b) o jurp pr?duzido durante o periodo que durou Logo, o montante foi de cerca de R$ 5.750,00. Note E
a aplicacdo. que esse valor é aproximado, pois foi usado um 3
Resolugio valor aproximado para a poténcia (1,02)". 2
a) Esquematizando os dados do enunciado, temos: b) O montante M € a soma do capital inicial C com 2
C = R$ 5.000,00 o juro produzido J. Assim, temos: &
. T M=C+] = 5.750=5.000 + ] w
i=2% = 0,02 (taxa mensal) o
- J =750
t =7 meses Logo, o juro produzido durante o periodo da AN
M=2? aplicagéo foi de R$ 750,00. ’

24l



E Um automével novo que foi comprado por

R$ 40.000,00 sofreu, em cada ano, desvalorizagéo de
10%. Calcular seu valor, em real, depois de 3 anos
de uso.

Resolucdo

Esquematizando os dados do enunciado, temos:

C = 40.000

i=-10% = —0,1 (taxa anual)

t = 3 anos

M=?

E aplicando a férmula M = C(1 + i)-

M = 40.000 - (1 — 0,1)° = 40.000 - (0,9)> =

= M = 40.000 - 0,729

..M = 29.160

Logo, apds 3 anos de uso, o valor do automoével é
R$ 29.160,00.

Houve época em que a taxa de inflacdo no Brasil era
de 25% ao més. Qual era a taxa de inflagdo anual no
Brasil naquela época? Dado (1,25)" = 14,55.

Resolucao

Para calcular a inflagdo naquela época, vamos obter
o0 juro composto produzido por um capital C aplica-
do durante 12 meses a taxa de 25% ao més.

M = C(1 + 0,25)"” = C(1,25)> = M = 14,55C

Assim, o juro J produzido no periodo de 12 meses é:
J =14,55C — C = 13,55C

Arazdo é é a taxa de juro nesse periodo de 12 meses:

J _ 13,55
C C
Logo, a taxa anual de inflagdo no Brasil, naquela

época, era de 1.355%.

= 13,55 = 1.355%

»

cde

m Um capital de R$ 5.000,00 foi aplicado durante

6 meses a taxa de juro composto de 2% ao més.
Adotando a aproximacéo (1,02)° = 1,13, calcule:

a) o montante acumulado no final da aplicacao;
b) o juro produzido por essa aplicagao.

Um capital inicial de R$ 3.000,00 foi aplicado durante
2 anos em regime de capitalizacdo composta, ren-
dendo juro de R$ 1.320,00. Qual foi a taxa anual de
juro dessa aplicagao?

(Nota: Nesse contexto, capitalizar significa adicio-
nar os juros ao capital aplicado. A capitalizacdo é
composta quando o montante é acumulado por juro
composto.)

Apliquei R$ 2.000,00 em um fundo de a¢ées durante

3 anos e nao fiz nenhuma retirada nesse periodo.
No primeiro ano, o rendimento foi de 20%; no se-
gundo, 4%; e no terceiro, 10%. Qual foi o montante
acumulado no final da aplicagdo?

Resolucgao

Como a taxa é variavel (ndo é a mesma todo més),
devemos aplicar a férmula:
M=ClL+i)1+i)Q+1) ..o (L+1)

Assim:

M = 2.000(1 + 0,2)(1 + 0,04)(1 + 0,1) =
=2000-1,2-1,04-1,1

..M = 27456

Logo, o montante acumulado foi de R$ 2.745,60.

Uma motocicleta zero km foi comprada por
R$ 10.000,00. No primeiro ano de uso, a moto des-
valorizou 20%; no segundo ano, desvalorizou 10%
em relacdo ao valor do ano anterior; e no terceiro
ano, desvalorizou 5% em relac¢do ao valor do ano
anterior. Qual era o valor da moto no final de trés
anos de uso?

Resolucao

Esse é um problema de prejuizos sucessivos com
taxa variavel. Portanto, devemos aplicar a férmula:
M=C(1+ i) + i) +1ig) ..o (1 +1)

em que i, i, e i, ..., I, SA0 taxas negativas.

Assim:

M = 10.000(1 — 0,2)(1 — 0,1)(1 — 0,05) =

=10.000 - 0,8 - 0,9 - 0,95

..M = 6.840

Logo, o valor da motocicleta apds trés anos de uso
era R$ 6.840,00.

(UFMT) Uma financiadora oferece empréstimos,
por um periodo de 4 meses, sob as seguintes con-
digoes:

1% taxa de 11,4% ao més, a juro simples;

2%) taxa de 10% ao més, a juro composto.

Uma pessoa fez um empréstimo de R$ 10.000,00,
optando pela 1% condi¢do. Em quantos reais os juros
cobrados pela 1% condicao serdo menores do que
os cobrados pela 2%?

Devido a melhorias no bairro, prevé-se que, du-
rante os préximos trés anos, um imével terd uma
valorizagdo de 20% ao ano. Se hoje o valor do
imével é R$ 100.000,00, qual serd seu valor daqui a
trés anos?

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



m De acordo com a tabela, assinale a alternativa que
apresenta a estimativa mais préxima do tempo
necessario para que seja duplicado um capital
aplicado a taxa de juro composto de 50% ao ano.
a) 2 anos
b) 1 ano, 7 meses e 26 dias
c) 1ano, 8 meses e 19 dias
d) 1 ano, 8 meses e 15 dias
e) 1ano, 8 meses e 8 dias

t (1,5)
145 1,80
1,50 1,83
1,65 1,95
1,72 2,00
1,80 2,07
1,95 2,20
2,00 2,25

Resolva os exercicios complementares 63 a 67.

))) EXERCICIOS COMPLEMENTARES

& Exercicio técnico

(ESPM-SP) Observe as proposi¢oes abaixo:

I. (50%)* = 25%

IL 9% = 3%

IIL. 3% + 5% = 8%

IV. 3% - 5% = 15%

Estdo corretas:

a) apenaslell

b) apenas Il eIl

c) apenasIelll

d) apenasII, Il e IV.

e) nenhuma delas.

N Exercicios contextualizados

BBl Dentre 0s 5.400 alunos de um colégio, 32% prestaram
o exame do Enem do ano passado. Quantos alunos
ndo prestaram essa prova no ano passado?

n (UEG-GO) A prefeitura de uma cidade concede
beneficios fiscais as industrias que 14 se instalam.
Para obter os beneficios, o nimero de empregados
que residem na cidade deve ser, no minimo, o dobro
mais 5% do nimero de empregados que néo residem
nela. Uma industria que contratou 80 funcionérios
que residem fora da cidade deve contratar, entre os
moradores da cidade, um nimero minimo de:

a) 160 funcionarios.
b) 166 funciondrios.
c) 176 funcionérios.
d) 164 funcionarios.
e) 178 funcionérios.

IFEl (FGV) Se um automével custa hoje R$ 45.000,00 e a

cada ano sofre uma desvalorizagdo de 4%, o seu valor
em reais, daqui a dez anos, pode ser estimado em:
a) 45-10°- (1,04)"

b) 45 - 10 - (1,04) *°
c) 45-10°-(0,96) *°
d) 45 - 10°- (0,96)"
e) 45-1077

Um terreno comprado por R$ 10.000,00 valorizou
20% no primeiro ano ap6s a compra; 10% no segundo
ano e 5% no terceiro ano. Qual o valor do terreno
apos os trés anos?

Um comerciante, para acabar com o estoque de

certo produto, deu 12% de desconto sobre o preco

p desse produto, que passou a custar p;. Por falta de

compradores, o comerciante descontou 5% sobre o

preco p,, € 0 NOVO Prego passou a ser p,. Finalmente,

deu um desconto de 3% sobre o preco p,.

a) Apos esses trés descontos, qual foi o prego final
do produto, em funcgao de p?

b) Qual foi o percentual de desconto sobre o preco
inicial p, ap6s os trés descontos sucessivos?

n (UFMG,) Este grafico representa o resultado de uma

pesquisa realizada com 1.000 familias com filhos
em idade escolar:

" I

Responsaveis pela renda familiar

7%

35%

45%
13%
[0 Apenas o pai [0 O pai e a mae, juntos
_ [0 Apenas a mae [l O pai, a mae e outros, juntos
Considere estas afirmativas referentes as familias
pesquisadas:

I. O pai participa da renda familiar em menos de
850 dessas familias.

II. O pai e a mae participam, juntos, da renda fa-
miliar em mais de 500 dessas familias.

Entdo, é correto afirmar que

a) nenhuma das afirmativas é verdadeira.
b) apenas a afirmativa I é verdadeira.

c) apenas a afirmativa II é verdadeira.

d) ambas as afirmativas sdo verdadeiras.

Secéo 7.3 - Juro composto
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B Um terreno de 60.000 m’ seré dividido em lotes de

300 m” e de 500 m?, além das ruas que ocupardo 10%
do terreno. A drea destinada aos lotes de 300 m” é
igual & 4rea destinada aos lotes de 500 m? O total
de lotes em que sera dividido o terreno é:

a) 120 d) 54
b) 144 e) 136
c) 90

(Vunesp) Neste ano, uma empresa pretende re-
duzir em 5% a producao de CO, com a queima de
combustivel de sua frota de carros, diminuindo a
quantidade de quilémetros a serem rodados no
ano. O total de quilémetros rodados pelos carros
dessa empresa no ano passado foi de 199.200 km.
Cada carro faz em média 12 km por litro de
gasolina, e a queima de cada 415 litros desse
combustivel pelos carros da empresa produz
aproximadamente uma tonelada de CO,. Mantidas
as mesmas condigdes para os carros, em termos
de consumo e queima de combustivel, determine
quantas toneladas a menos de CO, os carros da
empresa deixariam de emitir neste ano, relativa-
mente ao ano passado.

Em uma pesquisa, constatou-se que 48% dos habi-
tantes de uma cidade sdo do sexo feminino e 60%
dos habitantes tém mais de 40 anos. Em relacdo ao
total de habitantes dessa cidade, qual a porcenta-
gem de mulheres com mais de 40 anos?

(Uerj) A reciclagem de latas de aluminio permite
uma considerdvel economia de energia elétrica: a
producdo de cada lata reciclada gasta apenas 5%
da energia que seria necessaria para produzir uma
lata nao reciclada. Considere que, de cada trés la-
tas produzidas, uma néo é obtida por reciclagem,
e que a producao de cada lata reciclada consome
1unidade de energia. De acordo com essa propor¢ao,
o numero de unidades de energia necessario para a
producdo de 24 latas é igual a:

a) 24 ) 150

b) 42 d) 176

Referendo é uma forma de consulta popular sobre
um assunto de grande relevancia. Por meio desse
instituto, o cidadao aceita ou rejeita uma lei pro-
posta ou ja aprovada. No dia 23 de outubro de 2005,
houve um referendo para que o povo brasileiro
votasse sim ou ndo a seguinte pergunta:

O comércio de armas de fogo e municdo deve ser proibido
no Brasil?

Do total de eleitores que compareceram as urnas,
3,07% anularam o voto ou votaram em branco.

O gréfico a seguir mostra o resultado dos votos
validos, isto é, daqueles votos que nao foram nulos
ou brancos.

~ ~

Referendo sobre armas de fogo
63,9%
36,1%
sim néo
o /

Do total de eleitores que compareceram as urnas,
responderam ndo um percentual:

a) menor que 60%.

b) entre 60% e 61,5%.

c) entre 61,5% e 62%.

d) entre 62% e 63%.

e) maior que 63%.

(Covest-PE) Uma pesquisa sobre o numero de
moradores nas residéncias de um bairro concluiu
que, em 70% das residéncias, moram duas ou mais
pessoas; 80% das demais residéncias sdo habita-
das por um Unico homem. Qual o percentual do
total de residéncias do bairro ocupadas por uma
Unica mulher?

a) 30% d) 6%
b) 20% e) 5%
c) 10%

Um empreiteiro construiu 40% de uma obra, aban-
donando o trabalho por falta de pagamento. Outro
empreiteiro construiu 40% do que faltava construir,
também abandonando o trabalho. O percentual da
obra que ainda falta construir é:

a) 20% d) 26%
b) 24% e) 16%
c) 36%

Das 45.800 toneladas de alimentos produzidos em
uma regido agricola, no ano passado, 68% corres-
pondem a graos, dos quais 75% correspondem a
soja. Quantas toneladas de soja foram produzidas
nessa regido no ano passado?

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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m (Ufac) Uma pesquisa foi realizada com estudantes

do ensino médio para saber em qual area eles
pretendem estudar na universidade. Os resultados
foram os seguintes:

* 40% pretendem estudar na area de humanas;

e 30% querem estudar na drea de tecnologia;

* 20% optaram por exatas; e

¢ 10% nao pretendem prosseguir estudando.
Relativamente aos resultados da pesquisa, os que
tém intencao de estudar na drea de exatas represen-
tam, aproximadamente, quanto por cento do uni-
verso dos que pretendem prosseguir estudando?
a) 22,2% c) 20,5% e) 10%
b) 20% d) 25%

(UnB-DF) A massa crua com que é fabricado um
certo tipo de pédo é composta de 40% de agua, 58% de
farinha e 2% de sal e fermento. Enquanto é assada,
67% da dgua contida na massa crua evapora, sendo
esta a Unica substancia perdida nesse processo. Nes-
sas condigoes, calcule, em gramas, a massa crua de
péo necessaria para obter-se um pdo assado de 35 g.

(Enem) Uma cooperativa de radiotaxis tem como
meta atender, em no maximo 15 minutos, a pelo
menos 95% das chamadas que recebe. O controle
dessa meta é feito ininterruptamente por um fun-
ciondrio que utiliza um equipamento de radio para
monitoramento. A cada 100 chamadas, ele registra
o numero acumulado de chamadas que nao foram
atendidas em 15 minutos. Ao final de um dia, a
cooperativa apresentou o seguinte desempenho:

Total acumulado

de chamadas 100 | 200 | 300 | 400 | 482

Numero acumulado
de chamadas néao
atendidas em
15 minutos

Esse desempenho mostra que, nesse dia, a meta
estabelecida foi atingida:

a) nas primeiras 100 chamadas.

b) nas primeiras 200 chamadas.

c) nas primeiras 300 chamadas.

d) nas primeiras 400 chamadas.

e) ao final do dia.

Ao observar as imagens da Terra, em fotografias
tiradas de longa distancia, entendemos por que
muitos a chamam de Planeta Agua.

Estima-se que a superficie do planeta tenha
5,1 - 10° km?, dos quais 3,61 - 10° km’ sejam cober-
tos por dgua. Assinale a alternativa que apresenta
o valor mais préximo do percentual da superficie
terrestre coberto por dgua.

a) 76,2% d) 73,4%
b) 74,6% e) 70,8%
c) 75,6%

A producdo diaria total de uma metalirgica é de
400 torneiras idénticas e 200 chuveiros idénticos,
sendo o custo de produgao de cada chuveiro o triplo
do custo de producdo de cada torneira.

O custo didrio com a produgdo de chuveiros repre-
senta que percentual do custo de toda a producao
didria dessa metaltrgica?

a) 40% d) 20%
b) 60% e) 30%
c) 56%

(Enem) Para se obter 1,5 kg do diéxido de uranio
puro, matéria-prima para a producdo de combus-
tivel nuclear, é necessario extrair-se e tratar-se
1,0 tonelada de minério. Assim, o rendimento (em %)
do tratamento do minério até chegar ao diéxido de
urdnio puro é de:

a) 0,10% d) 1,5%
b) 0,15% e) 2,0%
c) 0,20%

(UFMS) Tem-se 160 gramas de uma solugédo de hi-
dréxido de sddio a 25%, isto é, a massa do hidréxido
corresponde a 25% da massa da solugdo. Quantos
gramas de agua devem ser adicionados a essa so-
lucdo para se obter uma solugéo a 10%?

a) 220 d) 250
b) 200 e) 180
¢) 240

(UFPB) Em um edificio de 15 apartamentos, as despe-
sas de condominio somaram, neste més, R$ 7.500,00,
que deverdo ser rateados igualmente entre os
apartamentos. Se trés conddéminos resolvem dei-
xar o edificio sem efetuar o pagamento da taxa de
condominio, o percentual de aumento que essa taxa
sofrerd, quando o rateio for feito igualmente entre
os doze apartamentos restantes, sera de:

a) 10% d) 30%
b) 20% €) 50%
c) 25%

Em uma mistura de 30 litros de agua e suco con-
centrado de laranja ha 20% de suco. Quanto de suco
deve ser acrescentado para que a mistura final
tenha 25% de suco?

»
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~ Jornal Econdmico__.

E Uma companhia telefénica cobrava R$ 4,00 a cada

6 minutos de ligacdo. Apdés um reajuste, passou a
cobrar R$ 4,00 a cada 5 minutos de ligagdo. O au-
mento da tarifa foi de:

a) 23%

b) 15%

c) 10%

d) 17%

e) 20%

E O Produto Nacional Bruto (PNB) de um pais cresceu

20% em 2010, em relagdo a 2009, enquanto a popula-
¢do cresceu 5%. Assinale a alternativa que apresenta
o percentual mais préximo do crescimento do PNB
per capita, nesse periodo.

a) 16%

b) 14,3%

) 13,8%

d) 16,4%

e) 4%

(Nota: A expressao per capita vem do latim e significa
“por cabeca”. O PNB per capita de um pais, em de-
terminado periodo, é o resultado da divisdo do PNB
pelo nimero de habitantes do pais. Esse resultado
é chamado de renda per capita do pais.)

m No Brasil, define-se a Populagdo Economicamente

Ativa (PEA) de uma regido como o numero de in-
dividuos com idade igual ou superior a dez anos,
enquadrados numa das situagoes: empregado ou
desempregado. A taxa de desemprego total é entdo defi-
nida como arazao (expressa em termos percentuais)
entre o numero de desempregados e a PEA, nessa
ordem. Um jornal apresentou a seguinte manchete
sobre a taxa de desemprego em uma cidade:

wnnh'mmimlldem#wll |II
Ano 121 3 tota[ aa |
A taxa de desemprega,‘o’ foi de 30%: |

cidade, no més de ™ \

.y
1 - v e 2010
Al il
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s & e, ¢ ooweres |
no-*\"'-;““ |
U
:.,..- da azenda. |
Prcacss T \
. MIXE i
o com buplos = |
i, omie. \

Com base nessas informacoes, calcule o nimero de
desempregados nessa cidade, sabendo que a PEA foi
estimada em 1.600.000 individuos no més de maio,
considerado na manchete do jornal.

(Nota: No Brasil, a PEA computa pessoas a partir de
10 anos de idade, porque a realidade econdémica do
pais é bem diferente do que estabelece a lei.)

BB (Fuvest-SP) Um reservatério, com 40 litros de capa-

cidade, ja contém 30 litros de uma mistura gasoli-
na/alcool com 18% de alcool. Deseja-se completar
o tanque com uma nova mistura gasolina/alcool
de modo que a mistura resultante tenha 20% de
alcool. A porcentagem de &lcool nessa nova mistura
deve ser de:

a) 20% d) 26%
b) 22% e) 28%
c) 24%

(PUC-RJ) Percorridos 85% de um certo percurso, fi-
cam faltando 180 km para completé-lo. O percurso
total é de:

a) 1.020 km. d) 1.210 km.
b) 1.200 km. €) 2.100 km.
) 1.120 km.

A seguir, destaca-se um trecho de uma noticia vei-
culada em um jornal.

“As reservas brasileiras de petréleo mais do que dupli-
caram nos ultimos dez anos. Sequndo dados da Agéncia
Nacional do Petréleo (ANP) e da Petrobras, o volume
de petréleo descoberto no subsolo brasileiro passou de
4,98 bilhdes de barris no inicio da ultima década para
10,61 bilhdes de barris no final da década.”

De acordo com esse texto, o crescimento percentual
na producdo de petréleo no Brasil, na década men-
cionada, foi de:

a) 213% d) 105%
b) 113% e) 103%
Q 111%

A matriz energética de um pais é o conjunto de fon-
tes geradoras de energia. A tabela a seguir descreve
a composicdo da matriz energética de um pais nos
anos de 2009 e 2010.

Matriz energética 2009 2010
Hidroelétrica 84% B67%
Termelétrica 9% 17%

Nuclear 3% 2%

Fontes alternativas 3% 7%

Importacéo 1% %

Se em 2009 o total de energia fornecida por essa
matriz era de 80.000 megawatt (MW) e a quantidade,
em MW, de energia nuclear foi a mesma em 2009 e
2010, calcule o crescimento, em MW, da energia em
termelétricas de 2009 para 2010.

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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m O crescente aquecimento do nosso planeta deve-se

a um actimulo de certos gases na atmosfera impe-
dindo a irradiacéo, para o vacuo espacial, de parte
do calor recebido pelo Sol. A Terra acumula, anual-
mente, 1,6 - 10” joules de energia, o que equivale a
0,3% de toda a energia recebida do Sol anualmente.
Calcule o total de energia, em joule, recebida anual-
mente pela Terra, proveniente do Sol.

(Fuvest-SP) Alguns problemas de saude, como
bdcio endémico e retardo mental, sdo causados
pela ingestdo de quantidades insuficientes de
iodo. Uma maneira simples de suprir o organis-
mo desse elemento quimico é consumir o sal de
cozinha que contenha de 20 a 60 mg de iodo por
quilograma do produto. No entanto, em algumas
regides do Pais, o problema persiste, pois o sal
utilizado ou nao foi produzido para consumo
humano, ou ndo apresenta a quantidade minima
de iodo recomendada. A fonte de iodo utilizada
na industria do sal é o iodato de potéassio, KIO;,
cujo custo é de R$ 20,00 por kg. Considerando
que o iodo representa aproximadamente 60%
da massa de KIO; e que 1 kg do sal de cozinha é
comercializado ao preco médio de R$ 1,00, a pre-
senca da quantidade maxima de iodo permitida
por lei (60 miligramas de iodo por quilograma de
sal) representa, no preco, a porcentagem de:

a) 0,10% d) 2,0%
b) 0,20% e) 12%
o 1,20%

(UFV-MG) Consultando um mapa rodovidrio, um
motorista decide por um itinerédrio 17% mais lon-
go do que aquele que faz habitualmente. Como o
trafego de veiculos nesse novo trajeto € menor, sua
velocidade média aumentara em 30%. Diante dessas
condigdes, o tempo de viagem diminuira em:

a) 5% d) 20%
b) 10% e) 25%
c) 15%

(UFMS) O tanque de um carro tem 40 litros de uma
mistura de alcool e gasolina, e o dlcool representa
25% dessa mistura. A fim de que essa mistura apre-
sente uma porcentagem de 60% de alcool, deve-se
substituir x litros da mistura original por x litros de
alcool. Assim, o valor de x é de:

a) 2L d L
3 3

b) 2L e XL
3 3
55
=1L

) 3

Num pais, 10% da populagdo é portadora de um
virus. Um teste para detectar ou ndo a presenca
do virus d4 90% de acerto quando aplicado a por-
tadores e da 80% de acerto quando aplicado a néo
portadores. Qual o percentual de pessoas realmente
portadoras do virus, dentre aquelas que o teste
classificou como portadoras?

a) 27% d) 9%
b) 10% e) 33%
c) 18%

Um comerciante compra um produto por R$ 140,00
e o revende com um lucro de 30% sobre o preco de
venda. Qual é o preco de venda desse produto?

(Fuvest-SP) Um vendedor ambulante vende seus
produtos com um lucro de 50% sobre o preco de
venda. Entdo, o percentual de lucro sobre o preco
de custo é de:
a) 10%

b) 25%

) 33,333%

d) 100%
e) 120%

(Ibmec) O percentual de lucro de 25% sobre o preco
de compra de uma mercadoria é equivalente a que
porcentagem sobre o preco de venda dessa merca-
doria?

a) 25% d) 10%
b) 20% e) 5%
c) 15%

Um comerciante comprou algumas caixas de table-
tes de manteiga por R$ 2,00 cada tablete. Perceben-
do que havia comprado mais do que conseguiria
vender antes do vencimento do prazo de validade,
resolveu vender cada unidade do produto a R$ 1,60
para acelerar as vendas. Nessa transagao, calcule o
percentual de prejuizo:

a) Sobre o preco de compra.

b) Sobre o preco de venda.

(UFMS) Em certa ocasido em que o preco do petré-
leo teve um aumento de 60%, um pais pretendeu
manter inalterado o total de seus gastos com a im-
portagao do produto. Para tanto, deve ter reduzido
o volume de sua importagdo com petréleo em:

a) 37,5% d) 60%
b) 40% e) 62,5%
c) 50%

(UFPE) O custo da cesta basica aumentou 1,03% em
determinada semana. O aumento foi atribuido ex-
clusivamente a variac¢do do preco dos alimentos que
subiram 1,41%. Qual o percentual de participacdo
dos alimentos no célculo da cesta basica (indique
o valor mais préximo)?

a) 73% d) 76%
b) 74% e) 77%
c) 75%

Uma concessionaria oferece 12% de desconto
sobre o preco de tabela de uma motocicleta. Por
quanto é vendida essa moto, se o preco de tabela
é R$ 11.800,00?

»
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m (UFT-TO) Uma certa mercadoria, cujo prego era

R$ 80,00, passou a custar R$ 90,00. Entdo, é corre-
to afirmar que o prego dessa mercadoria sofreu
um reajuste:

a) de 10%.

b) maior que 12%.

c) maior que 20%.

d) menor que 10%.

(Ufop-MG) O preco de uma mercadoria sofreu dois
aumentos sucessivos: um de 10% e o outro de 20%.
De quantos por cento foi o aumento total dessa
mercadoria?

a) 30% d) 22%
b) 32% e) 22,5%
c) 25%

(Mackenzie-SP) Um produto, que foi colocado a
venda pelo mesmo preco nas lojas A e B, sofreu,
durante trés meses, as seguintes varia¢des acumu-
lativas de preco:

Loja 1°més 2°meés 3°meés
A Aumento Aumento Desconto
de 20% de 10% de 25%
B Desconto Aumento Sem
de 15% de 20% reajuste

Dessa forma, apds trés meses, o preco do produto:
a) é maior na loja A.

b) é maior na loja B.

c) aumentou exatamente 5% nas duas lojas.

d) aumentou exatamente 2% nas duas lojas.

e) diminuiu exatamente 1% nas duas lojas.

(Uerj) No dia 5 de dezembro, uma loja aumenta os
precos de seus produtos em 60%. Na liquidagdo apos
0 Ano Novo, os mesmos produtos sofrem um des-
conto de 27,5%, em relagdo aos precos reajustados
em 5 de dezembro. Apés esta liquidagdo, podemos
constatar que os pregos dos produtos, em relagao
aos precos do dia 4 de dezembro, sofreram uma
variagao percentual de:
a) 16,0%

b) 29,0%

c) 32,5%
d) 44,0

Um cliente de uma loja comprou uma camisa, uma
calca, uma blusa e um cinto. Pelo preco das etique-
tas, o custo desses artigos corresponderia a 20%,
28%,40% e 12% do custo total, respectivamente. Po-
rém, o vendedor concedeu um desconto de 10% no
preco da camisa e de 20% no preco da calca. Dessa
forma, o desconto sobre o valor total marcado nas
etiquetas foi de:

a) 7,6% d) 12,5%
b) 8,2% e) 14%
c) 9%

(UFR)) A fim de atrair a clientela, uma loja anunciou
um desconto de 20% na compra a vista de qualquer
mercadoria. No entanto, para nao ter redu¢do na mar-
gem de lucro, a loja reajustou previamente seus precos
de forma que, com o desconto, os precos voltassem
aos seus valores iniciais. Determine a porcentagem
do reajuste feito antes do desconto anunciado.

Um comerciante concedeu um desconto de 20%
sobre o preco de um produto. Dessa forma, teve 20%
de lucro sobre o preco de custo desse produto. Se
nao tivesse concedido o desconto, o percentual de
lucro sobre o preco de custo seria de:

a) 30% d) 40%
b) 32% e) 50%
c) 38%

(Tbmec) Uma concessiondaria de automoéveis deve
recolher um imposto de 20% sobre o preco de venda
de cada unidade. Em cada venda, a concessionaria
quer descontar o imposto e ainda ter um lucro de
28% sobre o prego de compra de cada unidade. Desta
forma, o prego de venda de cada automével deve
conter um acréscimo sobre o preco de compra de:

a) 60% d) 30%
b) 50% e) 20%
c) 40%

(UFPE) Quando o preco da unidade de certo produto
diminui 10%, o consumo desse produto aumenta
20%, durante certo periodo. Nesse periodo, que
percentual aumenta o faturamento com a venda
desse produto?

a) 8% d) 15%
b) 10% €) 30%
c) 12%

(UFG-GO) Uma empresa gastava 15% de sua receita
com o pagamento de conta telefénica e de energia
elétrica. Para reduzir despesas, determinou-se um
corte de 50% na conta telefénica. Essa iniciativa
produziu uma economia de R$ 1.000,00, o que
corresponde a 5% de sua receita. Tendo em vista
essas condigoes, calcule o gasto dessa empresa com
energia elétrica.

Do ano de 2005 para o ano de 2009, uma operadora
registrou um crescimento de 30% no nimero de liga-
¢Oes telefonicas locais e 20% de aumento no tempo
médio de cada ligagdo. Sabendo que nesse periodo
o preco cobrado por minuto de ligagdo aumentou
50%, conclui-se que a receita dessa operadora com
ligacoes locais, de 2005 para 2009, cresceu:

a) 34% c) 234%

b) 134% d) 128%

Na exportacao de carne para os Estados Unidos
da América, um frigorifico vendeu o equivalente a
28.000 ddlares. Quanto esse frigorifico recebeu, em
reais, se a cotagao no dia do pagamento era de 1
délar para 2,20 reais?
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(PUC-RJ) Se um ddlar valia 106 ienes em junho de

um determinado ano e 124 ienes em junho do ano

seguinte, entdo ocorreu:

a) uma desvalorizagao do délar em relagdo ao iene
da ordem de, aproximadamente, 17%.

b) uma valorizagdo do iene em relagédo ao ddlar da
ordem de, aproximadamente, 17%.

c) uma valorizagdo do délar em relagdo ao iene da
ordem de, aproximadamente, 17%.

d) uma valorizacao do délar em relacdo ao iene da
ordem de, aproximadamente, 24%.

e) uma desvalorizacdo do ddlar em relagdo ao iene
da ordem de, aproximadamente, 24%.

(UFRGS) O gréfico abaixo representa o valor de um
dolar em real em diferentes datas do ano de 2003.

N

Valor de
um dolar
(em real)

\

Evolucao das cotacdes da moeda norte-americana

41 3,533 3,526 3,563
3,5 3,353

3,
2,51
2,
1,51
1,
051
0

2,890 2,966 pg7p 2,966 2,967

11 311 28/2 31/3 30/4 31/5 30/6 31/7 31/8 Dia/

A partir desses dados, pode-se afirmar que,
no primeiro semestre de 2003, o real, em relacdo
ao délar:

a) desvalorizou 0,661.

b) desvalorizou mais de 10%.

c) manteve seu valor.

d) valorizou menos de 10%.

e) valorizou mais de 20%.

(UFMS) Em um determinado més, o délar estava
sendo cotado a R$ 3,50 no mercado de cAmbio, ou
seja, U$ 1,00 = R$ 3,50. Se houver uma valorizagio
de 25% do real em relacdo ao délar, entdo pode-se
afirmar que:

a) o dolar sofrerd uma desvalorizacdo de 25%.

b) o délar sofrera uma desvalorizacdo de 20%.

c) o ddlar sofrerd uma desvalorizagdo de 30%.

d) a cotacdo do ddlar passou a ser de R$ 2,62.

e) a cotacdo do ddlar passou a ser de R$ 3,00.

(UFMT) Admita que o valor da conta de 4gua de um
consumidor, em determinado més, até o vencimen-
to, é R$ 21,00; que a multa cobrada para pagamento
apos o vencimento é 2% sobre o valor da conta; e
que os juros cobrados s&o 0,05% ao dia sobre o valor
da conta. Considerando que a fatura foi paga com
x dias de atraso e que o valor pago foi R$ 21,63, é
correto afirmar que x é igual a:
a) 22 dias. c) 23dias.

b) 21 dias. d) 20 dias.

e) 19 dias.

Um capital de R$ 3.600,00 foi aplicado a juro simples

durante 13 dias a taxa de 15% ao més.

a) Qual foi o juro simples produzido nesse pe-
riodo?

b) Qual foi o montante acumulado nesse periodo?

m (UFC-CE) José emprestou R$ 500,00 a Jodo por 5 me-

ses, no sistema de juro simples, a uma taxa de juro
fixa e mensal. Se no final dos 5 meses José recebeu
um total de R$ 600,00, entdo a taxa fixa mensal
aplicada foi de:

a) 0,2% d) 4%
b) 0,4% e) 6%
Q) 2%

(UEG-GO) Aplicados % de um capital a uma taxa de

24% ao ano e o restante a 30% ao ano, ambos a juro
simples, obtém-se, em 8 meses, um rendimento de
R$ 130,00. O capital aplicado é de:

a) R$ 700,00. d) R$ 750,00.
b) R$ 720,00. €) R$ 760,00.
¢) R$ 740,00.

(UFMG) Um capital de R$ 30.000,00 foi dividido em
duas aplicagdes: a primeira pagou uma taxa de 8%
de juros anuais; a outra aplicagdo, de risco, pagou
uma taxa de 12% de juros anuais. Ao término de um
ano, observou-se que os lucros obtidos em ambas as
aplicagoes foram iguais. Assim sendo, a diferenca
dos capitais aplicados foi de:

a) R$ 8.000,00. c) R$ 6.000,00.

b) R$ 4.000,00. d) R$ 10.000,00.

Um fogdo é vendido a vista por R$ 384,00 ou a prazo
em dois pagamentos de R$ 200,00 cada um, sendo
o primeiro no ato da compra e o segundo um més

depois.
/ H\_

-—

A taxa mensal de juro do financiamento desse fogao
é de, aproximadamente:

a) 7,2%. d) 4,6%.
b) 7,5%. €) 4,9%.
c) 8,7%.

(ESPM-SP) O Sr. José possui o dinheiro necessario
e suficiente para comprar uma mercadoria a vista,
com 15% de desconto sobre o preco de tabela. Ele
estd pensando em fazer uma aplicacdo desse di-
nheiro a taxa de 5% ao més e pagar essa mercadoria
ap6s 30 dias, com um desconto de 10% sobre o prego
de tabela. Se escolher esta opcao, ele:

a) terd um lucro de 0,25% sobre o preco de tabela.

b) tera um lucro de 1,25% sobre o preco de tabela.
c) terd um prejuizo de 0,75% sobre o preco de tabela.
d) terd um prejuizo de 1,25% sobre o preco de tabela.
e) nao terd lucro nem prejuizo.

»
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m O montante acumulado durante 2 anos de aplicagao

de um capital de R$ 12.000,00, em regime de juro
composto, a taxa de 3% ao més sera:

a) 12.000(1,3)?
b) 12.000(1,03)*
) 12.000(1,3)*
d) 12.000(1,03)*
€) 12.000(1,003)*

(Vunesp) Mario tomou um empréstimo de
R$ 8.000,00 a juro composto de 5% ao més. Dois me-
ses depois, Mario pagou R$ 5.000,00 do empréstimo
e, um més apds esse pagamento, liquidou todo o seu
débito. O valor do tltimo pagamento foi de:

a) R$3.015,00.
b) R$ 3.820,00.
¢) R$ 4.011,00.
d) R$ 5.011,00.
€) R$ 5.250,00.

(ESPM-SP) Certo capital foi aplicado a juro composto
durante 2 anos, a taxa de 20% ao ano. Se esse capital
tivesse sido aplicado a juro simples, para obter o
mesmo rendimento a taxa mensal deveria ser de

aproximadamente:
a) 2% c) 1,94% e) 1,83%
b) 1,98% d) 1,87%

Uma maquina industrial foi comprada nova por
R$ 10.000,00 e, quatro anos depois, foi vendida.
Sabendo que nesse periodo a maquina sofreu uma
desvalorizagao de 5% ao ano, por quanto ela foi ven-
dida? (Use uma calculadora para efetuar os calculos.)

O preco p de um produto sofreu dois aumentos
sucessivos: o primeiro de 5% e o segundo de 3%.
Depois, o preco do produto sofreu um desconto de
4%. Apbs esse desconto, o preco do produto é:
a)p-15-1,3-0,06 d)p-05-03-04
b)p-15-1,3-0,96 €) p-0,05-0,03-0,04

¢) p-1,05-1,03-0,96

))) EXERCICIOS DE REVISAO CUMULATIVA

»

“ Uma fungéo f: R — R é tal que f(1) = 5e f(x + 1) = (x + 1)f(x), para qualquer x real. Calcule f(3).

n Estudos geolégicos mostram que a cada 30 m de profundidade no interior da crosta terrestre a

temperatura aumenta 1 °C em relacdo a temperatura na superficie. Se em determinada regido a

temperatura na superficie da Terra é 32 °C:

a) dé uma equacao que expresse a temperatura y, em grau Celsius, em fun¢do da profundidade x,

em metro, na crosta terrestre dessa regiao.

b) qual é a temperatura para a profundidade de 100 m na crosta terrestre dessa regido?
c) a que profundidade na crosta terrestre dessa regido a temperatura atinge 54 °C?

Um bidlogo estimou em 0,014 mm o comprimento de uma bactéria, afirmando que essa estimativa
poderia ter um erro méaximo de 5% para mais ou menos. Qual das afirmacoes abaixo é verdadeira,
em que x é o comprimento real da bactéria em milimetro?

a) x — 0,014 < 0,0007
b) 0,014 — x < 0,0007
) |x — 0,014| < 0,0007
d) x - 0,014 < 0,05

e) |x —0,014] < 0,05
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ANALISE DA RESOLUCAOD

) Um aluno resolveu o exercicio abaixo, conforme reproduzido a seguir. Observe a
resolucao e reflita sobre o comentario.
Exercicio

Aumentando em 10% a medida de cada lado de um quadrado, qual é o percentual de
aumento no perimetro desse quadrado?

Resolucao
10% } 10%
o, o
iO,éI 10%
Erpapo!

_—
M&MWMWW'W:

10% + 10% +10% + 10%

_\_OTMLMMAL MMW&L& AmeA&J:AL 40% .

Comentario

O aluno cometeu um erro comum, pois calculou o percentual em relacdao a medida de
um lado e ndo em relacgdo ao perimetro do quadrado.

Para entender melhor o raciocinio de resolucdo desse exercicio, pense no problema a
seguir:

Em uma loja, cada caneta é vendida com 10% de desconto. Comprando 10 dessas ca-
netas:

a) qual serd o percentual de desconto sobre o preco de uma caneta?

b) qual sera o percentual de desconto sobre o prego total?

) Agora, refaca a resolucéo, corrigindo-a.

»



Capitulo . _
Funcao exponencial

Numero de

Em 2010, a Intel transistores

Evoluc¢ao tecnoldgica

2 Para pensar

lanca o
Desde a invencdo dos primeiros computadores diversas previsoes e 1. Em 1971, um processador tinha processador 5.000.000.000
especulacées foram feitas sobre o desenvolvimento da informdtica, 2.300 transistores. De acordo Tukwila com
d teci lucdo d dade d ] com a lei de Moore, quantos 2.000.000.000 @) 1.900.000.000
Muitas grandezas crescem ou procurando antecipar a evolucdo da capacidade de armazenamento transistores teria um proces- de transistores. :
decrescem em funcéo de outra, de dados e o aumento da velocidade de processamento das sador em 2011? 1.750.000.000
através do produto por uma informacoes e do niimero de transistores nos microprocessadores. 2. Vocé acha que a previsdo de @)1.700.000000
taxa constante. Por exemplo, o ﬁﬁ::agegg:iigséf d%rziea\e;?r;
; ; ; 1.500.000.000
AR NET d_e um capital ap!lcado Lei de M acontecendo ao longo dos anos?
em regime de juro composto é uma el de ioore P &? )
. ’ . or que: Em 2004, é lancado o
grandeza que varia em funcéo do Quanto maior o nimero de transistores e a ltanium 2
- . em um chip, maior sera sua capacidade de processador [tanium
tempo. Estudar a funcéo exponencial ) da Intel com 592.000.000 1.250.000.000
' processamento. Em 1965, Gordon Moore previu ) e
ajuda a entender essas variagoes. que o nimero de transistores integrados em um ,~Em 1993, a Intel poe fim a de transistores.
chip dobraria a cada dois anos, acarretando mais . série de processadores _86 e
) 8.1 Introducéo ao estudo desempenho por menos custo. Hoje, podemos Em 1982, Zlangad? e lanca o primeiro Pentium 1.000.000.000
= - constatar se sua previsio estava correta. o processador Inte com 3.100.000 transistores. :
da funcéo exponencial 286 com 134.000 @) 904.000.000
Para entender o conceito de fungdo transistores. @) 789.000:000
T 2 L 0¥ 750.000.000
exponencial, é necessdrio conhecer a Em 1971 @ 731.000.000
g ~ 0 m , @ empresa
potenciagdo e suas propriedades. Intel Corporation poe
e e e a venda o primeiro
X 500.000.000
) 8.2 Radiciacédo em R microprocessador 6o
A radiciagdo pode ser entendida em um pequeno chip, ST
como a operagdo inversa da era 04004 com
' 291.000.000 250.000.000

. 2.300 transistores.
potenciagdo.

) 8.3 Poténcia de expoente

real 1.200.000

......... ‘ ’ .’

A partir de algumas propriedades

da potenciagdo, é possivel
representar as poténcias de expoente
racional na forma de radical. 1971 ) 1976 1991 1998 2010
) 8.4 A funcéo exponencial Surgem as Alan Shugart E realizada no Brasil a Larry Page e A Aple lanca o iPad,
- . primeiras desenvolve o 1985 primeira conexao a internet. Sergey Brin criam microcomputador
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escrita paraum

A Apple lanca o
primeiro computador
com interface

E langado Toy
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de internet. de websites. vendidos.
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Capitulo 8 - Funcéo exponencial

»

n
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=

Secdo 8.1

» Objetivos

» Resolver expressoes
envolvendo poténcias.

» Representar nimeros
sob a notacao cientifica.

» Termos e conceitos

* poténcia de
expoente inteiro
* notacao cientifica

| W —

Introducao ao estudo
da funcao exponencial

Vérias situagdes do cotidiano, como a depreciagédo de um bem, o célculo
da taxa de juro em aplicagdes financeiras ou em empréstimos bancérios, e
do universo cientifico, como o célculo de crescimento populacional, a me-
digdo dos niveis de radioatividade de um elemento atémico, entre outras,
podem ser estudadas com o auxilio das fungdes exponenciais.

Para apresentar a funcéo exponencial, vamos partir de uma situacéo que
mostraarelagdo entre essafuncéo e umaformade crescimento de grandezas.

A maioria das bactérias reproduz-se por biparticéo, isto é, cada uma
delas se divide em duas ao atingir determinado tamanho.

Em uma cultura de laboratério, va-
mos considerar determinada bactéria
gue se dividird em duas, dando origem
a primeira geragao; cada bactéria da
primeira geracdo sofreréd hiparticao,
dando origem a segunda geracéo, e as-
sim por diante. A tabela abaixo mostra
o crescimento do nimero de bactérias,
a partir de uma bactéria, admitindo-se
gue todas sobrevivam a cada gerag8o. s Bactéria em processo de bipartigao.

nicial
Numero de e
bactérias
Inicial 1=2°
12 geragio ——— > (@) 18]
1% geragao 2=2!
2° geragéo 4 =p?
32 geracéo g=2° 2 geragio ——> (@ - A -
42 geragao 16 = 2"
3% geragdo —»

Note que a coluna onde se registra o numero de bactérias apresenta
as poténcias 2°, 2%, 22, 2% 2", ... Assim, o numero y de individuos gerados por
uma bactéria serd, na geragao x, expresso pela fungao:

y==2"

Se essas bactérias conseguissem se hipartir a cada 20 minutos, apoés
1 hora, teriamos trés geracdes; e, em apenas um dia, teriamos 72 geragoes.
Para se ter ideia, o nimero de bactérias somente na 722 geragao seria:
2@ = 14,722.366.482.869.645.213.696

E o total de bactérias em apenas um dia seria:

9.444.732.965.739.290.427.391

Essa situagdo mostra o crescimento assustador da fungéo f(x]) = 2%

X

Igualmente espantoso é o decrescimento de glx) = (E

Funcdes como essas, chamadas de fungdes exponenciais, serdo estu-
dadas neste capitulo. Os pré-requisitos para esse estudo s&o os conceitos
e as propriedades envolvidas na potenciagéo e na radiciagdo no conjunto
dos reais em IR, que revisaremos a seguir.
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Poténcia de expoente inteiro

Sendo a um nimero real e n um nimero inteiro, definimos:

a®=1sea#0

at=a
a"=a-a-a-..-a,sen>1
= = = 5 9
n fatores
a1
a"=—sea#0
o

Na poténcia a", o nimero a é chamado de base da poténcia e o numero n é chamado de
expoente.

Nao ha unanimidade entre os matematicos quanto a adoc&o do valor 1 para a poténcia 0% por
isso, excluimos essa possibilidade na definicdo a® = 1.

Exemplos

S Z)’E: 1 _1_38
a) (—2)° = (—2)- (-2) - (-2) = -8 h](8 TR
b)(-2)'=(-2)-(-2)-(-2)- (-2 =16 (3) g
a(5f-5.5.5.15 N 7|

P 0’2’2 8 Para agilizar o célculo de §) , podemaos
dig' =8 inverter a base e trocar o sinal do expoente,
e)7° =1 isto é:

-2 2
f)(-5)°=1 (Z _(E) _9
3 7 49

e_1_ 1

gl @ = TRt

Propriedades das poténcias de expoente inteiro

Dados os numeros reais a e b e 0s numeros inteiros m e n e obedecidas as condigdes para
gue existam as poténcias, temos:

Pl o":-a"=a""" (conserva-se a base e adicionam-se os expoentes)
P2. o™ :a" = a™ " (conserva-se a base e subtraem-se os expoentes)
P3. (@™)" = a™ (conserva-se a base e multiplicam-se os expoentes)

P4. (ab)" = a" - b" (distributiva da potenciacéo em relacdo & multiplicac&o)

P5. (%) = % (distributiva da potenciacéo em relagéo a divis&éo)

Exemplos

) R e d) (5%° =5%% = 5%

b)2%:2°=p° °=2° e (2x)° =2 x°® = 8x°
4.6 _ qQ4—-6 _ -2 Z)E_LE_E

c)3":3°=3 3 f](5 =~ 25

Secéo 8.1 - Introducéo ao estudo da funcéo exponencial



Notacao cientifica

Os numeros que fazem parte do dia a dia expressam gran-
dezas como o preco de um produto, o tempo de duragédo de
um filme, o custo de um carro etc. Esses numeras, por serem
representados com poucos algarismos, ndo apresentam gran-
de dificuldade de entendimento. Porém, no universo cientifico,
ha numeros “gigantescos” ou “minldsculos” em relagéo aos que
estamos habituados. Por exemplo:

- Parte da dgua do planeta Terra concentra-se na atmosfera
e corresponde a aproximadamente:

13.000.000.000.000.000 L

+ O virus da poliomielite, que & o menor virus que infecta o ser
humano, mede cerca de:

0,00000002 m

A dificuldade em trabalhar com esses numeros levou os
cientistas a estabelecer uma notacéo simplificada para repre-
senta-los: a notacao cientifica. Para entender essa notacéao,
observe que o niumero 13.000.000.000.000.000 é o produto:

13-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10 - 10

16 fatores

Assim, o volume de dgua concentrada na atmosfera terrestre expresso em notagéao cientifica
€13-10%" L.

Analogamente, ocbservando que

2 _ 2 _ 2
100.000.000 10-10-10-10-10-10-10-10 108

podemos representar o comprimento do virus da poliomielite, em notacéao cientifica, por2-10 % m.

0,00000002 =

De maneira geral, temaos:

Todo numero real ndo nulo, com expressao decimal finita, pode ser representado sob a
forma:

k10"
em gue m & um ndmero inteiro e k € um numero real tal que 1 < |k| < 10.
Essa forma de representagédo & denominada notacao cientifica.

) EXERCICIO RESOLVIDO

Sabendo que a massa de cada atomo de Mg (magnésio)
é estimada em 4,0 - 10 ** g, conclui-se que o numero de
atomos que compde 48 g de Mg é:

a) 1,2 - 10 ¢ 1,2-10* e) 4,810
b) 1,2 - 10% d) 4,8 - 10%
Resolucao

O nimero n de atomos que compde 48 g de Mg é dado por:
48 _ 48-10 48 10

n= meri 240 meri 1,210 * » 0 magnésio é encontrado em cereais integrais,

4,0-10 4,0-10 V10 leguminosas (feijées, lentilhas etc.), hortalicas de folha
n=12-10" verde (espinafre, brocolis etc.), frutos oleaginosos (avela,
Logo, a alternativa c é a correta. améndoa etc.), sementes [(girassol, abobora etc.) e frutas.

»
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“ Podemos justificar o procedimento de conservar a base e adicionar os expoentes no calculo 7%+ 7° = 72 *3

Reprodugao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

do seguinte modo:

trés fatores

= —_—
72-7°=7-7-7-7-7=7-7-7-7-7=7"3
~ S —

dois fatores cinco fatores

Analogamente, podemos justificar o procedimento de conservar a base e subtrair os expoentes no
célculo 2°: 2° = 2°~? do seguinte modo:

Justifique os procedimentos nos célculos:

a) (5 =5 b) (29" = 2% 9 [Z[-Z

Calcule o valor das poténcias:

a5 A2 @y ) (-2 mpe )5 9 2]

M 92w B2 weyr 92 o-E
g-s i) (2 o o v* (-2 w(2”

Efetue, admitindo que sejam obedecidas as condicoes de existéncia:

[ab® | . 32|
a) (5’ 9 (3 o (-4 9 2 ) (2
3 3 \-2 [ 2\-3
b) () d) (2ab¥* f (2) n) |2 j) (b
) (x°) ) (2ab’) ) W ) 527 j) o
Obedecidas as condi¢oes de existéncia, efetue:
a) X - x° ¢) (3a'b)? - (2a°b?)? e) (3a2b3 )3: 3ab* |’
cd 2d?
29 [x2) 209’ ) (4p%q|”
b)Yy 4 z2 | . % D u*v ( uv® |

Uma unidade de comprimento muito utilizada em Astronomia é o ano-luz.
Essa unidade equivale a distancia percorrida pela luz no vacuo em um ano, e corresponde a cerca
de 9.460.000.000.000 km. Represente essa distdncia em notacao cientifica.

A disténcia da Terra ao Sol é de aproximadamente 149,6 - 10° km. Represente essa distncia na
linguagem da notacéo cientifica.

O virus da variola mede cerca de 0,0003 mm. Represente essa medida em notagdo cientifica.

Qualquer quantidade de gés é formada por um vasto numero de moléculas que se movimentam
em alta velocidade.

Naturalmente, ocorrem colisdes moleculares em grande nimero a cada instante.

Estima-se que na atmosfera, ao nivel do mar, cada molécula de ar colida com outra cerca de 3.000
milhdes de vezes por segundo, o que é equivalente a:

a) 1,8 - 10" colisdes por hora c) 1,4 - 10" colisdes por hora e) 1,08 - 10" colisdes por hora
b) 6,48 - 10" colisdes por hora  d) 2,48 - 10" colisdes por hora

A area da superficie do planeta Terra é 500.000.000 km?, aproximadamente.
a) Represente, em notacgdo cientifica e em quildometro quadrado, a area da superficie da Terra.
b) Represente, em notagao cientifica e em metro quadrado, a drea da superficie da Terra.

Resolva os exercicios complementares1a 5 e 36 a 43.

Secéo 8.1 - Introducéo ao estudo da funcéo exponencial



Capitulo 8 - Funcéo exponencial

»
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Secao 8.2

» Objetivos
» Calcular raizes exatas.

» Simplificar radicais.
» Resolver expressoes
envolvendo radicais.

» Racionalizar
denominadores.

» Termos e conceitos

* raiz n-ésima de um
numero real

* racionalizacao de
denominadores

| S —

Radiciacdo em R

Acompanhe os procedimentos a seguir.

(1) Conhecendo a medida 5 do lado de um quadrado, sabemos que a area
desse quadrado ¢ a poténcia 5°.

5

() Conhecendo a area 25 de um quadrado, sabemos que a medida do
lado desse quadrado é a base positiva da poténcia x° tal que x° = 25.
Logo, x = 5.

Nesses procedimentos, s&o realizadas operacées inversas: em (1), é
conhecida a base da poténcia 5° e calcula-se o valor dessa poténcia; em
(2), é conhecido o valor da poténcia x° e calcula-se a base x da poténcia.
A operacao efetuada em (2), que é a inversa da potenciagao, &€ chamada
de radiciagao.

Vamos separar o estudo de radiciagcdo em dois casos.

1° caso: Sendo n um ndmero natural ndo nulo, dizemos que a raiz n-ésima
de um numero real ndo negativo a é o numero real ndo negativo b se, e
somente se, b" = a.

Em simbolos, temos:

Sendo n € IN*, a € R,, definimaos:
Ya=b & b"=0a,comb ER,

No radical Ya, o numero n é chamado de indice do radical e o nimero
a é chamado de radicando.

Nota:

Em um radical de indice 2, o indice n&o precisa ser escrito, pois fica
subentendido. Por exemplo, o simbolo <9 deve ser entendido como /9.

Exemplos
a)i8 =2,pois2®*=8e2ER, c)V5 =5,pois5'=5e5 € R,
b)J16 =316 =4, pois® =16ed4 €R, d)Y0 =0,pois0°=0e0E R,

Notas:

1. Senéumnumero natural par ndo nulo, existem dois niumeros opostos,
be —b,comb > 0,tais que b" = a e (—b)" = a. Por convengao, adota-se
apenas o numero positivo b como valor de Ya. Por exemplo, embora
42 = 16 e (—4)? = 1B, apenas o numero positivo 4 é a raiz quadrada de
16. Assim, 16 = 4.

2. De acordo com a nota 1, para qualquer x real temos \x* = |x|, pois a
sentenca vx° = x é falsa se x for negativo.

. 1 2 3 4 5 . .
3. Ossimbolos Y ,¥ ¥ ¥ ¥ ..U devem ser lidos, respectivamente,
como: raiz primeira, raiz quadrada (ou segunda), raiz cubica (ou terceira),
raiz quarta, raiz quinta, .., raiz n-ésima (ou enésima).

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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2° caso: Se n € um numero natural impar, dizemos que a raiz n-ésima de um numero real
negativo a € o nimero real negativo b se, e somente se, b" = a.

Em simbolos, temos:

Sendon € IN com n impar, e a € R*, definimaos:
Ya=b o b"=a

Nessa definicéo, b é obrigatoriamente negativo.

Exemplos
a)y-8 = -2, pois(—-2)°= -8 b)¥-1 = -1, pois(-1)°= -1
Observe que nao existe, em IR, radicais de indice par com radicando negativo. Por exemplo,

< —9 seria o numero real cujo quadrado & —9, o que é absurdo, pois o quadrado de qualquer
numero real é positivo ou nulo.

Também é importante observar gue:

Sendo a um numero real qualquer e n um
numero natural impar, temos:

V-a=-a

Exemplo

J-8=-18=-2
Propriedades dos radicais com radicandos nao negativos

Sendo {n, k, p} C N* e {a, b}, C R, temos:

Pl Ya-Ub =Ya-b (distributiva da radiciac&o em relagdo a multiplicacao)
Na  .fa o L A
P2. b = \p comb # 0 (distributiva da radiciac&o em relagdo a divisdo)
P3. "o = o” (dividem-se por um fator comum o indice do radical e o

expoente do radicando)
P4. (Vo) = Ya?, comg €R

ps. ‘Wa = "a

Exemplos
a7 -2 =72 = Y4
i
p) 15 _ 415 _ 5
43 3

c) 5% = 5° (dividiram-se por 3 o indice 15 e o expoente B)
8% = (¥ =02"=32

e) W5 = %5 (multiplicaram-se os indices 3 e 2)

Enfatizamos que as propriedades de P1 a P5 dos radicais valem exclusivamente para radicais
com radicandos n&o negativos. A aplicacédo dessas propriedades em expressdes com radicandos
negativos pode levar a absurdos, como mostra o exemplo:

p=Y1B=""=Y(-2"=4Y-2=-2 = 2= -2 (0queéabsurda!)

MR ——

I

propriedade P3

Secgao 8.2 - Radiciagdo em R
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

n Sendo n € N* e {a, b} C R,, demonstrar que Ya - ¥b = Va - b.

Resolucgao

Sendo x e y os valores de Ya e b, respectivamente, temos:
Ya=xo x"=aex=0

W=yoy=bey=0

Multiplicamos x" por y", obtendo: x" - y"=a b

Pela propriedade distributiva da potenciacdo em relacdo a multiplicacdo e pela hipétese
de que ab = 0, temos:

(xy)" = ab, com ab = 0

Por definicdo de raiz n-ésima:

(xy)" = ab, com ab = 0 < xy =Yab

Substituindo, na Gltima igualdade, x por ¥a e y por ¥b, concluimos: Ya - ¥b = ¥Ya - b

Sendo {n, p, k} C N* e a € R, demonstrar que "la* = Ya*.

Resolucao

Seja x o valor de "a®:
"a? =x & xP=a%ex=0

Ou ainda:

a? =x & XV =(@)Pex=0

Comox=0ea =0, temos:

XY =@y o x"=d*

O ntimero a* néo é negativo, pois, por hipétese, a = 0; logo, pela definigdo de raiz n-ésima:
X'=dex=0 o x="d

Substituindo, na ultima igualdade, x por "Hfan, concluimos:

Capitulo 8 - Funcéao exponencial

»
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BT Apenas uma das alternativas abaixo apresenta uma proposicéo falsa. Qual é essa alternativa?

a) 35 -4 =220 d) V55 =425

\/TS 3 62
b) =2 =3 5=15
)E J3 e) 35 =52
c) Y81 =(33)*

Aplicando a propriedade P3, podemos reduzir radicais ao mesmo indice. Por exemplo, para obter
dois radicais de mesmo indice, respectivamente equivalentes a 32 e /5, podemos agir do seguinte
modo.

¢ No primeiro radical, multiplicamos o indice 3 e o expoente 1 do radicando por 4, obtendo:
W = =

¢ No segundo radical, multiplicamos o indice 4 e o expoente 1 do radicando por 3, obtendo:
{57 = 35 = T

Note, portanto, que os radicais assim obtidos tém o mesmo indice 12.

Aplicando essa ideia, efetue as seguintes operagoes de radicais de indices diferentes:

a) 32 .42 b)g
82

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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E Para o calculo de V5 em uma calculadora, digitam-se
as teclas: @, @ e \E, nessa ordem. Analogamente,
obtém-se, nessa calculadora, a raiz quadrada de qual-
quer numero real ndo negativo x. Usando apenas as
teclas numéricas e as teclas (v | e [ = |, descreva um
processo para o calculo de:

a) 5
b) U5

1 Simplificacao de radicais

Para facilitar o trabalho com radicais, é conveniente transforma-los, por meio das propriedades
estudadas, na forma mais simples possivel.

Exemplos

a) Para simplificar o radical 316, decompomos o radicando em fatores primos:

1

— =00
mmmmn
—

82]

Il
n
=

Assim, temos: 316 = 2% = 2% .2 =% -2 =232
b) Para simplificar o radical V160, decompomas o radicando em fatores primos:

160
80
40
20
10

5
1

= 160=2°-5

gL

Logo: V160 =2°+5 ={2*-2-5 =J2"-J2-5 =2%-J10 = 4J10

1 Operacoes com radicais

Para operar com radicais, aplicamos suas propriedades e as propriedades operatoérias da
adicdo e da multiplicacdo de numeraos reais.

Exemplos

alld2 +B6J2 —3J2=J2WU+6-3)1=7/2

t fator comum em evidéncia

b)uJ12 + 675 =4 -2J3 + 6-5J3 = 8J3 + 3043 = 38J3
c)B¥3-u2=(6-4)-(Y3-%2)=>2u6

Secgao 8.2 - Radiciagdo em R

: 12310 12 10 10 N
d) 12310 : 435 = T :?.%:3.a€:3§/§ S
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1) Racionalizacao de denominadores

Os denominadores das fragdes e 5 e 4

s s = €
J3 a2 ¥3 J7+2
obter fragtes equivalentes a essas, mas com denominadores racionais, por meio do procedimento
conhecido como racionalizagcao de denominadores. Acompanhe os desenvolvimentos a seguir.

s8o numeros irracionais. E possivel

. . 2 , ~
+ Multiplicando o numerador e o denominador de — por um mesmo namero k, ndo nulo, obtemos

J3

uma fracéo equivalente. Escolhendo k = 3, temos:

2 243 23 _2/3

3 J3-43 Jx¢ 3

. . . . . 2
Assim, chegamos a uma fragdo com denominador racional equivalente a —.

J3

- . )
- Analogamente, multiplicamos porJ2 o numerador e o denominador de —— para obter uma

uJa2
fracéo equivalente com denominador racional:
5 _ 5.2 _5/2_502_52
Wz uwz-Ja uyfpe 4-2 8

- Nocaso daracionalizagdo do denominador de % multiplicamos o numerador e o denominador
por HER
2  2-33" 2%l 2%l
+ Para aracionalizagcédo do denominador de \/_L multiplicamos o numerador e o denominador
porJ7 — 2: r+e
y  4-(J7-2) d7-2) 4N7-2) wJ7-8
T+2 (J7+2)-(J1—2) (J7P-2¢ 7-4 3

De maneira geral:

Para racionalizar o denominador de uma fragéo do tipo:

t ~ ; . . L .
* ——.,emqueu e asaonumeros racionais, basta multiplicar o numerador e o denominador
uNa®
por Yo" 7
t . L -
« ——————, emque u, a, v e b s8o nimeros racionais, basta multiplicar o numerador e o
ula + wh

denominador por uNa — vJ/b.

Nota:

Trabalhar com denominadores racionais simplifica muitos procedimentos, além de auxiliar na
aproximacéo de resultados numéricos.

, . . . L1
Por exemplo, se tivermos de obter uma aproximagédo decimal da expresséo E em que

e
J2 = 1,4142, & mais simples efetuar o calculo na expressao 5 gue na expressao % paois

=) 2 °Ua  1ue

J2 o l4l4e 1 1

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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m Calcule:
a) 125
b) Y81
c) V49

m Simplifique os radicais:
a) V12

b) V18

c) 24

E Efetue:
a) 43 + 643 — 2J3

b) 2450 + 125 — 6J5
c) 4316 + 2354 + 3128

BEEH A expressio V2242 éigual a:
a) 242
b) 2V4

d) 11
e) Yo
f) Y12

d) 32
e) V40

f) 296

d) 433 - 234
e) 6J10:2J5
f) 12316 : 632

c) 2%8
d) 128

Racionalize o denominador de cada fragao:

al)i
J2

m Obtenha uma fracdo com denominador racional equivalente a:

2
J5+1

a)

m (UEL-PR) Einstein propds uma nova interpretacdo do espaco e
do tempo, indicando que ndo sdo grandezas independentes,
absolutas e iguais para quaisquer observadores, mas relativas:
dependem do estado de movimento entre observador e obser-
vado. Um dos resultados dessa nova visdo é conhecido como
dilatagdo temporal, a qual afirma que um observador em repouso
emrelacdo a um fendmeno, ao medir sua duracdo, atribuir-lhe-a
um intervalo At, ao passo que um observador que fizer medidas
do fendmeno em movimento, com velocidade v, ira atribuir uma

duragao At’, sendo que
At

ap =-—2t
- (ef

C

em que c é a velocidade da luz. Considere que dois irméos gémeos
sejam separados ao nascerem e que um deles seja colocado em
uma nave espacial que se desloca com velocidade v pelo espaco
durante 20 anos, enquanto o outro permanece em repouso na
Terra. Com base na equacgao anterior, para que o irméao que ficou
na Terra tenha 60 anos no momento do reencontro entre eles, a

velocidade da nave devera ser de:
2cl2 9 8c
3 9

a)

b)% d) c

Resolva os exercicios complementares 6 a 12.

b 10
3J5

) 23
4J2 +3

e) 2c

g) ¥-125
h) ¥-32
i) ¥-1
g) %
. 75
D o

g) (¥5)F + 235

e) 292

Secgao 8.2 - Radiciagdo em R
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Secao 8.3

» Objetivos
» Definir poténcia para
qualquer expoente real.

» Representar poténcias
de expoente racional
sob a forma de radical.

» Calcular valores
aproximados

de poténcias com
expoente irracional.

» Termos e conceitos
* poténcia de

expoente racional

* poténcia de

expoente irracional

|

Poténcia de expoente real

Até aqui, estudamos as poténcias de expoente inteiro. Neste item, va-
mos ampliar o conceito de potenciagao, definindo poténcia de expoente
real, ou seja, expoente racional ou irracional.

1D Poténcia de expoente racional

A propriedade P3 dos radicais afirma que, para {n, k, p} CIN* e a € R.,
temos:

o = oP

Vamos estender essa propriedade admitindo a existéncia de poténcia
com qualguer expoente racional. Por exemplo, dividindo por 5 o indice do

radical e o expoente do radicando de 332 obtemos:
g = \at

Como a raiz primeira de qualquer niumero real & esse proprio nimero,
concluimaos:

5P = 55

Esse procedimento sugere que uma poténcia de expoente racional seja
definida como um radical, do seguinte modo:

Sendo a um numero real pasitivo e 0s numeraos inteiros k e n, com
n =1, definimos:
k
an = Ya

Se os numeros inteiros k e n forem ambos positivaos, define-se:

0n = 0" = 0
Exemplos

a) 85 =43

b) 9% = Gz = Jg =3

Propriedades das poténcias de expoente racional

As propriedades P1 a P5 das poténcias para expoentes inteiros, enun-
ciadas na pagina 255, continuam validas para expoentes racionais.

Exemplos

3 1 3,1 _7
al7e-7a=72 4=74

b] 80,9 . 80,4 — 80,8 -04 _ 80,5

1 1
c) (59 =52 =5

3 3 3

d) (Bx)u = 24 - x4
1
g2F_2
5 1
53

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



EXERCICIOS RESOLVIDOS

n Calcular o valor da expressao:

E = 81%5 + 1253 = (i)fo'zs
16

Resolucdo
Podemos resolver essa questao de dois modos diferentes.
1° modo
A expressdo é equivalente a:
1

E — (34)0,5 + (53)3 + (24)0,25
Aplicando as propriedades das poténcias de expoente racional, temos:
° (34)0,5 —3405_32_9g

1
« (5P =55=5=5
° (24)0,25 — 04025 _ 9l _ 9
Logo,E=9+5 + 2 =16.
2° modo

Podemos calcular o valor da expressao E aplicando a definicdo de poténcia de expoente racional,
isto é:

. 819 - 812 = {81 = 9

. 125% =125 =5

. 16%% = 164 = {16 = 2

Logo,E=9+5+2=16

3x
n Sabendo que a2 = 8, calcular o valor de a*.
Resolucgao

3x
Elevamos a % ambos os membros da igualdade az = &:

3x 2
9 3

[RIINY

az s = (2

=
= a'=4

Reprodugao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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m Represente as poténcias sob a forma de radical. m Se a> = b,com a = 0, entdo (Ja )* é igual a: =

2 1 3 o

a) 95 Q 7% a) bs d) b2 8

c

1 b) b4 e) bis o

b) 62 d) 30,75 ) s ) 8.

c) b s

S

E Represente os radicais sob a forma de poténcia. m (Ufac) Se 3* = 2 para algum x real, entéo o valor de g

a) 2 32¢& g

(@]

b) Ya® (com a = 0) a) V2 d) J2 "

M

q 12° 2 0

b) 3 e 3 2

2 &

1 2 1

E Resolva a expressao: E = 362 + 643 + 625« c) 2 @
AN
Resolva os exercicios complementares 13 a 21. ’
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1 Poténcia de expoente irracional

Como poderiamos definir a poténcia 3%

Sabemos que 2 = 1,41421356.... Assim, definimos 3'2 como o numero para o qual convergem
os valores nas duas colunas da tabela a seguir, em que, na primeira coluna, os expoentes de 3
séo aproximactes de 2 por falta, e crescem indefinidamente; e, na segunda, os expoentes de

3 s&o aproximagdes de J2 por excesso, e decrescem indefinidamente.

Valores aproximados de 3%
(aproximacgoes por falta)

Valores aproximados de 3%
(aproximacgoes por excesso)

3" = 14,655536722

3'° = 5196152423

3" = 14,706965002

3% = 14758961394

3™ = 1},727695035

3%15 = 14,732891793

341 = 1} 79873393

34198 = 1} 729253463

Observe gue, pelos célculos realizados nas duas colunas, podemos garantir que:
14,72873393 < 32 < 4,7292534U63

De maneira analoga, define-se qualquer poténcia de expoente irracional e base a, com a € R*.
Para a base 0 (zero) e o expoente t irracional positivo, define-se: 0' = 0. Por exemplo, 0% =0.

Propriedades das poténcias de expoente irracional

Demonstra-se que as propriedades de P1 a P5 das poténcias para expoentes inteiros, enun-
ciadas na pagina 255, continuam validas para expoentes irracionais.

Exemplos
a] LI'E'LI'EE — LI_«1§+5«/§ — LI'BE
b] 7311: . 771: — 73n71\: — 721\:

c) (285 =pB5 —p5—3p
d) (6x)® =6 - x*®

e](%

a7
Eﬁ

E Calcule o valor de:

[T

a) [(\@)ﬁ]ﬁ b) (7\/7)\‘2 C) (3ﬁ . 247)5 d) 1J5 + 0"
- 167 ..
m A expressao —— éigual a:
9342
a) 27 b) V2 9 2 d) % o) 4”7
O valor da expressdo (2% + 1) — 4% + 21+ 8 —1 &
a) 22+J3 b) 1 C) 21+J3 d) 2 e) 4J3
A
’ Resolva os exercicios complementares 22 a 24.

266
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A funcao exponencial

Secao 8.4

» Objetivos As aplicagdes financeiras em instituicdes bancarias tém rendimento
» Identificar uma funcao diario e operam em regime de juro composto, isto &, no final de cada dia, o
exponencial. juro é acrescido ao montante do dia anterior. Se um capital de R$ 2.000,00

for investido em uma dessas aplicagdes financeiras, cuja taxa diaria de juro

» Aplicar o conceito da
P seja de 0,04%, qual serd o montante acumulado em t dias?

funcao exponencial na

resolucéo de problemas. Como vimos no capitulo de Matematica Financeira, se um capital inicial
C é aplicado em regime de juro composto a taxa constante i por unidade de
Y Termo e conceito tempo (dia, més, ano etc.), ent&o o montante M acumulado em t unidades

* funcao exponencial de tempo € dado por:

M=C@+i)
Assim, 0 montante acumulado em t dias pela aplicacéo de RS 2.000,00
a taxa diaria de juro composto de 0,04% é dado pela funcao:
M = 2.000(1 + 0,0004)", ou seja, M = 2.000(1,0004)"

Essa funcéo, por apresentar a variavel t como expoente de uma cons-
tante positiva e diferente de 1, € chamada de fungéo exponencial. Embo-
ra, nesse caso, a variavel t s6 possa assumir valores em [N, pois o juro é
acrescido ao montante anterior ao final de cada dia, podemos conceituar
esse tipo de fungdo com dominio IR, conforme a definicdo a seguir.

Chama-se funcao exponencial toda funcéo f: R — [R* tal que
fix) = a,coma € R* e a# 1.
Exemplos

a) flx) = 2 b) g0 = 5° &) hix) = (')

1D Grafico da funcao exponencial

Vamos esbogar o gréafico de fungfes exponenciais a partir de alguns
pontos obtidos por meio de uma tabela, conforme mostram os exemplos
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a seqguir.
Exemplos
alflx)] =2 Atribuindo a x os infinitos valores reais, obtemos
o gréfico:
X fx) v
1 ©
C
=]
1 - DIf) =R g
-2 E &
« Im(f) = R* 3
(&
3 1 - fécrescente em todo E
e o seu dominio. <
I
0 1 od
@
1 2 ]
[47]
2 I -3 -2 -1 X
L i~
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b) glx) = (%) Atribuindo a x os infinitos valores reais, obtemaos o grafico:

x | gl g
-3 8
- n - D(g) =R
. — *
. . Im(g) = IR*
+ g édecrescente em
0 1 -
todo o seu dominio.
1
! 2
1
e 4
1 X
3 8
1
71
8

1 Propriedades da funcéao exponencial

Pl. Afungéof:R— R*talquef(x) =a’,coma> 0ea # 1, & injetora. Isso significa que, para
guaisquer x; e x, do dominio de f, temos a equivaléncia: f(x;) = f(x.) & x; = x,, ou seja:

a1=0a%° & X=X

P2. Afuncaof:IR—[R* tal que f(x) = a*,coma > 1, & crescente. Isso significa que, para quais-
guer x; e x, do dominio de f, temos a equivaléncia: f(x.) > f(x;) & x, > x;, ou seja:

ae> 0" & x> X

fix)=a*(coma>1)

P3. Afuncaof:IR — [R*tal que f(x) = a*,com 0 < a <1, & decrescente. Isso significa que, para
quaisquer x, e x, do dominio de f, temos a equivaléncia: f(x,) > f(x;) & x, < x;, ou seja:

ae>av o x, <X

fx)=alcom0<a<1)

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

n Uma amostra de 4 kg de uma substéancia radioativa

se desintegra a razéo de 0,25% ao ano.

a) Qual é a equagdo que expressa a massa M dessa
amostra, em quilograma, em funcdo do tempo
t, em ano?

b) Com o auxilio de uma calculadora cientifica, cal-
cular a massa dessa amostra daqui a trinta anos.

Resolucao

a) Raciocinando como no caso do calculo do mon-
tante a juro composto, temos que o valor M de
uma grandeza qualquer a partir de seu valor
inicial C, do tempo t e da taxa constante i de
variagdo pode ser calculado pela férmula:

M = C(1 + i),
em queteisereferem a mesmaunidade de tempo.
Assim, a amostra de 4 kg que se desintegra a ra-
zao de 0,25% ao ano terd daqui a t anos a massa
M, em quilograma, dada por:
M = 4(1 — 0,0025)", ou seja, M = 4(0,9975)"
Note que adotamos a taxa negativa, pois ela
representa uma taxa de decrescimento.
Para calcular a massa da amostra, em quilogra-
ma, daqui a trinta anos, basta substituir por 30
a variavel t da funcéo obtida no item a:

M = 4(0,9975)*°
Usando uma calculadora cientifica, obtemos:
(0,9975)* ~ 0,93 e, portanto:

M=~4-093 = M~ 3,72

Assim, daqui a trinta anos a amostra tera 3,72 kg,
aproximadamente.

b

~

A figura a seguir apresenta o grafico da funcao
fx) = % e um tridngulo ABC cujos vértices B e C

pertencem ao grafico de f. Calcular a area desse
tridangulo.

EXERCICIOS PROPOSTOS

Construa o grafico e determine o dominio e o con-
junto imagem das fungoes:

e N
) £ =3 | b) 99 = |
(Mackenzie-SP) O menor valor assumido pela fun-
~ _(1-¥
caogl) =1 "¢
1 1 1
4 = = =
a) 8 b) ) > d) 1 e) 3

Um corretor de uma bolsa de valores previu que,
durante certo dia, o preco de cada acdo de uma em-

presa poderia ser determinado pela funcaoy = (%) ,

em que y é o preco, em real, e x é o tempo, em hora,
decorrido a partir da abertura do pregao.

Resolva os exercicios complementares 25 a 27 e 44 a 51.

NE---\D

[ R
x

Resolugao

Temos:
e a ordenada do ponto B é f(2), que é obtida atri-
buindo-se o valor 2 a variavel x da fungao f:

¢ a ordenada do ponto C é f(3), que é obtida atri-
buindo-se o valor 3 a variavel x da fungao f:

Assim, podemos calcular as medidas dos segmen-
tos AB e AC:

y

B
;
2

AB=3-2=1
AC=16-08=0,8
Concluimos, entdo, que a area S do tridngulo é
dada por:
_AB-AC _, s=1'0’8=
2 2

S 0,4

a) Esboce o grafico da funcéo y = (%) , conside-

rando que o pregdo teve exatamente 5 horas de
duracgao.

b) Observando o grafico que vocé construiu, classi-
fique como verdadeira (V) ou falsa (F) cada uma
das afirmacoes:

Lf(4)>f0)
1. f(2) <f(1)
I1I. Sex, e x,sdo elementos do dominio de f, com
X, > X,, entdo f(x,) > f(x,).
IV. Se x, e x, sdo elementos do dominio de f, com
X, > X;, entdo f(x,) < f(x,).
V. Se x, e X, sdo elementos do dominio de f, com
f(x1) = f(x,), entdo x; = x,.

Secéao 8.4 - A fungao exponencial
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Secao 8.5

» Objetivo

» Resolver problemas
por meio de equacdes e
inequacdes exponenciais.

\ W—

Equacao e inequacao exponencial

1 Equacao exponencial
Acompanhe o problema a seguir.

Por quanto tempo deve permanecer aplicado um capital de R$10.000,00,
a taxa de juro composto de 10% ao ang, para que o montante atinja
RS 14.641,007?

Indicando por t o tempo, em ano, aplicamos a formula M = C(1 + i)',
obtendo:

14.641 = 10.000(1 + 0,1)° = 14.641 = 10.000(1,1)
- (L) = 14641

Note que essa resolugcédo conduziu a uma equacgéo cuja incégnita esta
no expoente de uma poténcia de base positiva e diferente de 1. Esse tipo
de equacédo é chamado de equacao exponencial.

Os métodos de resolugéo desse tipo de equagao, que estudaremos a
seguir, permitem determinar o valor de t nesse exemplo, que é 4. Assim, o
capital deve permanecer aplicado por quatro anos.

Generalizando, definimos:

Equacao exponencial ¢ toda equacéo que apresenta a incagnita
no expoente de uma ou mais poténcias de base positiva e diferente
de 1.

Exemplos
al5 =25 b) 9" - 3=8 cl2'=05

Resolucao de uma equacao exponencial

A resolugédo de uma equagao exponencial baseia-se na propriedade P1
das funcdes exponenciais, isto &, sendo a um numero real qualquer, com
a>0ea # 1, temos:

Exemplo
Vamos resolver em R a equagdo 3 = 9.

0 numero 9 pode ser representado por 3°. Assim, a equacao proposta
é equivalente a 3* = 3%
Pela propriedade P1 das fungdes exponenciais, temos:
F=3 = x=2
Portanto, o conjunto soluc&o da equacgéo é: S = {2}.
Além dessa propriedade, muitas vezes é necessario aplicar outros

recursos para resolver equagfes exponenciais, conforme mostram os
exercicios resolvidos a seguir.

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



)) EXERCICIOS RESOLVIDOS

n Resolver em R a equagao 64" = 32.

Resolucao

Decompondo em fatores primos os nimeros 64 e
32, obtemos uma igualdade de poténcias de mesma
base positiva e diferente de 1.

64 | 2 32 | 2
32 | 2 16 | 2
16 | 2 8|2
8 2 = 64=2° 412=32=2°
4 2 2|2
2 2 1
1
Assim: 64" =32 = (2 =2°
26x — 25

Pela propriedade P1 das funcgdes exponenciais,
temos:
2% =2 = 6x=5
=2
6
5

Logo, o conjunto solucdo da equagdo é: S = [g}

Resolver em R a equagao 7° = 5%

Resolucdo
Dividindo por 5 ambos os membros da equacéo,
temos:  ex X
_5 (Z) -
5

\0

O numero 1 pode ser representado por (%) .
. 7 X B 7 0 B
Assim: (=] =|=| = x=0
5 5

Portanto, o conjunto solugao da equagédo é: S = {0}.

m Resolva, em RR, as equagoes.

a) 64° = 256
b) 25x+2 — 125x+5

9 s =%

125 4
d)5* =1
e) 7% =8"
f) 25° =5

Nas proximidades da superficie terrestre, a pressio
atmosférica P, em atmosfera (atm), é dada em fun-
¢do da altitude h, em quilémetro, aproximadamente
por P(h) = (0,9)".

Se, no topo de uma montanha, a pressdo é 0,729 atm,
conclui-se que a altitude desse topo é:

a) 6 km d) 4km
b) 52km e) 3km
c) 5km

m Resolver em R a equagdo 3* "2 + 3* ' = 84,

Resolucao
34 =84 = 3%-32+3: 3 =84

ouseja:9-3"+%=84

Fazendo a mudanca de variavel 3* = k, temos:

9k+§:84:>27k+k=252
- 28k = 252
k=9

Retornando a variavel original x, substituimos k
por 3" e obtemos: 3* =9 = 3* =3’

LXx=2

Logo, S = {2}.

Resolver em R a equagdo 9* — 3* = 6.

Resolucao

Como 9* = (39)* = (3%, a equacéo proposta é equi-

valente a (3%’ - 3* - 6 = 0.

Fazendo a mudanca de varidvel 3* = k, temos:

¥-k—-6=0

Resolvemos essa equagdo do 2° grau na incégnita k:

A=(-1—-4-1-(-6)=25

(1) #5145

2:1 2

Retornando a variavel original x, temos:

3*=30u3 =-2

e Para 3* =3, temos x = 1.

e Para 3" = —2, ndo existe x, pois toda poténcia de
base positiva € um nimero positivo.

Logo, o conjunto solucdo da equagdo é S = {1}.

k= = k=30uk=-2

Determine o conjunto dos valores reais de x que
satisfazem cada uma das equagdes.
a) 2x+1+2xfl=20 b) 3x+1_3x+2=_54

Considerando o universo R, obtenha o conjunto
solugao das equacoes:
a) 25 -6:5°+5=0
b) 49°—6-7°~7=0

Q 4-3-27148=0
d)3* 1 +2-3=1

(FGV) Uma instituicdo financeira oferece um tipo
de aplicacdo tal que, apds t meses, o montante M,
relativo ao capital C aplicado, é dado por M = C - 2°%,
em que C > 0.

O menor tempo possivel para quadruplicar uma
certa quantia investida nesse tipo de aplicacdo é de:
a) 5 meses

b) 2 anos e 6 meses

c) 4 anos e 2 meses

d) 6 anos e 4 meses

e) 8 anos e 5 meses

Secéao 8.5 - Equacgao e inequacéao exponencial
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m (UFMG) A populacgdo de uma colonia da bactéria

E. coli dobra a cada 20 minutos.

Em um experimento, colocou-se, inicialmente, em
um tubo de ensaio, uma amostra com 1.000 bacté-
rias por mililitro.

No final do experimento, obteve-se um total de
4,096 - 10° bactérias por mililitro.

Assim, o tempo do experimento foi de:

a) 3 horas e 40 minutos

b) 3 horas

c) 3 horas e 20 minutos

d) 4 horas

alimentares, € uma das bactérias presentes no
intestino.

Suponha que as populagdes de dois vilarejos, A e B,
variam de acordo com as fungdes f(t) = 2> + 75 e
g(t) = 2""" + 139, em que t é o tempo, em ano, e as
expressoes f(t) e g(t) representam, respectivamente,

o numero de individuos desses vilarejos.

a) Considerando o instante atual como instante
zero, os graficos de f(t) e g(t) sdo formados por
pontos das curvas indicadas, a seguir, por f e
g, respectivamente (essas curvas nao sao os
proéprios graficos das fungoes, porque f(t) e g(t)
s6 podem assumir valores naturais). Determine
a e b na figura, coordenadas do ponto comum

afeg.

Resolva os exercicios complementares 28 a 32, 52 e 53.

1 Inequacao exponencial

Um partido palitico, avaliando as possibilidades de seu
candidato A vencer as eleigfes, realizou uma pesquisa e
concluiu gue o numero de eleitores do candidato A e de
seu adversario B variam em funcéo do tempo, em més, a
partir de um mesmo instante, de acordo com os graficos

representados ao lado.

Por meio de uma anélise, percebeu-se que os graficos
do numero de eleitores dos candidatos A e B podiam ser

Numero de individuos

|

0 a t

Anos

b) Daqui a quantos anos os dois vilarejos terdo o
mesmo nimero de individuos?

c) Daqui a sete anos, qual serd o numero de indivi-
duos do vilarejo A?

d) Calcule a taxa média de variacdo de cada uma das
fungobes fe g, quando t varia de dois a quatro anos.

O consumo de agua de uma cidade cresce 0,2% ao
ano. Sabendo que atualmente o consumo anual é
estimado em 4,5 bilhdes de litros, daqui a quanto
tempo o consumo sera de 4,57245 bilhdes de litros,
supondo que, nesse tempo, essa taxa de crescimen-
to continue constante?

Considere a tabela abaixo, em que cada niimero da
segunda coluna é o valor da respectiva poténcia
representada na mesma linha.

(1,002 1,0040
(1,002)® | 1,0080
(1,002)* | 1,0080
(1,002)° | 1,0100

(1,002)° 1,0121

(1,002)" 1,0141

(1,002)° 1,0161

(1,002)° 1,0181

(1,002)"° | 1,0202

400.000
300.000 \_ candidato B

200,000 ] _—e candidato A

Numero de eleitores

100.000

aproximados, respectivamente, pelos gréaficos das fungdes 1.2 3 4 t

t t
Alt) =2-10°-(1,8)12 e B(t) = 4 - 10° - (0,4)12, em que t re-

presenta o tempo, em més.

Meses

Notamaos que, se a tendéncia descrita nos graficos se mantiver, o candidato A vai ultrapassar

o candidato B em numero de votos.
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Para determinar por guanto tempo o candidato A estard em desvantagem em relagéo ao
candidato B, basta resolver a inequacgéo:
t t
2-10°- (1,6)12 < 4 - 10° - (0,412

Esse tipo de inequacéo, por apresentar a varidvel no expoente de poténcias de base positiva
e diferente de 1, é chamada de inequacao exponencial. 0s métodos de resolugdo desse tipo de
inequacéo, que estudaremaos a seguir, permitem concluir que t < B, isto &, o candidato A estara
em desvantagem em relacéo ao candidato B durante seis meses.

Generalizando, definimos:

Inequacao exponencial é toda inequacéo que apresenta a variavel no expoente de uma ou
mais poténcias de base paositiva e diferente de 1.

Exemplos
a2 =8 b)5 + 5 2<p6 c)27 "e>g s d) (0,5)* ¥ < (0,25) *°

Resolucao de uma inequacao exponencial

A resolugdo de uma inequagao exponencial baseia-se nas propriedades P2 e P3 das fungbtes
exponenciais, gue enunciamaos novamente a seguir.

P2. 0> ad" & x, > x, Va,coma ERea>1
P3. 0> ad" & x,<x, Va,comaERel0<a<l1

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Bl Resolver em R a inequagdo 27**2 > 9°*°, BEN Resolver em R a inequagio (0,5)** < (0,25) *°.

Resolugao

(0,5)4)( +3 < (0,25))( +5 = (0,5)4)( +3 < [(O,S)Z]X +5

(0,5)4)( +3 < (0’5)2)( +10

Como a base (0,5) das poténcias é um nimero entre
Como a base (3) das poténcias é maior que 1, pela 0 e 1, pela propriedade P3, sabemos que o “sentido”
propriedade P2, sabemos que o “sentido” da desi- da desigualdade (<) é invertido para os expoentes,

. o isto é:
gualdade (>) se mantém para os expoentes, isto é: (05" 7 < (0,5)% " = 4x + 3 = 2x + 10
36> 310 o 3x +6>2x + 10 ’ v -

X>4

Resolucao

27x+2>9x+5:> (33)x+2>(32)x+5
33x+6 > 32x+10

.'.22(27:x>Z

Logo, o conjunto solugdo da inequagao é:

Logo, o conjunto solugdo da inequagao é: 7
S= [xelRIsz].

S={x€R|x >4}

m Resolva em R as inequacgdes: m Considerando o conjunto universo R, determine o
a) 327 < gt e) < -1 conjunto solucdo das inequagdes:
b) (i)x+3>(l)x+4 f) 750 a) 5X+5X*2g276
25 5 b) 3" '+2.3 " '=11
c) 5°>1 g) 3*>7* € 9 —-4-3+3<0

AR

Secéo 8.5 - Equacgao e inequacéao exponencial



))) EXERCICIOS COMPLEMENTARES

m Um capital de R$ 1.000,00 foi aplicado a taxa de juro

Resolva os exercicios complementares 33 a 35 e 54 a 56.

composto de 10% ao ano.

a) Escreva uma equacdo que expresse o montante
acumulado em funcao do tempo t, em ano.

b) Durante quanto tempo o montante acumulado
serd inferior a R$ 1.331,00?

& Exercicios técnicos

“ (Fuvest-SP) O menor nimero inteiro positivo que

H

devemos adicionar a 987 para que a soma seja o
quadrado de um numero inteiro positivo é:

a) 37 d) 34
b) 36 e) 33
c) 35

(UFMT) Sobre o nimero natural n = 2*° — 1, considere
as seguintes alternativas:
I. n é um maultiplo de 31.
II. n é um multiplo de 5.
I1I. n é um ndmero primo.
IV. n é um nimero par.
Estdo corretas as afirmativas:
a) MelV. d) IellL
b) lelll e) Iell
c) eIV

Seja a um numero real com representacgdo decimal
finita e a = k - 10™. Quais as condi¢bes sobre os nu-
meros k e m para que a representacao k - 10" seja a
notacgédo cientifica do nimero a?

Represente em notacdo cientifica os seguintes na-
meros:

a) 3.000.000.000
b) 15.000.000

c) 250.000.000
d) 10.000

€) 0,0000005

f) 0,0000000025
g) 0,0000032

h) 0,438

Dados os nimeros M = 2,45 X 10®¥ e N = 4,7 X 10%,
pode-se afirmar que M + N é igual a:

a) 4,76 x 10 d) 4,96 x 10"

b) 2,497 x 10 e) 5,02 x 10%

) 2,38 x 10%

Efetue:
a) 5v24 +4J2 - 2J3 + J6
b) 1044 :32 + 416 — 2

Efetue:

a) J7 -7 d) 33 - 337
b) 35 - s? e) 4J3-J3

o B -3 f) 233 -3¢

Qual deve ser o expoente x para que o resultado da
expressao 3. 3¢ sejaigual a 37

Uma substéancia perde 60% de sua massa a cada
més. Considerando que, nesse momento, a massa
dessa substancia seja de 1.000 g:

a) determine uma equagdo que expresse a massa
m dessa substancia, em grama, em func¢édo do
tempo t, em més;

b) para que valores de t, da funcdo do item a, a
massa m da substancia serd menor que 64 g?

Sendo n um numero natural ndo nulo, qual deve
ser o expoente x para que o resultado da expressao

W3p . 3¢ seja igual a 3?

O produto da soma pela diferenca de dois nimeros,
aeb, édado por: (a + b)(a — b) = a® — b’. Aplicando
esse produto notavel, efetue:

a) (V5 +2)(J5 - 2)

b) (25 + 3)(2J5 - 3)

o) (247 +3)(2J7 - J3)

Racionalize o denominador das fragoes:

a) 1
332

b) L, sendo a um numero racional positivo.
3a

) SLZ, sendo b e c nimeros racionais positivos.

bic?

Obtenha uma fragdo com denominador racional
equivalente a:

a) 5 )
2J5 =7

b) 20
542 + 243

2
3J2 - 203

Represente as poténcias sob a forma de radical:

a) 5: b) 9 o 8%

Represente os radicais na forma de poténcia:
a) V7 ) Ya® (com a = 0)
b) 3x¥ (com x = 0)

1
Calcule o valor da expresséo: E = 16%”° + 83 — 257%°

(Unimar-SP) Simplificando a expressao:

1 1
{[(n +2)%2 — 4(n + 1) }2, com n = 0, obtém-se:
a) 1
byn+1

o n’
dn-1

e)n

(UEMT) Calcule o valor da expressao:
(1)73: 1y (s)+ (i)o
2 4 32

Determine o valor de: (0,09)** + (0,0016)°*
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1 1
Dadoqueaz + a 2 =5,calculea + a™".

Usando uma calculadora cientifica, obtenha um va-
lor aproximado do expoente ao qual se deve elevar
o numero 10 para se obter o resultado 2.

(Sugestdo: Encontre esse nimero por tentativa.)

Com uma calculadora cientifica, sem usar as teclas
que apresentam simbolo de radical, obtenha uma
aproximacao com quatro casas decimais para cada
um dos radicais a seguir:

a) V3 b) 47 IRE)
As poténcias 5 e 22 tém valores aproximados 9,7
e 7,1, respectivamente. Com esses dados, calcule um
valor aproximado para 20",

Usando uma calculadora cientifica, obtenha uma
aproximagcdo para cada uma das poténcias:

a) 2 b) 5 o 2
Se (J3)% = x, entdo x*? é igual a:

a) V3 c) 3 e) 243
b) 33 d) 2

(Uece) Sobre a fungdo real dada por f(x) = 2, x ER, é
possivel afirmar, corretamente, que para quaisquer
p,qER:

a) fp +q) = fp) + f(a)
b) fip +a) =f() - f(@)
feta=fp-q
d fe+a =p-f@+a-fp)
O gréfico a seguir representa a fungéo f(x) = 2* ¥ — 1.
y
—1 X

O niimero k é:

a) inteiro par

b) inteiro impar

c) racional ndo inteiro e maior que 1
d) racional ndo inteiro e menor que 1
e) irracional

(Fatec-SP) Na figura abaixo, os pontos A e B sdo as
intersec¢des dos graficos das fungodes f e g.

y

A

——

0 2 X

Se g(x) = (N2)" e f é uma funcéo afim, entdo f(10) é
igual a
a) 3 b) 4 c) 6 d) 7 e 9

m Resolva em R as equagoes:

a) 121% =11*"3

b) 3* + 3’”2+3"*1=33—1
Q) 57142577 =26
d5-22"1-8.4"1=38

Considerando o universo R, obtenha o conjunto
solucdo das equacoes:

a) 16— 4" —2=0

b) 81"~ 9 - 6=0

Q) 2270 = (2" + 2

d) 44— (2+4J2)-22+2J2=0

(UFSCar-SP) Se a area do tridngulo retangulo ABC,
indicado na figura, é igual a 3n, conclui-se que f(n)
éigual a:

a) 2 y = f(x)

b) 22

d 3 =27
d) 342 A

e) 4

(UEMS) Sejam as fungdes reais f(x) = 3* "' — 25 e
g(x) = 18 - 37*. Pode-se afirmar que f e g se intercep-
tam no ponto de coordenadas:

a) (—1,54)

(Uece) Sejam p e q raizes da equagao

3% — 4.3 4 3 =0 Entdo o valor de 16(p + q) é:
a) 2

b) 4

c) 6

d) 8

e) 10

Resolva em R as inequagoes:
a) (0,2)2x 1 (0,04)3X+6

b) 81% < 2432

o (N2 t<(J2)=?

d) (m)nﬂ < ( 0,5)x+4

Considerando o conjunto universo R, determine o
conjunto solucdo das inequagoes:

a) 271 -3.2"<2x"2-5

b) 25~ 6-5 +5>0

o2y a3 +1e

Determine os numeros inteiros que satisfazem a
inequacao:
1

—3x—-4
(7) $2x+1S16x+3
2]
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N Exercicios contextualizados

m Para realizar uma pesagem utilizando uma balanga

w
=]

de dois pratos, coloca-se em um dos pratos o ob-
jeto que se deseja pesar e no outro, uma ou mais
pecas, chamadas pesos, de modo que os pratos
atinjam o equilibrio (fiquem no mesmo plano
horizontal). Assim, a massa do objeto sera igual
a soma das massas dos pesos, conhecendo-se a
massa de cada um.

Podemos também colocar o objeto e um peso em um
dos pratos e pesos no outro prato até obter o equili-
brio; assim, a massa do objeto sera a diferenca entre a
soma das massas dos pesos colocados no outro prato
e a massa do peso colocado junto com o objeto.
Demonstra-se que, para pesar um objeto cuja massa,
em certa unidade u, é um valor inteiro n, sdo neces-
sarios e suficientes pesos de massas 3°, 3%, 3%, ..., 3%,
na unidade u, tal que 3* é a maior poténcia inteira
de 3, menor que n.

Usando pesos cujas massas, em grama, sejam valores
inteiros, a menor quantidade possivel desses pesos
que permite realizar todas as pesagens de resultados
inteiros em grama, desde 1 ga 1.000 g, é:

a) 8 b) 7 c) 6 d) 5 e) 4

A massa do Sol é estimada em 2.000.000 - 10** kg.
Represente essa massa em notacéo cientifica.

A maior bactéria conhecida mede cerca de
0,000045 m. Expresse essa medida em notacgdo
cientifica.

Estima-se que o numero de moléculas que com-

pdem 1 cm® de ar atmosférico seja algo em torno

de 27.000.000.000.000.000.000.

a) Represente esse nimero em notagéo cientifica.

b) Expresse em notagao cientifica o nimero de mo-
léculas que compdem 1 dm? de ar atmosférico.

Sabendo que 1 mm?® de sangue tem cerca de

5.000.000 de glébulos vermelhos:

a) represente em notagdo cientifica o nimero de
glébulos vermelhos de 1 mm?® de sangue.

b) represente em notagédo cientifica o nimero de
glébulos vermelhos de 1 mL de sangue.

"M Imagem ampliada de glébulos vermelhos
humanos.

IEW Nas primeiras décadas do século XX, Edward Kasner

(1878-1955), doutor da Columbia University (EUA),
pensou em estabelecer um ntimero n de modo que
qualquer quantidade no universo pudesse ser repre-
sentada por um nimero menor que n. Esse niimero,
que Kasner estimou em 10'%, foi batizado de googol
por um sobrinho dele de 9 anos de idade.

MATHEMATICS

AND THE

IMAGINATION

Edwand Kasner and fames R. Netoman

€Em 1938, 0
matematico
Edward Kasner
publicou suas
ideias sobre o
goaogol no livro
Mathematics
and the
imagination.

SN pndbend amd paiinely (Rmeeomg bk adiel The calbiard feses
il musst of va un swy b Bermpr. " The Kew Rl

Represente em notagao cientifica:

a) metade de 1 googol.

b) 75% de 1 googol.

c) O triplo da milésima parte de um googol.
d) O quadruplo do inverso de 1 googol.

(Enem)

Técnicos concluem mapeamento
do aquifero Guarani

O aquifero Guarani localiza-se no subterraneo dos
territérios da Argentina, Brasil, Paraguai e Uruguai,
com extensdo total 1.200.000 quilémetros quadra-
dos, dos quais 840.000 quilémetros estdo no Brasil.
O aquifero armazena cerca de 30 mil quiléometros
cubicos de agua e é considerado um dos maiores
do mundo.
Na maioria das vezes em que sdo feitas referén-
cias a agua, sdo usadas unidades metro ctbico e
litro, e ndo as unidades ja descritas. A Companhia
de Saneamento Basico do Estado de Sdo Paulo
(Sabesp) divulgou, por exemplo, um novo reser-
vatério cuja capacidade de armazenagem é de
20 milhoes de litros.
Disponivel em: <http://noticias. terra.com.br>.
Acesso em: 10 jul. 2009 (adaptado).

Comparando as capacidades do aquifero Guarani e

desse novo reservatério da Sabesp, a capacidade do

aquifero Guarani é:

a) 1,5 X 10” vezes a capacidade do reservatério
novo.

b) 1,5 X 10° vezes a capacidade do reservatério
novo.

¢) 1,5 X 10° vezes a capacidade do reservatdrio
novo.

d) 1,5 x 10° vezes a capacidade do reservatdrio
novo.

e) 1,5 X 10° vezes a capacidade do reservatério
novo.

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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m A estrela Alfa da constelagdo do Centauro C, ou Pro-

xima Centaurii, esta a distancia de 4,057 x 10" km do
nosso planeta. O ano-luz é uma unidade astrondomi-
ca de distancia definida como a distancia percorrida
pela luz no vacuo durante um ano. Sabendo que a
velocidade daluz é 3 -10° m/s, determine a distancia,
em ano-luz, da Terra 3 estrela Alfa do Centauro C.
Expresse essa distancia em notagdo cientifica.

€ A Alfa do Centauro
C é a menor das trés
estrelas que formam
a constelagao do
Centauro, que é vista
da Terra como se
estivesse proxima ao
Cruzeiro do Sul.

Uma planta aquética cobre, atualmente, uma area
de 580 m” de um lago. Se a drea coberta pela planta
cresce a taxa de 5% ao dia, qual seré a drea coberta
do lago daqui a dez dias? (Dado: 1,05 = 1,629).

(UFG-GO) Um pai combinou que pagaria a mesada
de seu filho no dia 10 de cada més, comecando no
dia 10 de janeiro de determinado ano, com R$ 100,00,
sendo que o valor seria corrigido mensalmente em
1%. Em 10 de janeiro do ano seguinte, o valor pago
pelo pai, em real, foi:
a) (1,10)" - 100
b) (1,01)" - 100
¢ (1,10)*” - 100

d) (1,01)" - 100
e) (1,01)" - 100

(PUC-RS) A cada balang¢o anual, uma firma tem
apresentado um aumento de 10% de seu capital.
Considerando Q, o seu capital inicial, a expressao
que fornece esse capital C, ao final de cada ano (t)
em que essas condi¢gdes permanecerem, é:

a) C=Q,(1,1) d) C = c(0,2)"

b) C = C(1,2)" e) C = Q,(10)'

) C=Q,0,2)

(UEL-PR) Um automoével zero quildmetro é compra-
do por R$ 32.000,00. Ao final de cada ano, seu valor
diminui 10% em funcdo da depreciacdo do bem. O
valor aproximado do automovel, apds seis anos, é:
a) R$ 15.006,00. d) R$ 12.800,00.

b) R$ 19.006,00. e) R$ 17.006,00.

c) R$ 16.006,00.

Do inicio do ano 1701 ao final de 1900, a populagdo
mundial cresceu exponencialmente, passando de
600 milhoes para 910 milhdes. Calcule a taxa anual
constante de crescimento. (Use uma calculadora
cientifica.)

m (Vunesp) Duas fungdes, f(t) e g(t), fornecem o nua-

mero de ratos e o nimero de habitantes de uma
certa cidade em funcdo do tempo t (em anos), res-
pectivamente, num periodo de 0 a 5 anos. Suponha
que no tempo inicial (t = 0) existiam nessa cidade
100.000 ratos e 70.000 habitantes, que o nimero de
ratos dobra a cada ano e que a populacdo humana
cresce 2.000 habitantes por ano.

Encontre:

a) asexpressOes matematicas das funcgoes f(t) e g(t);

b) onumero de ratos que havera por habitante, apds
cinco anos.

(Enem) Suponha que o modelo exponencial
y = 363¢%%* em que x = 0 corresponde ao ano 2000,
x = 1 corresponde ao ano 2001, e assim sucessi-
vamente, e que y é a populacdo em milhdes de
habitantes no ano x, seja usado para estimar essa
populacdo com 60 anos ou mais de idade nos paises
em desenvolvimento entre 2010 e 2050. Desse modo,
considerando ¢*’ = 1,35, estima-se que a populacao
com 60 anos ou mais estara, em 2030, entre:

a) 490 e 510 milhdes. d) 810 e 860 milhoes.

b) 550 e 620 milhoes. e) 870 e 910 milhoes.

c) 780 e 800 milhdes.

(Nota: Embora néo seja necessario para a resolugéo
desse problema, informamos que a letra ¢ repre-
senta um numero irracional que vale, aproxima-
damente, 2,718.)

Um bidlogo constatou que, a temperatura de —1°C,

a populacao de uma cultura de fungos era estimada

em 4.000 individuos e que, a cada grau Celsius de

aumento na temperatura, morriam 75% dos indi-
viduos.

a) Indicando por f(x) a populagdo remanescente,
em milhar de individuos, a temperatura de x
grau Celsius, escreva a equagao que relaciona
f(x) ex.

b) Esboce o grafico da fungdo exponencial que
contém os pares ordenados (X, f(x))-

Em um experimento foram colocados, em um mes-
mo recipiente, dois tipos de bactérias, A e B, sendo
que as do tipo A sdo predadoras das do tipo B. Fa-
zendo a contagem dos individuos em varios estagios
do experimento, observou-se que as quantidades
de bactérias do tipo A e do tipo B, em centenas,
podiam ser expressas em funcdo do tempo, em
horas, respectivamente, pelas fungdes f(t) = 3" "' e
g(t) =9' ',em quet = O representa o instante inicial
do experimento.
a) Calcule o nimero de bactérias de cada um dos
dois tipos no inicio do experimento.
b) Quantos minutos, apds o inicio do experimento,
o numero de bactérias do tipo A se igualou ao do
tipo B?

»
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IEE} (UrPB) O valor de certo imével, em real, daqui a t

anos é dado pela fungdo V(t) = 1.000(0,8)". Daqui a
dois anos, esse imovel sofrerd, em relacdo ao valor
atual, uma desvalorizacao de:

a) R$ 800,00. c) R$512,00.
b) R$ 640,00. d) R$ 360,00.

€) R$ 200,00.

(UEL-PR) A relagdo a seguir descreve o crescimento
de uma populacdo de microrganismos, sendo P o
nuamero de microrganismos, t dias apds o instante
zero P = 64.000 - (1 — 2°*™). O valor de P é superior
a 63.000 se, e somente se, t satisfazer a condicao:

a)2<t<16 d) t>60
b) t> 16 e) 32<t<64
c) t<30

A partir do instante zero (t = 0), um biélogo come-
cou a estudar o crescimento de duas populacdes, A
e B, de cupins. Apés o estudo, o cientista concluiu
que, em t meses, os numeros f(t) e g(t) de indivi-
duos de A e B, respectivamente, eram dados por
f(t) =300 2" + 900 e g(t) = 70 - 2'* % — 140.

EXERCICIOS DE REVISAO CUMULATIVA

Qual das alternativas abaixo apresenta uma expres-
sdo cujo resultado é um numero racional?

a) 2J3 o (V2 +J3)7-2J6 e)S%
b) 3+42 d) (32)

Os gréficos abaixo representam funcoes afins que
descrevem os montantes M, e M,, em real, em funcao
do tempo, em més, de duas aplicacoes financeiras que
se iniciaram no mesmo instante. Depois de quantos
meses do inicio das aplica¢oes os montantes acumu-
lados nas duas aplicagdes tornaram-se iguais?

M

1.040 1
1.000

720
600

a) Qual era o namero de individuos de cada popu-
lagdo no inicio do estudo?

b) Durante quanto tempo o nimero de individuos
da populacdo A permaneceu maior ou igual ao
nimero de individuos da populacédo B?

(UFPR) Em estudos realizados numa area de protegao
ambiental, bidlogos constataram que o nimero N de
individuos de certa espécie primata esta crescendo
em funcao do tempo t (dado em anos), segundo a
expressao

600

Nt)=—————
5+ 3x270u

Supondo que o instante t = O corresponde ao inicio
desse estudo e que essa expressao continue sendo
valida com o passar dos anos, considere as seguintes
afirmativas:

1. Onumero de primatas dessa espécie presentes na
reserva no inicio do estudo era de 75 individuos.

2. Vinte anos apés o inicio desse estudo, o nime-
ro de primatas dessa espécie serd superior a
110 individuos.

3. A populacdo dessa espécie nunca ultrapassara
120 individuos.

Assinale a alternativa correta.
a) Somente a afirmativa 1 é verdadeira.

b) Somente as afirmativas 1 e 2 sdo verdadeiras.
c) Somente as afirmativas 1 e 3 sdo verdadeiras.
d) Somente as afirmativas 2 e 3 sdo verdadeiras.
e) As afirmativas 1, 2 e 3 sdo verdadeiras.

Ao concluir o estudo deste capitulo, resolva
estes exercicios, que envolvem alguns assuntos
estudados nos capitulos anteriores.

n Os gréficos abaixo representam a funcdo quadratica

f(x) = x¥* — 5x + 6 e uma funcdo afim g. Determine
as coordenadas do ponto P.

y

I Qual dos dois nimeros é maior: 245 + 3 ou

3J5 +0,76?

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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ANALISE DA RESOLUCAOD

) Um aluno resolveu o exercicio abaixo, conforme reproduzido a seguir. Observe a
resolucao e reflita sobre o comentario.

Exercicio
Determine os valores reais de m para que a equacao 4* + (m — 3) - 2* + % = 0,na incégnita x,

nao admita raiz real.

Resolucao

2
qx+(m_5] 'QY"":’_':O % {fax) + (m—b) . &.x+—1q—-=o

4 . X )
Aum.umol& ) 125'1 15,
16‘9'+(m—3hﬁ« +1T:
a‘—’("‘i."a)&‘—-q 01'-.1--

Y

A= me 6m +8
Para, nak fan WW'B&MMW
2
::q{_@;‘;ﬂzii<1og %15“?4“3 MW jefm}=m°l-6m+8

A=36-32 y:

A= 4 |

oretyr T \ / :
IANEIA ™

2 Now = 2

o\ A4S+ (m=3) s+ - =0
J.C}M.O.?Clﬁ' {f \T
4 compie®’
mhdﬁ'ttnmnavb/nmim&&(m‘(q‘ I

Comentario
A resolucao desse aluno esta incompleta. De fato, se a equagado polinomial
yV+m-3)-y+ % = 0 nao tiver raiz real, entao a equacao exponencial

1

4+ (m—3)-2"+ 0 0 também nao terd raiz real. Porém, ha mais um caso a ser estudado,

que foi esquecido pelo aluno: se as raizes da equagao polinomial forem negativas, a equagao
nao tera raiz real, pois a igualdade 2* = y sé é possivel para y > 0.

) Agora, refaca a resolucéo, corrigindo-a.

»



Capitulo

As necessidades de cada época
estimulam a criacao de teorias e
de ferramentas para solucionar
problemas. Assim aconteceu com
os logaritmos, que foram criados
guando os calculos numéricos
passaram a ser um obstaculo na
evolugao das ciéncias.

Neste capitulo, estudaremos
aideia de logaritmo, suas
propriedades e aplicacdes praticas
e tedricas.

9.1 Logaritmo

Atualmente, a aplicagdo dos
logaritmos ultrapassou a fronteira

dos cdlculos, passando a ser um dos
conceitos matemadticos mais utilizados
nas ciéncias.

9.2 Numero de Neper e
logaritmo neperiano

Para a construgdo dos logaritmos,
John Neper utilizou um niimero
irracional conhecido atualmente como
niimero de Neper.

9.3 Funcao logaritmica

A fungdo logaritmica é uma ferramenta
indispensdvel na modelagem de
fendmenos que envolvem crescimento

e decrescimento exponencial de
grandezas.

9.4 Equacao e inequacao
logaritmica

As equagoes e inequagoes logaritmicas
sdo necessdrias a determinagdo de
valores desconhecidos em situagoes que
envolvem crescimento e decrescimento
exponencial de grandezas.

Funcao logaritmica

os ingredientes basicos para o desenvolvimento humano.

Uma medida para o bem-estar

Trabalho, ou seja, suporte financeiro, saude e educacdo sdo
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Para combater a ideia de que
desenvolvimento é s6 uma questao de
dinheiro, o Programa das Nacoes Unidas
para o Desenvolvimento (PNUD) criou o
indice de Desenvolvimento Humano (IDH).

IDH - 2007

O IDH é a média de trés indices: esperanca de
vida, grau de instrucao e Produto Interno Bruto
(PIB) - calculados em uma escala de zero a um.
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Capitulo 9 - Funcao logaritmica
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Secado 9.1

» Objetivos

» Calcular logaritmos a
partir da definicao.

» Calcular logaritmos
aplicando propriedades.

» Aplicar o conceito de
logaritmo na resolugéao
de problemas.

» Termos e conceitos

* logaritmo
* logaritmo decimal

| W —

Logaritmo

1 0s fundamentos da teoria
dos logaritmos

Como estaria hoje o conhecimento astronémico se
o matematico e astrénomo alemé&o Johannes Kepler
(1571-1630) tivesse a sua disposigdo uma dessas
modernas calculadoras eletronicas, tdo comuns
no nosso dia a dia?

Essa guestdo provoca algumas reflexdes
interessantes, por exemplo: o tempo despendi-
do por Kepler em célculos desgastantes, como
3,25694 - 1,78090 ou 3,25694 : 1,78080, tao A John Napier, criador
frequentes em estudos astronémicos, poderia 908 legaritmos.
ter sido empregado em pesquisas e, talvez, tivessemaos hoje uma quarta
lei de Kepler.

Até o século XVII, porém, calculos envolvendo multiplicacdes ou divi-
sfes eram bastante trabalhosos, ndo s6 na Astronomia mas em todas as
ciéncias gue tratassem de medidas. O escocés John Napier (1550-1617),
também conhecido como Neper, preocupou-se seriamente em simplificar
esses calculos e, apos vinte anos de pesquisas, publicou, em 1614, o resul-
tado de seus estudos, apresentando a teoria dos logaritmos. O principio
basico dos logaritmaos é: transformar uma multiplicagdo em adicdo ou uma
divisdo em subtracéo, pois adicionar ou subtrair nimeros é normalmente
mais rapido que multiplica-los ou dividi-los.

Aideia de Neper é relativamente simples: representam-se os nimeros
positivos como poténcias de um mesmo numero. Por exemplo, cada coluna
da tabela abaixo apresenta um numero e a respectiva representacdo como

poténcia de base 10. Assim, na primeira coluna, temos 1,78090 = 10°%#5%%*,
Numero 1,780380 1,82881 3,25694 5,80029
POténCia de base 10 100.25064 100.28217 100,51281 100,76345
Com essa tabela, podem-se calcular:
12 coluna da tabela 42 coluna da tabela
’ ]
— —
a] 8 ESBB” . 178090 — 100,51281 . 100.25084 — 100,51281+ 0,25084 — 100,76345 — 5 80089
! ! — —_— ’
’ $ conserva-se a base 10 e

32 coluna da tabela adicionam-se os expoentes

Observe gue o produto foi calculado pela soma dos expoentes das po-
téncias de dez.

b] 8 25894 : 178090 — 100,51381 . 100,85084 — 100,51881* 0,25084 — 100,28317 — 1 82881
Observe que o quociente foi calculado pela diferenca dos expoentes
das poténcias de dez.

Notas:

1. A base dez foi sugerida a Neper pelo matematico Henry Briggs (1561-
-1630), que publicou em 1617 a primeira tabela de logaritmos.

2. 0 vocabulo logarithmus foi criado por Neper pela jungdo das palavras
gregas: logaos, que significa “razao” ou “célculo”, e arithmas, que significa
“numero”.
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0 conceito de logaritmo

Para desmistificar desde ja a palavra logaritmo, saiba que esse nome foi criado por Neper
para substituir a palavra “expoente”, conforme explicamaos a seguir.

Considere uma poténcia qualquer de base positiva e diferente de 1, por exemplo:
3*=181

Ao expoente dessa poténcia damos o nome de logaritmo. Dizemos que 4 é o logaritmo de
81 na base 3. Em simbolos, escrevemaos:

3"=81 < logy81 =4

Exemplos
al2"=16 < log,16 =4 bJS*E:l@Iogl:—E c) 1)3:—<:>|OQL=8
9 °9 5/ 125 1125
Definimos:

Sendo a e b numeraos reais positivos, com b # 1, chama-se logaritmo de a na base b o expo-
ente x tal que b* = a.

log,a=x © b*=a

Na sentenca log, a = x:
- a é o logaritmando;
+ b é a base do logaritmo;
+ x é o logaritmo de a na base b.

Exemplos
a) logs 25 € o expoente x da poténcia de base 5 tal que 5° = 25.
Entao:
5 =025 < 5 =5

x=2
Assim, logs 25 = 2.

b) IogeL & o0 expoente x da poténcia de base 2 tal que 2* = L.
32 32
Entao: 1
X _ _— X -5
2 30 s 2f=2
1 s.ox=-5
Assim, log; 30 —5.

c) log; 1 € 0 expoente x da poténcia de base 3 tal que 3* = 1.
Entao:
=1 3¥=3°
x=0
Assim, logs 1 = 0.

d) log, P eo expoente x da poténcia de base 7 tal que 7* = 7.
Entao:

2
7= o T7=15

.'.X=g

Assim, logy Ei/? = %
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=

Notas:

1. Aexisténcia e unicidade de log, a é garantida pelas condigées:a > 0,b > 0 e b # 1. Ou sgja, se
alguma dessas restrigdes néo for obedecida, ndo estara garantida a existéncia ou a unicidade
do logaritmo. Por exemplo, de acordo com a definigéo:

+ log, (—4) deveria ser um Unico numero x tal que 2 = —4, o que é impossivel, pois qualquer
poténcia de base positiva é positiva.

- log, 2 deveria ser um Unico nimero x tal que 1* = 2, o que & impossivel, pois qualquer poténcia
de base 1 é igual a 1.

- log, 1 deveria ser um Unico numero x tal que 1* = 1, porém existem infinitos valores de x que
satisfazem essa igualdade.

2. Eimportante observar a estreita ligagéo entre o logaritmo e a func&o exponencial. Por exemplo,
o calculo de um logaritmo recai na resolucdo de uma equagado exponencial. Mais adiante, no
estudo da funcédo logaritmica, vamos detalhar melhor essa relagao.

Logaritmo decimal

Suponha que um pequeno dado seja
solto sobre a superficie terrestre: o
impacto da sua queda liberara energia
e fard a superficie vibrar levemente. Se
o0 dado for substituido por um tijolo, a
energia liberada fara vibrar mais inten-
samente essa superficie. Imagine, agora,
gue um cubo macico de granito com
2 kmdearestasejasoltodeumaalturade
280 km: a energia liberada seréa equiva-
lente a 200 trilhdes de quilowatt-hora
(kWh). Essa foi a medida da energia libera-
da pelo terremoto ocorrido em Sao Fran-
cisco, Califérnia, em 1906. Mais violento

ainda foi o terremoto que arrasou Lisboa - - :
em 1755, liberando energia equivalente a M Vista da cidade de Sao Francisco, no estado da Califérnia,

350 trilhdes de KWh apas o terremoto de 1906.

A intensidade de um terremoto pode ser medida pela escala Richter, criada pelo sismdélogo
norte-americano Charles Francis Richter (1900-1985). Nessa escala, a intensidade I de um ter-
remoto em fungéo da energia E liberada pelo terremoto, em quilowatt-hora, é dada por:

2 E

I=§|OQE—O

em que £, = 7 - 107 kWh e o logaritmo é decimal, isto &, tem base 10.

Ty T o -

Chama-se logaritmo decimal aguele cuja base é 10.

Indica-se o logaritmo decimal de um numero a simplesmente por log a (a base 10 fica
subentendida).

Exemplo
log 100 é o expoente x da poténcia de base 10 tal que 10 = 100.

Temos:
10*=100 < 10" =107
sx=2

Assim: log 100 = 2
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1 Propriedades dos logaritmos

Aplicando as propriedades estudadas na fungdo exponencial, cbtemos as seguintes proprie-
dades dos logaritmos, para quaisquer nimeros reais positivos a e b,com b # 1:

Pl. log,b=1

De fato, indicando log, b por x, temaos:
log,b=x & b*=h
sx=1

Assim, log, b = 1.
P2. log,1=0

De fato, indicando log, 1 por x, temos:
log,l=x & b*=
b =p" = x=0

Assim, log, 1 = 0.
P3. log,a’ =y log,a(Vy,comy €R)

De fato, indicando log, a por x, temaos:

log,a=x & b*=a

Elevando ao expoente y ambos os membros da ultima igualdade, temaos:
BY =0 o b*=a

E pela definigdo de logaritmo:

b =" < yx =log,

Como x representa o log, a, concluimos:

y - log, a = log, &’
P4. log, b* = x (Vx,com x € R)

De fato, pelas propriedades P3 e P1, temaos:
log, b =x-log,b=x+1=x

Assim, log, b* = x.
P5. b°%% =g

De fato, indicando log, a por x, temaos:
log,a=x & b =a
Como x representa o log, a, concluimaos:

blUQb a _ a
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n Uma caixa-d’dgua com 5.000 L de capacidade tem, internamente, a forma de 10*
um cubo. X
Adotando o valorlog5 = 0,69 e os valores da tabela ao lado, calcular a medida, 0,20 158
em metro, de cada aresta do cubo.

~ 0,21 162
Resolucdo
Como 1L = 1 dm’, entdo: 5.000 L = 5.000 dm® = 5 m’ 022 | 186
Assim, indicando por a a medida, em metro, da aresta do cubo, obtemos: 023 170
a*=5 = 3=1log,5 : '
Pela propriedade da mudanga de base (P8), transformamos o logaritmo para 0ed4 | Lv4
a base 10:
0,25 1,78
log 5
3=log,5=>3=—"—
loga
log 5
loga = 08> _069 _ 0,23 = a = 10°%
3 3
Observando a tabela, concluimos que a = 1,70.
Logo, cada aresta do cubo mede 1,70 m.
») EXERCICIOS PROPOSTOS

E Sabendo que logs 11 = 1,34 e log,; 2 = 0,37, calcule: m Uma cultura de microrganismos, que cresce 20%

a) log; 22 c) logg 5,5 e) log,; 2 por hora, apresentava 100.000 individuos no inicio

de um estudo. Adotando log 2 = 0,30 e log 3 = 0,48,
calcule o tempo necessario, a partir do inicio desse
estudo, para que a cultura atinja 300.000 individuos.

b) log, % d) log, 11 f) log; 16

Sabendo que log 5 = 0,69 e log 3 = 0,48, calcule
log 6. EI

Ao perceber uma mancha de 6leo no mar, o capitdo
de um navio petroleiro comunicou imediatamente a
Capitania dos Portos que havia um vazamento em
seu navio.

Determine x tal que x = log, 25 - log; 7.

—
HH

Dado que 5% = 3, tem-se que log, 75 é igual a:

E:1)2+a 9 a e)1+2a
a 1+a a
2 _

b)a 1 d) 2a
a 1+a

E (Vunesp) A expectativa de vida, em ano em uma re-
gido, de uma pessoa que nasceu a partir de 1900 no
ano x (x = 1900), é dada por L(x) = 12(199 log x — 651).
Considerando log 2 = 0,3, uma pessoa dessa regiao
que nasceu no ano 2000 tem expectativa de viver:
a) 48,7 anos c) 64,5 anos e) 72,3 anos Algum tempo depois, os técnicos da Defesa Am-
b) 54,6 anos d) 68,4 anos biental constataram que a mancha de 6leo cobria
12 km?*da superficie do mar e crescia 2% por hora;
concluiram também que, no momento do comuni-
cado a Capitania dos Portos, a drea da mancha de
6leo era 10 km’. Supondo que a taxa de crescimento
tenha sido constante até o momento da medicéo,
quanto tempo decorreu desde o momento do co-
municado a Capitania dos Portos até a conclusdo
da medicdo da 4rea da mancha de dleo? (Use os
valores da tabela abaixo.)

X log x
0,30

Estudos sobre a desertificagao de uma regiao mos-
traram que a area desértica, que hoje é de 50 km?, 3 0,48
aumenta 2,4% ao ano. Em quanto tempo a area
desse deserto dobrard? (Adote log 2 = 0,301.)

Capitulo 9 - Funcéo logaritmica
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’ Resolva os exercicios complementares 8 a18 e 61 a 70.
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Secao 9.2

» Objetivos

» Compreender
como se obtéem o
numero de Neper.

» Aplicar o conceito de
logaritmo neperiano na
resolucdo de problemas.

» Termos e conceitos

* numero de Neper
* logaritmo neperiano

|

Numero de Neper
e logaritmo neperiano

7 0 numero de Neper (¢)

No século XVII, o matematico suico Jacques Bernoulli (1654-1705) pro-
pds o seguinte problema:

“Qual é alei segundo a qual cresce um capital aplicado a juro composto
guando o juro é acrescido ao capital instantaneamente?”

Bernoulli talvez ndo imaginasse a impaortancia da lei geral a que chegaria.
Conhecida atualmente como lei do crescimento organico, o resultado
desse estudo é aplicado em diversas areas além da Matematica, como
Biologia, Fisica, Quimica, Economia e Geografia.

0 problema de Bernoulli propde que se calcule o juro composto, n&o
ano a ano, ou més a meés, ou dia a dia, mas instantaneamente a partir
do momento da aplicacao. Para concretizar essa ideia, vamos supor que

100% 1
n

RS 1,00 seja aplicado a juro composto a taxa de = — a cada uma

das n partes iguais em que se dividiu um periodo de tempo qualquer. Apli-
cando a formula do montante acumulado a juro composto, M = C(1 + i)',

.1 .
paraC=1,i= o e t = n, obtemos o montante M acumulado ao fim das n

n

.
n

partes: M =

Observe o valor dessa expresséao para alguns valores de n:

n=1= (1 )
1

= + —

e = (1 8) .25

1 3

n=3 = (1+§) 2,37037037
1 4

n=4 = (1+H) 2,44140625
1 10

n=10 = (1 +E) = 2,59374246

’ 1 |00
n=100 = (]. + 100) = 2,704813829

' 1000
n=1000 = (1 + ) = 2,716823932

1.000

n=1000.000 = (1 + = 2,718280469

1 )I.OO0.000

1.000.000

Demonstra-se que, para n tendendo ao infinito, os valores dessa ex-
pressao tenderdo ao numero irracional 2,7/18281828..., chamado nimero
de Neper, e que indicaremos pela letra e:

¢ = 2,718281828...
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

“ Calcular os logaritmos.

a) log;, 64 c) log %10.000 e) log,,; 0,0001

1 9
b) L — d) 1 —
) logss 1os ) 81 49

Resolucgao

a) log;, 64 = x & 32 =64
Decompomos em fatores primos as bases 32 e 64:
(25)x — 26 = 25x — 26

6

5% =6 = x==
5

Assim: logs, 64 = g
1 1

b) 1 — = 25¢ = —

) logss o5 =x @ 125

LS =5 o ox= -3
Lx=—3
2

. 1 3
A 01 —_— ==
ssim: log,s o5 5

) log¥10.000 = x & 10* = ¥/10.000
4
- 10° = Y10* = 10" = 103

SX =

Wl

Assim: log ¥10.000 =

4
3
9 7¢ 9
d) 10g4—9=x4:>(§) -2

=B

wIiN

W~

. 9
Assim: log, — = -2
749

EXERCICIOS PROPOSTOS

“ Calcule os logaritmos.

a) log, 256 ) 1og§£85 e) log 10.000
2
1
b) 1og7$ ) log, ?2 f) logys 128

e) log,, 0,0001 = x & 0,1% = 0,0001

o) =35 = [36) = (36
2= (A =2
10 10* 10 10

X=4
Assim: log,, 0,0001 = 4

Dado log, 5 = 2,32, calcular log, 125.
Resolucao
log, 125 = log, 5* = 3 - log, 5 = 3+ 2,32 = 6,96

4

propriedade P3

(Nota: O valor 2,32 é um valor aproximado do log, 5.
Com o intuito de simplificar os enunciados e as re-
solugdes, em outras questdes também adotaremos
valores aproximados como se fossem valores exatos
de logaritmos.)

Determinar o valor da expressao:
E=7"%°—1log, 4 + log; 1
Resolucao

Pela propriedade P5: 7°9° = 6
Por P1:log, 4 =1

Por P2:log; 1 =0

Assim:

E=6-1+0=5

Determinar o valor da expressdo: E = 3°1°82

Resolucgao
Por P3: 5log, 2 = log, 2° = log, 32.
Portanto:
E= 3510g32 — 310g3 32 _ 32
4
propriedade P5
g) log, 16 i) log,s 0,125
57 81 ’

h) log 3100

n Usando a tabela quando necessario, determine o valor da incégnita em cada um dos itens a seguir.

X 2" 3 10*
2 3 10
16 3,0314 5,7995 39,8107
2,3214 4,9981 12,8111 209,6042
8 256 6.561 100.000.000
10 1.024 598.048 | 10.000.000.000

a) log, k=8
b) log;m =8
c) log,y =2,3214
d) log, t = 2,3214
e) logu = 2,3214

f) log,2=v
g) log:3=p
h) log10 = q

i) log; 59,049 =r
j) log 39,8107 = s
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n Calcule os logaritmos a seguir sabendo que

log; 2 = 0,63.

a) log, 8 ¢) log, ¥4

1
b) log, —
) logs 16
Determine o valor das incognitas a, b e c em:
a) log,a=2 c) c-logs3=2c+1
b) log,s 5" =b + 1

Calcule o valor de 37 usando os valores apresenta-
dos na tabela:

X log x
7,00 0,85
148 0,17

(Mackenzie-SP) Se x = log, 2, entdo 9 + 812 ¢
igual a:

a) 12 c) 18 e) 48
b) 20 d) 36

Chama-se cologaritmo de a na base b, com {a, b} C IR*
e b # 1, 0o numero —log, g, isto é, colog, a = —log, a.
Calcule os cologaritmos:

a) colog; 9
b) colog,s 125

1
c) colog, N

(Unisinos-RS) As indicacgdes R, e R,, na escala
Richter, de dois terremotos estdo relacionadas pela
férmula R, — R, = log N, em que N mede a razdo
entre as energias liberadas pelos dois terremotos,
sob a forma de ondas que se propagam pela cros-
ta terrestre. Supondo que houve um terremoto
correspondente a R, = 8 e outro correspondente a
R, = 5, entdo N é igual a:

a) logg ) log, 10 e) 10°

b)% d) 3

Resolva os exercicios complementares 1a 7 e 53 a 60.

IEB (Unirio-RJ) Um médico, ap6s estudar o crescimento

médio das criancas de determinada cidade, com
idades que variam de 1 a 12 anos, obteve a férmu-
lah=log (10%7 . Ji),em que h é a altura, em metro,
eié aidade, em ano. Pela férmula, uma crianca de
10 anos dessa cidade terd a altura de:

a) 120 cm. d) 128 cm.
b) 123 cm. e) 130 cm.
c) 125cm.

m O tempo n, em ano, para que um capital de

R$1.000,00, aplicado a taxa de juro composto de 10%
ao ano, produza o montante de R$ 1.430,00, é:

a) n=1log, 51,1
b) n =log,;, 1,43
c) n=log 451

d) n=1log;; 1,1

e) n =log;, (1,43)

Como vimos no capitulo anterior, todo nimero real
ndo nulo pode ser representado na forma k - 10",
em que k é um numero real,com 1 < |k| <10,em é
um numero inteiro. Essa forma de representacéo é
conhecida como notagao cientifica. Por exemplo:

32.920.000 = 3,292 - 10’
0,00458 = 4,58 - 10°°

Represente em notacdo cientifica o ndmero 8%,
sabendo que log 2 = 0,3 e log 3,2 = 0,5.

1D Outras propriedades dos logaritmos

Sendo a, b e ¢ nUmeraos reais paositivos, com b # 1, temos:

PB6. log, ac = log, a + log, ¢

De fato, sendo (log,a = x < b*=alellog,c =y < b’ = c), podemos afirmar que b*-b" = a - c,

o que equivale a b* " = ac.

Pela definicdo de logaritmo, temos:

p*" =ac & x+y=log,ac

Portanto: log, a + log, ¢ = log, ac

Exemplos
a)log; (9-3) =1logy 9 + log; 3

b) log, (32 - 4) = log, 32 + log, 4
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P7. Iogb% = log,a — log, c

X
De fato, sendo (log,a = x & b*=ale(log,c =y < b’ = ¢, podemos afirmar que — = %, 0

by
gue é equivalentea b* ¥ = %.
Pela definicdo de logaritmo, temos:
_ a a
b V== x—y=log,—
c y 9 c

a
Portanto: log, a — log, ¢ = log, -

Exemplos
a) |0952—55 = logs 25 — logs 5 b) Ioge% = log, B4 — log, 4
log, a
P8. Mudanca de base: log, a = log, b (Vk,comk € R¥ e k # 1)
k

De fato, sendo (log,a = x < b*=a),(log,a=y < k' =alellog,b =z < k*=b), podemos
afirmarque:b*=a =k = b=k
Como b = k? temos:
b =K = kY =K
K=K = zx =y

Yy
SX ==
log, a g
_ k
Portanto: log, a = log, b
Exemplos
log; 81 log, 16
a) log,; 81 = 100, 27 b) log,, 16 = log, 32
Nota:

0 principal objetivo de Neper, criador dos logaritmos, foi atingido com as propriedades PG e
P7, pois, por meio delas, as multiplicagtes e divistes séo transformadas em adigdes e subtra-
coes, respectivamente. Com isso, a partir da publicagdo dos logaritmas, em 1614, os cientistas
tiveram seu trabalho com calculos significativamente atenuado. O surgimento das calculadoras
eletronicas eliminou definitivamente as dificuldades de calculos.

)) EXERCICIOS RESOLVIDOS

n Dados logs 7 = 1,21 e log; 2 = 0,43, calcular:
a) log; 14 b) log; 3,5 c) log,7 d) log, 28 e) log; 0,7 f) log, N7

Resolucgao
propriedade P6

—_—
a) log; 14 = log; (7 - 2) = log, 7 + logs 2 = 1,21 + 0,43 = 1,64

propriedade P7

—
b) log; 3,5 = log; % =log; 7 — logs 2 = 1,21 — 0,43 = 0,78

»
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propriedade P8
d) logs 28 = log (2% - 7) = logs 2° + log, 7 = 2logs 2 + logs 7 = 2 - 0,43 + 1,21 = 2,07
e) log; 0,7 = logs 1—70 = log; 7 — logs 10 = logs 7 — log; (2 - 5) = logs 7 — (logs 2 + log; 5) =
=1,21 - (0,43 + 1) = —0,22

1 1. 1.
) log, 17 - % 7 log7z  plos7 L2l g5 047
if_a log;14 logs(2-7) logs2+logs7 043+ 121 1,64 ’
%/—/
propriedade P8 propriedades P3 e P6

Sabendo que log;s 9 = a, calcular log,s 5 em funcao de a.
Resolucdo

logis9=a o log;s3*=a

Pela propriedade P3, podemos escrever:

2 - logys 3 = a, ou seja, log;s 3 = %

Entao:
propriedade P7

T .

log155=log151—;=log1515—10g153=1—%=z_a

2

(UFMG) O pH de uma solucdo aquosa é definido pela expressao pH = —log [H'], em que [H"] indica a
concentracao, em mol/L, de ions de hidrogénio na solucao e log, o logaritmo na base 10. Ao analisar
determinada solucdo, um pesquisador verificou que, nela, a concentracio de ions de hidrogénio
era [H'] = 5,4 - 10 ® mol/L.

Para calcular o pH dessa solucdo, ele usou os valores aproximados de 0,30 para log 2 e de 0,48 para log 3.
Entao, o valor que o pesquisador obteve para o pH dessa solucéo foi:

a) 7,26 b) 7,32 ) 7,58 d) 7,74

Resolucao

pH = —log (5,4 - 10°®) = —log (54 - 10°°) = —log (3*- 2 - 10°)

- pH = —(log3®+1log2 +log 10°) = —(3 log 3 + log 2 — 9 log 10)
~pH=—(3-048+030—-9-1) =726

Portanto, a alternativa a é a correta.

Um empresario que pratica o corte de arvores fora das areas legalizadas foi punido pelo Ibama com
uma multa de R$ 3.000,00 com vencimento no tltimo dia do ano. Caso o pagamento néo fosse efeti-
vado até 31 de dezembro, o valor seria reajustado a taxa de juro composto de 0,05% ao dia. Sabendo
que o empresario pagou R$ 3.019,50 por essa multa, em que dia e més foi efetuado o pagamento?
(Adotar: log 10.065 = 4,0028; log 10.005 = 4,0002.)

Resolucgao
Indicando por C, M, i e t o valor nominal da multa, o valor pago pela multa,
a taxa ao dia e o tempo, em dia, respectivamente, esquematizamos:
C = 3.000 i =0,05% = 0,0005
M = 3.019,50 t=2?
Aplicando a férmula M = C(1 + i)', obtemos:
3.019,50 = 3.000(1 + 0,0005)t = (1,0005)t = 1,0065
2t =10g; 005 1,0065
Pela propriedade da mudanca de base (P8), transformamos

o logaritmo para a base 10:
Io 10.065
log 1,0065 _ 870,000 _

log 1,0005 1, g 10.005
log 10.065 — log 10* 10.000
- log 10.005 — log 10*
_4,0028 -4 _0,0028 _
4,0002 —4 0,0002

Portanto, a multa foi paga com 14 dias
de atraso, no dia 14 de janeiro.

t = log; o005 1,0065 =
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0 numero neperiano esté presente em todas as situages em que se deseja calcular a va-
riag8o instantadnea de uma grandeza que cresce ou decresce através do produto por uma taxa
constante. Eimportante observar que, quarenta anos antes do nascimento de Jacques Bernoulli,
John Neper ja aplicava uma aproximac&o do nimero ¢ ' na teoria dos logaritmos; por esse motivo,
credita-se a Neper a descoberta do numero e.

Nota:

Dizer que uma grandeza “cresce ou decresce através do produto por uma taxa constante”
equivale a dizer que, a cada unidade de tempo previamente estabelecida (més, semana, dia etc.),
o valor da grandeza é multiplicado por uma taxa que ndo varia, resultando no valor da grandeza na
préxima unidade de tempo. Por exemplo, se a temperatura em uma regiao é 10 °C e aumenta 1%
por hora durante certo periodo, multiplicando-se a temperatura, em cada instante desse periodo,
pela taxa constante 1,01, cbtém-se a temperatura na regido uma hora depaois.

Logaritmo neperiano
Considere a fungéo f: R* — R definida por f(x): = % Por meio de uma tabela, podemos obter

alguns pontos de f e, a partir deles, esbocgar o grafico:

y
X y
1
= 4
m 4
1
g 3 3
1
5 2 2
1 1 l%1
3
o 1 P
2 4 0 X
1
3 3
1
4 4

Vamos considerar o nUmero real positivo a e o nimero real S cujo médulo é a area da figura

I . . e . 1

limitada pelo eixo das abscissas e o grafico da fungdo f(x) = =, paral < x<asea=1ou
X

asx=1lsea<l

Convencionando gue S é positivo para a > 1 e negativo para a < 1, definimos o logaritmo
natural do numero a (ou logaritmo neperiano do nimero al, que indicamos por In a, como
igual a S:

Ina=S5§

Ina<o0

Ina>0

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Note que se a = 1, a area |S| & nula, portanto, In1 = 0.

Demonstra-se que o numero S, citado na definigdo, é igual ao log, a, isto é:

Ina = log, a

Como In a = log, a, entdo todas as propriedades dos logaritmos valem para os logaritmos

naturais.

@ Conteudo digital Moderna PLUS http://www.modernaplus.com.br 7
Texto: Técnica para o calculo aproximado de um logaritmo neperiano.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

m Sabendo que In 5 = 1,61, calcular In 125.

Reprodugao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

Resolucgao
In 125 = log, 125 = log, 5° = 3log, 5 =
=3-.1,61=4,83

(Ulbra-RS) Segundo a lei de resfriamento de Newton,
a taxa de resfriamento de um corpo é diretamente
proporcional a diferenca de temperatura entre esse
objeto e 0 meio ambiente. Assim, a temperatura de
um objeto preaquecido, apés colocado por t minutos
em um ambiente a 20 °C, é dada por T(t) = 20 + ke®.
Considerando que o objeto foi aquecido a tempera-
tura de 200 °C e em 10 minutos estava a 110 °C, as
constantes k e c devem ser:

— _~In2 _ _In9
a) k=180ec 10 d) k=10ec 10
b) k=180ec=901In2 e)k=180ec=h11—02
_ _—-In2
c) k=10ec= 10

Calcule:

a) Ine b) In ¢* c) ln%

Adotando as aproximagdesIn2 =0,6 eln 3 = 1,1,
calcule:
a) In6

b) In1,5

¢ InJ12
d) logse

(UPF-RS) A desintegracdo nuclear é regida pela
equacdo exponencial N = Nye™, em que \ é uma
constante, N, é a quantidade inicial e N é a quan-
tidade apés um tempo t. A equagdo que fornece o
tempo, em qualquer instante, é:

Resolva os exercicios complementares 19 a2l e 71 a 75.

Resolugao

Atribuindo os valores 0 e 10 para t, temos:

T(0) =200 _ J20+ ke® =200 (1)
T(10) = 110 20 — ke'™ = 110 (11)
De (I), obtemos:
20+ k-1=200 = k=180

Substituindo k por 180 em (II), concluimos:

20 + 180 - ¢ = 110 = c1°C=%
10c=1n%: 10c=1n 2"
. .. :71n2
S 10c=-1-In2 = ¢ 10

Portanto, a alternativa a é a correta.

a)t=-ANN-Nylne

b) t= (l )ﬂ
Nye

c) t= i
Nye

dt=-2.mN
YA

(UFPE) Se a 4gua de um reservatério evapora-se
a taxa de 15% ao més, em quantos meses ficara
reduzida a terca parte?

(Dados: ln% = -1,10;In (0,85) = —0,16

Secéao 9.2 - Numero de Neper e logaritmo neperiano
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Secao 9.3

» Objetivos

» Construir o grafico

de uma funcao
logaritmica e classifica-la
como crescente ou
decrescente.

» Determinar o

dominio de uma fungéo
logaritmica.

» Aplicar o conceito de
funcéao logaritmica na
resolucdo de problemas.
» Obter a inversa de uma
funcdo logaritmica.

» Termos e conceitos
* funcao logaritmica

e inversa da funcao
logaritmica

| W —

Funcao logaritmica

Vimos, neste capitulo e no anterior, que varios problemas do cotidiano
ou do universo cientifico relacionam grandezas que crescem ou decrescem
através do produto por taxas constantes: juros em aplicagdes financeiras,
crescimento populacional, nivel de radioatividade de um elemento atémico,
depreciagéo de um bem etc. 0 estudo desses problemas exige o conheci-
mento das fungfes exponencial e logaritmica, com as quais economistas
fazem projecdes, gedgrafos estudam populagdes, bidlogos avaliam o
crescimento de culturas bacterioldgicas ou quimicos estimam o tempo
de duracgéao de substancias radioativas.

Para exemplificar, vamos considerar uma amaostra de 1 kg de pluténio,
elemento quimico que perde 0,4% de sua massa a cada século.

Aplicando a férmula do montante, com taxa negativa, obtemos a fungéo
gue descreve o tempo t, em século, em fungé&o da massa remanescente M
dessa amostra, em quilograma:

M =101 - 0,004) = M = (0,996)"
.t =loggges M

Neste capitulo, estudaremos fungdes desse tipo, chamadas de fungdes
logaritmicas.

Chama-se fung¢ao logaritmica toda funcdo f: [R* — IR tal que
f(x) = log, x, onde b € um numero real, positivo e diferente de 1.

Exemplos
« fx) = log, x
« glx) = logs x

* hix] = log, x

bida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Reprodugao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

1D Grafico da funcao logaritmica

VVamos esbogar o grafico de fungdes logaritmicas a partir de alguns pontos obtidos por meio
de uma tabela, conforme mostram os exemplos a seguir.

Exemplos

a) f(x) = log, x & uma fungéo logaritmica. Por meio de uma tabela, podemos obter alguns pontos
dessa funcgéao g, a partir deles, esbogar o grafico de f:

y

X log, x
1
8 =&
1
m -2

1
1 4
5 =1
e 1

8
1 0

X

2 1
4 )
8 3

Observe que: D(f) = R*, Im(f] = R, f(x) = log, x € uma funcéo crescente em todo o seu
dominio.

b) g(x] = log, x & uma fungao logaritmica. Esbogando o gréafico, temos:
2

x | log, x y
2

1

g 3

1

m o

1

5 1

1 0 X

2 -1

TR

8 -3

Observe que: O(g) = R%, Im(g) = R, glx) = log; x &€ uma fungéo decrescente em todo o seu
dominio. e

Secéao 9.3 - Funcgéao logaritmica
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1 Propriedades da funcéao

logaritmica

Pl. log, x = log,y & x =y, para quaisquer numeros reais positivos x,y e b,com b # 1

P2. A fungé&o logaritmica f(x] = log, x é crescente em todo seu dominio se, e somente se,

b > 1
y
log, x,

log, x,

f(x) = log, x, com b > 1

Tem-se, entéo:

log, X, > log, x; © X, > X;, para quaisquer numeros reais positivos x;, X, e b, com b > 1.

P3. Afuncao logaritmica f(x) = log, x & decrescente em todo seu dominio se, e somente se,

0<hb<l

log, x,

log, x,

Tem-se, entédo:

\f(x) =log, x,com0 <b <1
1

log, x> <log,x; & X, > X, paraquaisguer nUmeros reais positivos x;, x.e b,com 0 < b < 1.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

E Determinar o dominio da fungéo:
f(x) = log, (2x — 12)
Resolucdo
A condicdo de existéncia de qualquer log, a é

Resolvendo as inequagdes:

) x¥*—-4x>0=x<0ex>4
() x-5>0 =x>5

() x-5#1=x#6

{a,b}CR¥eb # 1.
Como na funcao f a base (4) do logaritmo é positiva
e diferente de 1, basta impor a condicdo sobre o
logaritmando, isto é:

2Xx—12>0 = x>6
Logo, D(f) = {x e R|x > 6}.

m Determinar o dominio da funcgao:
f() = log, s (x* — 4x)
Resolucgao
X*—4x>0 (I
Condigoes de existéncia: yx — 5> 0 (I1)
x-5#1 (i)

O dominio de f é a interseccdo dos conjuntos solugao
de (1), (II) e (11I):

(I) e

|
|
|
|

(”) AP
T
|

-
(1 M} A

O XaXNax(D)

Logo:D(f) = {x€R|x>5ex # 6}

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Construa o grafico de cada funcéo.
a) f(x) = log; x
b) f(x) = log, x

3

Classifique como crescente ou decrescente cada
uma das funcgoes:

a) f(x) = logy x
b) g(x) = logy. x
c) h(x) = log, x

d) t(x) = log, x
4

Classifique como verdadeira (V) ou falsa (F) as afir-
magoes seguintes, sendo {a, b} C R¥.
a) log;x =log,5 @ x=5
b) log;a >log:b & a>b
c) logia>log,b ® a>b
3 3

d) log,;a <log,;b & a>b
e) logsa=log ;b= a=b

Descreva as condicdes de existéncia da funcao
f(x) = log, _ s (x¥* — 4x). Em seguida, determine o
dominio dessa funcao.

Determine o dominio das func¢des:
a) f(x) = log; (5x — 6)

b) g(x) = log (x> — 5x + 6)

) u(x) =log, _, (4 — X

2Xx—6

X —

e) h(x) = log; (9 — x?) + logs (3 — x)

d) t(x) = logs

O gréfico abaixo representa a fungéo f(x) = log; x.
Calcule a érea do trapézio sombreado.

y

A construgdo de uma represa é a causa da inunda-
cdo de uma regido. A area alagada, que hoje é de
1 alqueire, dobra a cada més.

a) Na tabela a seguir, determine os valores a, b, c e
d, que correspondem a area alagada ao final de
cada més, a partir do momento atual, indicado
na tabela pelo tempo zero.

Tempo (més) | Area (alqueire)
0 1
1 a
2 b
3 @
it d

b) Indicando por x a area alagada daqui a y meses,
escreva uma lei que expresse y em funcéo de x.

c) O gréfico da funcdo do item b é parte do grafico
de uma funcgédo logaritmica f. Construa o gra-
fico da funcao f e explique por que o grafico da
funcdo do item b néo é o préprio gréafico de f.

A superficie de um lago, que tem 1 km? de 4rea, foi

totalmente invadida por uma planta aquatica nociva

a peixes e répteis.

Misturou-se a 4gua um inibidor de crescimento, que

reduziu a drea ocupada pela planta em 50% ao més.

a) Na tabela abaixo, determine os valores a,b,ced,
que correspondem a area ocupada pela planta
ao final de cada més, a partir do momento atual,
registrado pelo tempo zero.

Tempo Area
(mes) (km?)
0 1
1 a
2 b
3 ®
4 d

b) Indicando por x a drea ocupada pela planta daqui
a y meses, elabore uma lei que expresse y em
funcao de x.

c) O grafico da funcgédo do item b é parte do grafico
de uma funcéo logaritmica f. Construa o gra-
fico da funcéo f e explique por que o grafico da
funcéo do item b néo é o préprio grafico de f.

Em certo pais, cuja unidade monetaria é o denario

(D$), a inflacdo é de 100% ao ano, ou seja, 0s precos

médios dos produtos aumentam 100% ao ano.

a) Calcule os precos médios (em D$) de um produto
correspondente aos anos: 0,1, 2,3,y, sabendo que
o preco médio atual (tempo zero) é D$ 1,00. Em se-
guida, construa uma tabela para registrar o tempo
(em ano) e o preco médio (em D$) obtidos.

b) Indicando por x o preco, em denério, desse pro-
duto daqui a y anos, obtenha uma equacgao que
expresse y em funcao de x.

c) Construa o grafico da funcdo do item b.

Secéao 9.3 - Funcgéao logaritmica
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E O grafico abaixo mostra os pontos P e Q do gréfico m Os gréficos f e g, abaixo, representam, respectiva-

da funcao f(x) = log, x, em que b é um numero real mente, as fungdes f(x) = log, x e g(x) = log, x, em que
positivo e diferente de 1. Determine os nimeros a e b sdo nimeros reais positivos e diferentes de 1.
reaisb e k. Y

-2

Classifique como crescente ou decrescente cada
uma das funcgoes:

a) h(x) = logy, x b) p(x) = logpa y X

Resolva os exercicios complementares22a29e 76 a 79.

0 Ainversa da funcao logaritmica

Sendo b um numero real qualquer, positivo e diferente de 1, existe, para todo nimero real y,um
unico numero real positivo x tal que y = log, x. Isso significa que a fungéo y = log, x € bijetora g,
portanto, admite inversa. A inversa da fungdo y = log, x € determinada pelo seguinte modo:

+ substitui-se x por y e y por x, obtendo: x = log, y
- isola-se a variavel y, obtendo: x = log, y < y = b”

Concluimos gue:

A inversa da funcéo logaritmica f(x) = log, x é a funcdo exponencial f (x) = b*.

Exemplo
A figura 1, abaixo, apresenta os graficos das fungdes inversas f(x) = log, x e f '(x) = 2% e a
. . . _ 1\
figura 2, os graficos das fungoes inversas f(x] = log, xef ') = 5
2
Note, em cada figura, a simetria dos graficos em relagéo a reta r, bissetriz dos quadrantes

impares.

Capitulo 9 - Funcao logaritmica
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

Obter a inversa da fungao: y = log, (2x + 1)
Resolucao
¢ Substitui-se x por y e y por x:
x =log, (2y + 1)
e Isola-se a variavel y:
2" -1

x=log, (2y +1) = 2*=2y + 1,0ouseja,y = B

2*-1

Logo, ainversadey = log, (2x + 1) é:y = B

Determinar a inversa da fungdo:y = 2 + 5* "
Resolucdo

¢ Substitui-se x por y e y por x:
x=2+5""!
e Isola-se a variavel y:
x—2=5""= y+1=log (x — 2), ou seja,

W
H !

(Ufac) Ainversa da funcéo f(x) = log; 2 + log, (x + 6) é:

8 fi =222 dfiy =32

b) i = 12

9 fiw=2-6

e) fi(x) =3 — 12

Sendo ¢ o numero de Neper e A um subconjunto

de R, a funcdo f: IR — A, definida por f(x) = ¢ J; 1, é
¢

bijetora. A inversa de f é:

a)y=In(x-1) dy=InJx-1

b) y = In (2x — 2) e)y:ln(xfl)
¢ y=2lnx+1)

Determine o conjunto imagem da inversa da funcao
f(x) = log, (3x — 9) + log, (18 — 2x).

O grafico ao lado representa a y
funcdo f(x) = a - 2* + b, em que

2 X 25 1
a e b sdo constantes reais. De-
termine a lei de associagdo da
funcéo f
13 +

7

Resolva os exercicios complementares 30 a 35.

y=—-1+logs (x — 2)
Logo, ainversadey =2 + 5
y=-1+logs (x — 2)

x+1 4.
e:

m Obter a inversa da funcao:y = -1 + In(x — 1)

Resolugao

Como In(x — 1) = log, (x — 1), podemos escrever:

y=-1+log (x—1)

e Substitui-se x por y e y por x:
x=-1+log (y —1)

e Isola-se a variavel y:
x+1=log (y—-1) = ¢*""=y—1,o0useja,
y=1+¢""

Logo,ainversadey = -1+ Inx—1)éy=1+¢"""

m Os graficos a seguir representam as fungdes fe f ',

em que f(x) = b, com b > 0 e b # 1. Determine os
nameros reais b e k.

y
k

m Um capital de R$ 1.000,00 foi aplicado em regime

de juro composto a taxa de 20% ao ano.

a) Escreva a lei que expressa o montante f(x) em
funcao do tempo x de aplicagao.

b) Indique alei que expressa o tempo g(x) em fungéo
do montante x acumulado pela aplicacao.

c) Qual é a inversa da funcdo f(x) obtida no item a?

m No final de junho de 2009, estudos do IBGE estima-

vam a populagdo brasileira em 191,5 milhdes de

habitantes e em 1,1% a taxa de crescimento dessa

populacédo até o ano 2025.

a) Dado que (1,011)" =~ 1,19, obtenha um valor
aproximado da populacao brasileira ao final de
junho de 2025.

b) No periodo considerado, adote como instante 0
(zero) o momento em que a populagao era 191,5
milhoes de habitantes e obtenha uma equacgao
que expresse a populagdo brasileira y, em milhoes
de habitantes, em funcao do tempo x em ano.

c) Apartirdaequagdo obtida no item b, obtenha uma
equagao que expresse o tempo, em ano, em funcao
da populacao brasileira, em milhdo de habitantes.

d) Qual é a inversa da func¢do obtida no item b?

Secédo 9.3 - Funcgéao logaritmica

»

n
[dn]
ds]



Capitulo 9 - Funcao logaritmica

»

w
o
(@

Secao 94

» Objetivos

» Aplicar as
propriedades de
logaritmaos na resolugéao
de equagodes e
inequagoes logaritmicas.

» Resolver problemas
por meio de equacgées e
inequacoes logaritmica.

| W —

Equacao e inequacao logaritmica

1 Equacoes logaritmicas
A medida N do nivel sonoro, em decibel (dB), em fungéo da poténcia I de

10
som, em watt (W) por centimetro quadrado, &€ dada por N = log #) .

AC/DC
ESTEI;;I.MOC.COH
0 DO MORUMBI
CLAS. ETA. 12 A 15 ACOMP.
SEXTA  21:30 27-NOV-09
0285069470001 - 52
T4F ENT R EIDENOIO. RAMOS.-243.1ANDAR

M Show da banda ACDC, realizado no estadio do Morumbi em Sao Paulo, 2009.

Em certo show de rock, constatou-se que a medida do nivel sonoro (em
dB] correspondia a uma vez e meia a medida do nivel sonoro obtida no centro
da cidade de Sao Paulo na hora de transito intenso, em gue a poténcia era
10" ®W/cm?. Para determinar a poténcia I do som, no momento da medicéo

do nivel sonoro nesse show de rock, devemaos resolver a equagéao:
—-g \10

10—15

log

10
10—15) =15-log

Eguagbes como essa, que tém a incdgnita no logaritmando ou na
base de um logaritmo, sdo chamadas de equacdes logaritmicas. Os
métodos de resolucdo desse tipo de equacéao, que estudaremaos a seguir,
permitem determinar o valor de I, que &€ 10 ™. Assim, a poténcia do som
naquele show de rock era 10 ™% W/cm®.

Definimos:

Equacao logaritmica é toda equacéo que apresenta a incognita no
logaritmando ou na base de um logaritmo.

Exemplos
a) logg (8x — 1) = logg (x + 7)

b) log, (x + 1) + log, (x — 1) = 3
c)log, (x — 1) + log, 9 — log, 2 =2

A resolugéo de uma equacéo logaritmica baseia-se na propriedade P1
das fungtes logaritmicas, ou seja:

Pl. log, x = log,y & x =y, para quaisquer niUmeros reais positivos
x,yeb,comb # 1.

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



EXERCICIOS RESOLVIDOS

Resolver em R a equagao:

logs (3x — 1) = log; (x + 7)
Resolucdo
¢ Condicdo de existéncia:

{3x71>0 x> q

3
x+7>0 x> -7 (@)

(|) AL
X
X

w|=

(Il) — A AAFAAAAAAAFA >
—7 | X

X

Iy N

1
3

c o~ s AL s 1
LOgO, a condlgao de existéncia se resume a x > §

e Resolugao da equacdo:
Pela propriedade P1 das funcgdes logaritmicas,
temos:
logs(3x — 1) =logs(x+7) & 3x—1=x+7
Lx=4
Observando que x = 4 satisfaz a condicao de
existéncia, concluimos que o conjunto solugao
da equacgdo é S = {4}.

e Resolucgao da equacgao:
Pela propriedade P1 das fungdes logaritmicas,
temos:
log,(¥* — 1) =log, 8 = x*—1=8
~X=9=x=30ux=-3
Observando que apenas x = 3 satisfaz a condi-

cdo de existéncia, concluimos que o conjunto
solucdo da equacdo é S = {3}.

[Nota: Poderiamos ter aplicado a definicdo de loga-
ritmo na resolugao da equacgao:

log, x+1(x—1)=3 = (x+1Yx—-1) =27

(Unicamp-SP) As populagoes de duas cidades, A e

B, sdo dadas em milhares de habitantes pelas fun-

¢des A(t) = log, (1 + t)° e B(t) = log, (4t + 4), em que

a variavel t representa o tempo em ano.

a) Qual é apopulagdo de cada uma das cidades nos
instantest=1et=7?

b) Apéds certo instante t, a populagdo de uma dessas
cidades é sempre maior que a da outra. Deter-
minar esse instante t e especificar a cidade cuja
populacdo é maior apds esse instante.

Resolugao
a) A(1) = log, (1 + 1)° = log, 2° = log, (2°)* =
=log, 8’ =2log;8=2-1=2

m Resolver em [R a equagao: . .
log, (x + 1) + log, (x — 1) =3 A(7) = logs (1 + 7)° = log; 8" = 6log; 8 =6-1=6
Logo, nos instantes t = 1 e t = 7, a populagao

Resolucao da cidade A era, respectivamente, 2 mil e 6 mil

Reprodugao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

e Condicdo de existéncia:

{x+1>0:>{x>—1 )

x—1>0 x>1 (1)
0 N o
1 ! X
) SAAAAAAAS
N AAAAAAAAS,
1 X

Logo, a condigdo de existéncia é x > 1.

e Preparacao da equagao:
Transformamos os dois membros da igualdade
em logaritmos de mesma base. O nimero 3 pode
ser representado como logaritmo de base 2, do
seguinte modo:

3 =3-log,2 = log, 2°
o8 L

¢

propriedade P3

Assim:log, (x + 1) +log,(x — 1) =3 &

o log, (x + 1) + log, (x — 1) = log, 2°

o log, (x + 1) + log, (x — 1) = log, 8

Aplicamos a propriedade P6 dos logaritmos, ob-
tendo:

log, (x + 1) + log, (x — 1) = log, 8 =

= log, (x + 1)(x — 1) = log, 8

- log, (x> — 1) = log, 8

habitantes.

B(1) = log, (4 - 1 + 4) = log, 8 = log, 2° =
=3log,2=3-1=3

B(7) = log, (4 - 7 + 4) = log, 32 = log, 2° =
=5log,2=5-1=5

Logo, nos instantes t = 1 e t = 7, a populagao
da cidade B era, respectivamente, 3 mil e 5 mil
habitantes.

b) Nas fungoes que representam as populagdes de

A e B, as bases dos logaritmos sao maiores que
1 e, portanto, ambas sdo funcdes crescentes. No
item a, obtivemos A(1) < B(1) e A(7) > B(7); isso
significa que, para certo instante t entre 1 e 7,
B(t) = A(t), e, a partir desse instante, a populagao
da cidade A sera sempre maior que a da cidade
B. Para determinar o instante t, basta resolver a
equacdo abaixo, para t > 0:
logg (1 + t)° = log, (4t + 4)

Pela propriedade da mudanca de base, transfor-
mamos o logaritmo do primeiro membro para a
base 2:
log, (1 + t)°

=1 4t + 4
log, 8 0g, ( ) =

log, (1 + t)°
- i
3
~log, (1 +1t)°=3log, (4t + 4) =
= log, (1 + t)° = log, (4t + 4)°
L) =@t+4)’ = 1+ =41+t

= log, (4t + 4)

logaritmicas
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Como 1+t # 0, pois t > 0, podemos dividir ambos
os membros dessa igualdade por (1 + t)*

1+ty=4=1t=3
Concluimos que, no instante t = 3 anos, as po-
pulacoes das duas cidades eram iguais e, a partir

desse instante, a populagdo de A foi sempre
maior que a populagado de B.

m Resolver em [R a equagao:
log, (x — 1) + log, 9 — log,2 =2

Resolucao

¢ Condicdo de existéncia:

x—1>0 x>1 ()
x>0 = 4x>0 (1)
x#1 x#1 (i)

0 ! X
AAAAAAAAA LA A >

(1 13 >

@Iy N (I N @y AAAAAAAS >
1 X

Capitulo 9 - Funcao logaritmica

I Resolva em R as equacdes:
a) log; (5x — 6) =2
b) log, (9x — 1) = log, (4 — 2x)
c) log, (2x) + log, Bx +4) =6
d) log; (8x + 1) —log; (x — 1) =2
e) log,s (x — 0,5) + log, s (x + 0,25) =
=log,s (X" — 1,75) + 1
fyylnx-1)+Inx+2) =In4

m Considerando o universo dos nimeros reais, resolva
as equagoes:
a) log, (x — 2) = log, (2x + 4)
b) log, (x — 2) + 2 log, x = 3 log; (2x)

m Determine no universo R o conjunto solucao da
equagao a seguir.
log, (3x) + log, (x — 2) = log, (x + 6)

I3l (Fuvest-SP) Se x é um ntimero real, x > 2 e

log, (x — 2) — log, x = 1, entdo o valor de x é:
a) 4 —2J3 ¢ 2+ 23 e) 2+4J3
b) 4 -3 d) 4 +2J3

m (Vunesp) Numa plantacdo de certa espécie de arvore,

as medidas aproximadas da altura e do didmetro
do tronco, desde o instante em que as arvores sao
plantadas até completarem 10 anos, sdo dadas

Logo, a condicdo de existéncia é x > 1.

e Preparagao da equacgao:
log, (x — 1) + log,9 — log,2 =2 =
= log, (x — 1) + log, 9 — log, 2 = log, ¥
Aplicamos as propriedades P6 e P7 dos logaritmos,
obtendo:

Ix—1
log, % =log, ¥

¢ Resolucgao da equacgao:
Pela propriedade P1 das funcgdes logaritmicas,

temos:

9(x —1) 9(x — 1)
log,——— =1 P =
08— og, X’ = 3 X7,
ou seja:
2x*—9x+9=0
A=(-97—-4-2-9=9

—(-9) =49
x=%:>x=3oux=§

3.
Observando quex =3 ex = ) satisfazem a con-
dicdo de existéncia, concluimos que o conjunto

solucdo da equagdo é S = [3, %J

a) Determine as medidas aproximadas da altura,
em metro, e do didmetro do tronco, em centi-
metro, das arvores no momento em que sdo
plantadas.

b) A altura de uma arvore é 3,4 m. Determine o
diametro aproximado do tronco dessa arvore,
em centimetro.

Um investidor aplicou, durante o mesmo periodo,
32 mil reais em um fundo A e 16 mil reais em um
fundo B. As taxas mensais de juro composto dos fun-
dos A e B foram 1% e 2%, respectivamente. Sabendo
que log, ,; 1,02 = 2, conclui-se que os montantes M,
e M; acumulados pelas aplica¢des A e B, respectiva-

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

respectivamente pelas funcoes: mente, s&o:
e altura: H(t) = 1 + (0,8) - log, (t + 1) a) M, = 6M; d) M, =8-|Ms
e didmetro do tronco: D(t) = (0,1) - 27 com H(t) e b) M, = 4M; e) My=4-M;
D(t) em metro e t em ano. c) M, =6-4M;
N
’ Resolva os exercicios complementares 36 a 46 e 80 a 82.
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1 Inequacoes logaritmicas

Umincéndio em uma floresta ja
devastou 2.000 ha (hectares]) de
mata e, pela agédo dos ventaos,

a area destruida cresce a
taxa de 10% ao dia.

Essas informacées permitem estabelecer uma equacéo que expresse a area devastada y, em
hectare, em funcéo do tempo t, em dia:

y =2.0000 + 01) = y =2.00001,1)°
Podemaos, assim, obter t em funcéo de y:

y
t=109115000

Com essa expressdo matematica, é possivel prever o que acontecerd com a area devastada
se o0 fogo n&o for contido em determinado tempo. Por exemplo, se os bombeiros demorarem mais
de 5 dias para controlar o incéndio, a drea devastada y sera tal que:

y
_— >
98115500 = °

Inequacdes como essa, que tém a variavel no logaritmando ou na base de um logaritmo, sdo
chamadas de inequacdes logaritmicas. 0s métodos de resolucédo desse tipo de inequacéo,
gue estudaremos a seguir, permitem determinar, na questdo apresentada, que y > 3.221,02.

Assim, se o tempo para conter o incéndio for superior a 5 dias, a drea devastada sera maior que
3.221,02 ha.

Inequacao logaritmica é toda inequacéo que apresenta a variadvel no logaritmando ou na
base de um logaritmo.

Exemplos

a) log, (3x — B) > 4

b) log,; (Bx — 1) < log,; (x + 9)
cllog; (x — 8) + loggx <2

d)log, [x + 1) — log; x > log; 3
2 2 2
A resolucdo de uma inequagéao logaritmica baseia-se em, pelo menos, uma das propriedades,

P2 ou P3, das fungtes logaritmicas, que relembramaos aqui.

Sejam x;, X, € b numeros reais positivos, com b # 1.
P2. Se b > 1, temos: log, x, > log, x; © X, > X,
P3. Se 0 < h <1, temos: log, x, > log, X; & X, < X;

Secéao 9.4 - Equacoes e inequagdes logaritmicas
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

E Resolver em R a inequagao log, (3x — 6) > 4.

Resolucao
e Condicdo de existéncia:
3Xx—-6>0=x>2

e Preparacdo da inequacéo:
Representamos o numero 4 como logaritmo de
base 2, isto é:
4 =4-log, 2 = log, 2* = log, 16
Assim, a inequacgdo proposta é equivalente a:
log, (3x — 6) > log, 16

e Resolugdo da inequacgao:
Como a base (2) dos logaritmos é maior que 1, 0
sentido da desigualdade (>) mantém-se para os
logaritmandos, conforme a propriedade P2 das
funcdes logaritmicas, ou seja:
log, (3x — 6) >1log,16 = 3x — 6> 16
x>2

3

O conjunto solugéo S da inequacgéo proposta é a
interseccao do conjunto S,, dos reais x tais que
x > 2 (condigdo de existéncia), com o conjunto S,

dos reais x tais que x > %z

i

2 | X
s & o>
? 22, x
3
s,NS CAAAAAAAA>
1 2 2 5%
3
Portanto: S ={x € R|x > %
E Resolver em R a inequacao:
log,; (2x — 1) < log,, (x + 9)
Resolucgao
e Condicao de existéncia:
1
{2x—1>0 x>= (I
= 2
x+9>0 x>-9 (1)

A interseccao dos conjuntos solugao de (I) e (II)

resulta na condicao de existéncia: x > ;

e Resolucgdo da inequacao:
Como a base (0,7) dos logaritmos esta entre O e 1,
o sentido da desigualdade (<) é invertido para os
logaritmandos, conforme a propriedade P3 das
funcdes logaritmicas, ou seja:
log,; (2x — 1) < log,, (x + 9) =
=2x—-1=x+9
S.x=10
O conjunto solucdo S da inequagao proposta é a
intersecgdo do conjunto S;, dos reais x tais que

x> % (condicao de existéncia), com o conjunto S,

dos reais x tais que x = 10:

Portanto: S = {x € R|x = 10}

E Resolver em R a inequacao log; (x — 8) + log; x < 2.

Resolucao
¢ Condicdo de existéncia:

{x—8>0 {x>8(1)
=
x>0 x>0 (1)

A intersecgao dos conjuntos solugao de (I) e (II)
resulta na condicdo de existéncia: x > 8

e Preparagao da inequacao:
Representamos o numero 2 como logaritmo de
base 3, isto é:
2 =2-log,;3 =log; 3> = log, 9
Assim, a inequacgédo proposta é equivalente a:
log; (x — 8) + log; x < log; 9
Pela propriedade P6 dos logaritmos, temos:
log; (x — 8) + log; x <log;9 =
= log; [(x — 8) - x] <log; 9
- log; (x* — 8x) < log, 9

¢ Resolucdo da inequacao:
Como a base (3) dos logaritmos é maior que 1, o
sentido da desigualdade (<) mantém-se para os
logaritmandos, conforme a propriedade P2 das
funcgdes logaritmicas, ou seja:
log, (x* — 8x) <log;9 = ¥’ — 8x <9
X —8x—9<0
Estudando o sinal da funcéo f(x) = x> — 8x — 9,
temos:

©
x

R NE%

Logo:

X¥—-8—-9<0= —-1<x<9

O conjunto solugdo S da inequagao proposta é a
interseccao do conjunto S,, dos reais x tais que
x > 8 (condigdo de existéncia), com o conjunto S,
dos reais x taisque —1<x<9:

q

AZAR AR AR AR AR A v A an v

©
x

p

© g ----4 44—(?{
I G

©
x

Concluindo: S = x ER|8 < x < 9}
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Resolver em R a inequacgao:
log, (x + 1) — log, x > log, 3
2 2 2

Resolucao
e Condicdo de existéncia:

{x+1>0:>{x>—1 (I

x>0 x>0 ()

A interseccao dos conjuntos solugao de (I) e (II)
resulta na condicdo de existéncia: x > 0
e Preparacao da inequacéo:
Pela propriedade P7 dos logaritmos, temos:
log, (x + 1) — log, x >log, 3 =
2 2 2

x+1

>log, 3
2
¢ Resolucgdo da inequacao:

= log,
2

Como a base (%) dos logaritmos estd entre O e 1,

o sentido da desigualdade (>) é invertido para os
logaritmandos, conforme a propriedade P3 das
funcgdes logaritmicas, ou seja:

x+1 x-i—1<3m1

>log, 3 =
2

log,
2

x+1 305122
X X

Estudando o sinal das fungdes f(x) = 1 — 2x e
g(x) = x, temos:

Resolva os exercicios complementares 47 a 52 e 83 a 86.

Resolva em R as inequacgoes:

a) log;(3x — 1) >2

b) loges (5 — 2x) <logs (x — 1)

c) log,(x—1) +log,(3x — 1) =2

d) log, (x + 1) — log, (x — 1) > log, 3
2 2 2

e) In (2x —¢) + In x> 2, em que ¢ é o numero de Neper.

1
0 2
f + e =X
g - | + | +
1 -+ -
g 1 1
AAAAARS A AAAAA >
0 1 X
2

Logo:x<00ux>%

O conjunto solugdo S da inequagao proposta é a
interseccao do conjunto S,, dos reais x tais que
x > 0 (condigdo de existéncia), com o conjunto S,

dos reais x tais que x < 0 ou x > %z

S, e
0 | X
S, APAAAAAAAD—PAAAAAAAAL
z 0 i1 X
12
81032 OO\
1 X
2

Concluindo: S = {x ER|x > %}

Determine o conjunto solugdo da inequacéo 1 + log, x < log, (x + 1)? no universo RR.

(Fuvest-SP) O conjunto dos nimeros reais x que satisfazem a inequagao

log, (2x + 5) — log, (3x — 1) > 1 é o intervalo:

3) ]_w' _g{ 4

I E T Y

e

N

Quando o PIB (Produto Interno Bruto) de um pais era de 300 bilhdes de délares, um economista
estimou que, depois de n anos, esse PIB alcancaria o valor de 300 - (1,04)" bilhdes de délares. Se a
previsdo estiver correta, esse PIB ultrapassara 600 bilhdes de délares para todo n tal que:

a) n<log, o, 2 c) n>log, 1,04

log 2

bpn>—>——
-2 + log 104

e) n>

d) log 1,04 <n <log?2

log 1,04
1+log2

%)

Conteudo digital Moderna PLUS http://www.modernaplus.com.br

Texto: Tabela dos logaritmas decimais.

|
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N Exercicios técnicos

“ Usando uma calculadora cientifica, determine uma

aproximacao do valor do expoente:

a) ao qual se deve elevar a base 2 para se obter 3.
b) ao qual se deve elevar a base 10 para se obter 5.
(Os valores devem ser os mais préximos possiveis,
por falta, com duas casas decimais, e devem ser
obtidos por tentativa.)

Consultando a tabela, calcule o valor de cada uma
das expressoes a seguir.

X 10*
0,05103 1,12468
0,15714 143595
0,26325 1,83337
0,31428 2,06196
0,57753 3,78033
1,25712 18,07674

a) 1,83337 - 2,0619 ) (2,06196)*

b) 3,78033:2,06196 d) {2,06196
Calcule os logaritmos:

a) log,,s 36 f) log, 7%°
b) log,q 10.000 g) log., V2

<) log257—29 h) log,,, 0,008
5 125 ’

d) logs 6 i) log,,, (232)

e) log, 1

Calcule o valor de 45 usando os valores apresenta-
dos na tabela abaixo.

X log, x
5,00 2,32
150 0,58

(UEMS) As funcdes reais f(x) = 35 ** Y e g(x) = 9 sdo
iguais para:
a) x=38

b) x=10

c) x=16
d) x =24

e) x =32

(Ufac) Os numeros reais positivos a e b, ambos
diferentes de 1, solucdes do sistema de equacgoes

, quando multiplicados, tém como pro-
log,a="D 4 P P
duto o nimero:

2 b4 9> Ay oS8

(UFJE-MG) Seja n = 8%1°221° ~ 1224 Entdo, o valor den é:
a) 5° b) & c 2° d) 5°

Sabendo que log; 11 = 1,34 e log; 2 = 0,37, calcule:

a) log, 44 d) log,, 3
b) logs% e) log, 4J11
c) log, 12 f) log,, 22

Calcule log 35, dado que log 7 = 0,84 e log 2 = 0,30.

(Ufac) Se x e y sdo numeros reais positivos e
logx + logy = t, entdo o valor de log (%), em fun-

cdodet,é:

a) t b) -t o % d) e) 2t

(UFRN) Sabendo-se que log (AB) = 7 e log% =3,
pode-se concluir que o valor da expressao
(log A)* — (log B)® é igual a:

a) 21 b) 4 o 10 d) 40

(Fuvest-SP) Se log,, 8 = a, entdo log,, 5 vale:

2a a
a) a® c) — e 1—-=
) ) 3 ) 3

b) 5a -1 d)1+%

(UFRR) Sejam a e b nimeros reais positivos tais que
log, Yab = 5. Entéo:

a) log,a=2° d) log,a =24
b) log, a = 25 e) log,a =25
c) log,a =10

(FGV) Adotando log 2 = 0,301, a melhor aproximacao
de log; 10 representada por uma fragdo irredutivel
de denominador 7 é:

8 9 10 11

e)E
7 7

7
(UFC-CE) Se log, 875 = a, entdo log;s 245 é igual a:

a)a+2 C)a+5 e)a+5
a+7 a+2 a+7
b)a+2 d)ol+7
a+5 a+2

(UFSCar-SP) Adotando-selog2 = aelog3 = b, o valor
de log, 5 135 é igual a:

a) 3ab d)3b+a

b—a b—a

2b —a+1 3b—a+1
p)LL—ar - —a~r i
) 2b —a ¢ b—a
9 3b —a

b—a

(Unifesp) Uma das raizes da equacéao
2% — 8.2+ 12 =0¢éx = 1. A outra raiz é

3 log;, 6
1+1 —) d) 80>
-
1 3
b) 1+ 980 e) logw(ﬁ)
log,, 2 2
c) logy, 3

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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m (Vunesp) Sejam « e B constantes reais,coma >0e
B >0, tais que loga = 0,5 e log B = 0,7.
a) Calcule log («p), em que of indica o produto de

aef.
b) Determine o valor de x, x € R, que satisfaz a
equacao: ‘
5B fopy
\ 10

BEEl (TA-sP)Seu=x-In2,u=x-In3ec" ¢ = 36,
calcule x.

m (UCS-RS) Um modelo matematico, para descrever
a relagdo entre o crescimento de uma grandeza y
em funcdo de tempo t, é y(t) = (InVab’ Jt, em que
a e b sdo constantes que dependem da particular
situagdo concreta modelada, e In denota o logaritmo
natural.

Supondoquelna=2elnb =4,qualéovalordey
quando t = 2?
a) 124
b) 128

c) 12
d) 24

e) 14

E Usando uma calculadora cientifica, determine uma
aproximacdo com trés casas decimais para cada um
dos logaritmos:

a) log8

b) log; 8

c) In5

d) log; ¢ (e € o nimero de Neper)

E Os gréficos abaixo representam as funcoes
f(x) = log, x e g(x) = log. x

y y

/ X X
g

Pode-se afirmar que:

a)b>1lec>1

b)0<b<leO<c<1

c) b>1le0<c<1

d b<cec>1
e 0<b<lec>1

E (Vunesp) A fungéo f(x) = 2 €n x apresenta o grafico
seguinte.

3,22

1,38

Qual o valor de ¢n 100?
a) 4,6 c) 2,99
b) 3,91 d) 2,3

€) 1,1109

IEW (Cefet-PR) O dominio da funcio

f(x) = log, _, (x* — 4x — 21) é o conjunto:
a) ]_°°! 4[

b) |7, +eof

C) ]_°°v _3[

d) 14, +eof

€) |, 3[

(UFPB) Sejam f:IR* — R e g: R — R, funcdes definidas,
respectivamente, por f(x) = In x (logaritmo natural
de x) e g(x) = ¢* (¢ € o nimero de Neper). Calcule
f(9(1.000)).

(UFMG) Neste plano cartesiano, estdo representados
o grafico da funcao y = log, x e o retangulo ABCD,
cujos lados sao paralelos aos eixos coordenados:

y

y = log, x

Sabe-se que:

e os pontos B e D pertencem ao grafico da fungao
y =log, x; e

¢ as abscissas dos pontos A e B sdo, respectivamente,
1 e 8.
4

Entdo, é correto afirmar que a area do retangulo

ABCD é:

a) 38,75

b) 38

c) 38,25

d) 38,5

(Uece) Na figura abaixo estdo representados seis
retangulos com lados paralelos aos eixos coorde-
nados e vértices opostos sobre o grafico da fungao
f(x) =log, x,x > 0.

y
f(x) = log, x
S S S R
1 2 3 4 5 6 7 8 9 X

A soma das areas dos seis retangulos é igual a:
a) 2 unidades de érea.

b) 3 unidades de area.
c) 4 unidades de area.
d) 5 unidades de area.

»

307



»

308

m (FGV) O grafico que representa uma funcao loga-

ritmica do tipo f(x) =2 + a-log (b - x),comaeb

reais, passa pelos pontos de coordenadas (5—10, 6) e

(%, 2). Esse grafico cruza o eixo x em um ponto de

abscissa:
3

b) 14 4 L
25 10

(ESPM-SP) A curva abaixo representa uma parte do
grafico da funcéo f(x) = log, (k - x), com k > 0.

y

A area da regido sombreada vale:

a)65 b)85 ¢ 105 d)9 e) 12

Obtenha a inversa das funcdes:

= 1 & — 2x
a)y—S—(—J c)y=-4+e
3
b)y=-4+3-log,(x—-1) d)y=-1+Inx
In(x’) -1 .
(Tbmec) Se f(x) = —, . parax >0, entdo a in-

versa da funcéo f é dada por:
a) f() = et

b) f—i(x) — et

o fix) =2e%+1

d) fx) =20 +1
e) fix) =v2e"+ 1

Construa o grafico da inversa da fungao:
y = log, ¥’ + log, x* — log, ¥, com x > 0

Os graficos abaixo representam funcdes inversas f
ef ' sendof(x) =a’,coma€E€Rtea+ 1.

y

f*1

a) Determine as ordenadas de P e P’ sabendo que
esses pontos sdo simétricos em relagdo a bisse-
triz dos quadrantes impares.

b) Determine o valor de a.

c) Obtenhaf

d) Prove que o ponto comum aos graficos de fe f*
pertencem a bissetriz dos quadrantes impares.

m (UFRN) Na figura abaixo, estdo esbocados os graficos

das funcgoes y = log; x e y = x. O grafico da funcao
que esta representado em azul é simétrico ao grafico
da funcdo y = log; x em relagdo a reta de equacao
y = x. A funcd@o que corresponde ao grafico azul é:

y
y—')
y=x
3,
.y =logx
_/1 77777777
o0l /1 3 X
) y-=3 Qgy=x
b) y =3x d) y=3"

Dadas as fungoes f(x) = log, x e g(x) = b*,com b € [R*
e b # 1, determine:

a) f(9(x))
b) g(f(x)

Resolva em R as equacgoes:

a) 2log, (x + 1) —log, (x> +7) = -1

b) log, (5x — 3) + log, (x — 5) = 2log, (x + 1)
2 2 2

c) log, (x + 6) + log, (x — 6) = log, (12x + 8) — 1
dInx+3)-lnx-2=1

Considerando o universo dos numeros reais, resolva
as equacoes:

a) log, (x + 2) + log, 3 = log, (xJ5)

b) log, x* — log; 2 = log, (g)

Determine no universo R o conjunto solugdo de
cada equacao a seguir.

a) log, (x + 3) + log, (3x) — log, (x + 1) = log, (5x)
b) log, (x* — 3x + 2) = log, (x + 1) + log, (x — 1)

(UEMS) Se log, (2™ + 12) = 4x, entdo x é:

a) -1 d) J2
b) 0 e) 2
c 1

(Fuvest-SP) O nimero real a é o menor dentre os valo-
res de x que satisfazem a equagao

21log, (1 + J2x) — log, (V2x) = 3.

Entdo, log, (2a3+ 4) éigual a:
1 3
1
b) = 2
)2 D)
c 1

(UFPE) Se x e y sdo numeros reais positivos satisfa-
zendo logg x + log, y* = 6 e log, x* + logg y = 10, qual
o valor de xy?
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m (Fuvest-SP) Os numeros reais x e y sdo solugdes do

sistema

2log,x—log, (y - 1) =1
logz(x+4)—%log2y=2

Entdo, 7(y — x) vale:
a) -7 b) -1 c 0 d) 1 e) 7

(Ufac) Considere a equagdo (na variavel x),

1+ log, (x* — 6x + 9) = log, (x — 2);

onde U = {x € R|x > 2 e x # 3} é 0 seu conjunto
universo.

As solugdes desta equacgdo sdo numeros reais tais
que:

a) o produto entre eles é um nuimero impar.

b) o produto entre eles é negativo.

c) o produto entre eles é igual a 10.

d) o produto entre eles é menor que 7.

e) o produto entre eles é maior que 15.

(Uece) Sejam f a fungéo real de varidvel real definida
por f(x) = 10 — log, x* — log, 16,x > 0e x # 1, e x,,
X, € R tais que f(x,) = f(x,) = 0. O valor de x, - x, é:

a) V2 b) 2J2 c) 3J2 d) 442

(Mackenzie-SP) A raiz real da equagao
log, (9" —2) =xé:
a) log; V2 c) log3§ e) log; 3

b) 2log, 2 d) log; 2

(Fuvest-SP) Os pontos D e E pertencem ao grafico da
funcaoy = log, x,com a > 1 (figura abaixo). Suponha
queB = (x,0),C=(x+1,0)e A = (x — 1,0). Entdo, 0
valor de x para o qual a area do trapézio BCDE é o
triplo da area do tridngulo ABE é:

y
y = log, x
1,45
=+ = +
a)2 > d) 1+ 5
by 1432 o Lios
2 2
1
=+
c)2 J5

Resolva em R as inequacgoes:

a) log; (4x — 1) + logs (x —5) <1
b) log, (x + 1) + log, x — log, 5 < 2
¢ Inx+5 +1<In5

Determine no universo R o conjunto solugdo da
inequacao:
logs 3x) <log,(x +6) — 1

m (Ufop-MG) Para que log, (x — 3) + log, (x — 2) <1,

deve-se ter:
a)2<x<4 d)3<x<4
b) x<2oux>4 e 2<x<3

c) x<3oux>4

m (UFC-CE) Seja S o conjunto solucdo da inequacgao
log, (log3 Jx + log, (x — 8)) = 0. Se Z representa o
3

conjunto dos numeros inteiros, entdo o conjunto
Z. N S possui exatamente:

a) 2 elementos. d) 4 elementos.
b) 3 elementos. e) 5 elementos.
c) 1elemento.

E (Fuvest-SP) Seja f(x) = log, (3x + 4) — log, (2x — 1). Os
valores de x para os quais f estd definida e satisfaz

f(x) > 1sao:
a)x<Z d) 2 ox
3 3
b) L<x e —2ox<l
2 3
c) lox<?
2 3

E (UFMA) Resolva em R a inequacéo:
log;x +3log,3-4=0

N Exercicios contextualizados

I3 (FGV) Em um regime de juros compostos, um capital
inicial aplicado a taxa mensal de juros iird triplicar
em um prazo, indicado em meses, igual a:
a) log,,;3
b) log 3
c) log, (1 + 1)
d) log, i
e) log; (1 + i)

m (UFRN) Na década de 1930, Charles F. Richter
desenvolveu uma escala de magnitude de terre-
motos conhecida hoje em dia por escala Richter,
para quantificar a energia, em joule, liberada pelo
movimento tectdnico. Se a energia liberada nesse
movimento é representada por E e a magnitude
medida em grau Richter é representada por M, a
equacdo que relaciona as duas grandezas é dada
pela seguinte equacgéo logaritmica:

logE =144 +15-M

Comparando o terremoto de maior magnitude ocor-
rido no Chile em 1960, que atingiu 9.0 (valor aproxi-
mado) na escala Richter, com o terremoto ocorrido
em San Francisco, nos Estados Unidos, em 1906, que
atingiu 8.0, podemos afirmar que a energia liberada
no terremoto do Chile é aproximadamente:

a) 10 vezes maior que a energia liberada no terre-

moto dos Estados Unidos.

b) 15 vezes maior que a energia liberada no terre-
moto dos Estados Unidos.

c) 21 vezes maior que a energia liberada no terre-
moto dos Estados Unidos.

d) 31 vezes maior que a energia liberada no terre-
moto dos Estados Unidos.

»
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E (Fuvest-SP) A intensidade I de um terremoto, medida

na escala Richter, € um numero que variadeI =0
até I = 8,9 para o maior terremoto conhecido. I é
dado pela férmula:

E

E,

em que E é a energia liberada no terremoto em

quilowatt-hora e E, = 7 - 10 > kWh.

a) Qual é a energia liberada num terremoto de
intensidade 8 na escala Richter?

2
I= 3" logso

b) Aumentando em uma unidade a intensidade
de um terremoto, por quanto fica multiplicada
a energia liberada?

(UFRN) A escala decibel de som é definida pela
seguinte expressao:

B =101log

I
Iy
Nessa expressao, B é o nivel do som, em decibel
(dB), de um ruido de intensidade fisical, e I, é a

intensidade de referéncia associada ao som mais
fraco percebido pelo ouvido humano.

Som Nivel do som (dB)

Som minimo 0

Raspagem de folhas 10
Sussurro 20
Conversagao normal 60
Banda de rock 80
Orguestra 90
Méaximo suportavel 120

De acordo com a expressdo dada e a tabela acima,

pode-se concluir que a intensidade do som de uma

orquestra é:

a) 1.000 vezes a intensidade de uma conversacao
normal.

b) 200 vezes a intensidade de uma conversagao
normal.

c) 100 vezes a intensidade de uma conversacao
normal.

d) 2.000 vezes a intensidade de uma conversagdo
normal.

(Cefet-SP) Em um piano bem afinado, a frequéncia

de cada nota é A2 vezes a frequéncia da nota ime-
diatamente abaixo dela. Adotando-se log2 = 0,3, e
utilizando-se algum dado da tabela, é correto dizer
que o aumento percentual da frequéncia entre duas
notas consecutivas de um piano afinado é:

a) 1,1%

b) 2,5% X log x
) 59% 1,025 0,011
d) 11,0% 1,059 0,025
e) 25,0% : :

(UFSCar-SP) Um forno elétrico estava em pleno
funcionamento quando ocorreu uma falha de ener-
gia elétrica, que durou algumas horas. A partir do
instante em que ocorreu a falha, a temperatura no
interior do forno pode ser expressa pela funcéo:

T(t) = 2"+ 40027
com t em horas, t = 0, e a temperatura em graus
Celsius.
a) Determine as temperaturas do forno no instante

em que ocorreu a falha de energia elétrica e uma
hora depois.

b) Quando a energia elétrica voltou, a temperatura
no interior do forno era de 40 graus. Determine
por quanto tempo houve falta de energia elétrica.
(Use a aproximagao log, 5 = 2,3.)

(Vunesp) As estradas (oficiais e ndo oficiais) na
Amazonia tém um importante papel na evolugdo
do desmatamento: analises mostram que o risco de
desmatamento aumenta nas areas mais préximas
as estradas. A funcao

-1,3d + 3,5
P(d) = 3

1+ 371,3(1 +3,5

fornece, aproximadamente, a probabilidade de des-
matamento de uma area na Amazoénia em funcéo
da distancia d da estrada, em quiléometros (INPE,
Anais do XIII Simpésio de Sensoriamento Remoto, 2007
- modificada).
Com base nessa funcgdo, determine para qual dis-
tancia d a probabilidade de desmatamento é igual
a 0,8. Use a aproximacao log; 2 = 0,6.

(Unicamp-SP) A escala de um aparelho de medir
ruidos é definida como Ry = 12 + log;, I, em que
R, é a medida do ruido, em bel, e I é a intensidade
sonora, em W/m? No Brasil, a unidade mais usada
para medir ruidos é o decibel, que equivale a um

décimo do bel. O ruido dos motores de um avido a

jato equivale a 160 decibéis, enquanto o trafego em

uma esquina movimentada de uma grande cidade

atinge 80 decibéis, que é o limite a partir do qual o

ruido passa a ser nocivo ao ouvido humano.

a) Escreva uma férmula que relacione a medida
do ruido Ry, em decibéis, com a intensidade
sonora I, em W/m’. Empregue essa férmula
para determinar a intensidade sonora maxi-
ma que o ouvido humano suporta sem sofrer
qualquer dano.

b) Usando a férmula dada no enunciado ou aquela
que vocé obteve no item a, calcule a razao entre
as intensidades sonoras do motor de um aviao a
jato e do trafego em uma esquina movimentada
de uma grande cidade.
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O cientista Arthur Eddington afirmou que o nime-

ro de prétons no universo é 136 - 2%°. Usando as
aproximacoes log 2 = 0,30 e log 17 = 1,23, assinale
a alternativa com a poténcia de dez mais préxima
do numero estimado por Eddington.

a) 109 d) 10
b) 10° e) 10%
c) 10*

(Vunesp) O brilho de uma estrela percebido pelo
olho humano, na Terra, é chamado de magnitude
aparente da estrela. Ja a magnitude absoluta da es-
trela é a magnitude aparente que a estrela teria
se fosse observada a uma distdncia padrdo de
10 parsecs (1 parsec é aproximadamente 3 X 10 km).
As magnitudes aparente e absoluta de uma estrela
sdo muito Uteis para se determinar sua disténcia ao
planeta Terra. Sendo m a magnitude aparente e M a
magnitude absoluta de uma estrela, a relacdo entre
m e M é dada aproximadamente pela férmula

M=m+5-log (3-d %%

onde d é a distancia da estrela em parsecs. A estrela
Rigel tem aproximadamente magnitude aparente
0,2 e magnitude absoluta —6,8. Determine a distan-
cia, em quilémetros, de Rigel ao planeta Terra.

(Unicamp-SP) O sistema de ar condicionado de um
onibus quebrou durante uma viagem. A funcéo
que descreve a temperatura (em graus Celsius)
no interior do 6nibus em funcdo de t, o tempo
transcorrido, em horas, desde a quebra do ar con-

t
dicionado, é T(t) = (T — Tey) + 1072 + T, onde T, é

a temperatura interna do 6nibus enquanto a refri-

geracgdo funcionava, e T, é a temperatura externa

(que supomos constante durante toda a viagem).

Sabendo que T, = 21 °C e T, = 30 °C, responda as

questoes abaixo.

a) Calcule a temperatura no interior do 6nibus
transcorridas 4 horas desde a quebra do sistema
de ar condicionado. Em seguida, esboce abaixo o
grafico de T(t).

b) Calcule o tempo gasto, a partir do momento da
quebra do ar condicionado, para que a tempera-
tura subisse 4 °C. Se necessario, use log;, 2 = 0,30,
logy, 3 = 0,48 e logy, 5 = 0,70.

(UnB-DF) A disseminacdo de uma doenca infeccio-
sa em determinada populagdo de 30.000 frangos
em uma granja pode ser descrita pela equagao

11.480
1+34Y

em que t é o nimero de dias decorridos desde a de-

teccdo da doenca, que é definido como o momento

do aparecimento dos primeiros casos (t = 0) e P(t) é

a quantidade total de frangos infectados apés t dias.

Com base nessas informacoes, classifique como

verdadeira (V) ou falsa (F) cada afirmacao a seguir.

I. A quantidade de frangos infectados no momento

em que a doenca foi detectada é superior a 150.

II. Caso a doencga ndo seja controlada, toda a po-
pulagdo de frangos da granja serd infectada.

IIl. 4.100 frangos serdo infectados decorridos

2 +log, 5 dias do momento da detec¢do da doenca.

IV. O numero de frangos infectados somente no

terceiro dia é inferior a 1.200.

P(t) =

m (FGV) Os bidlogos consideram que, ao chegar a 100

individuos, a extin¢do de uma espécie animal é
inevitavel.

A populacdo de determinada espécie animal,
ameacada de extingdo, diminui segundo a fungéo
f(t) = K - a', na qual K e a sdo numeros reais e f(t)
indica o nimero de individuos dessa espécie no
instante t (em anos). Atualmente (instante t = 0),
existem 1.500 individuos da espécie e estima-se
que, daqui a 10 anos, havera 750.

Caso nenhuma providéncia seja tomada, mantido tal
descrescimento exponencial, daqui a quantos anos
sera atingido o nivel de populacdo que os bidlogos
consideram como irreversivel para a extingdo?
Para os célculos, utilize, se necessério, alguns dos
valores da tabela abaixo:

n & 3 7 10
logn 0,30 047 0,85 1

(PUC-SP) Um laboratoério iniciou a producéo de certo
tipo de vacina com um lote de x doses. Se o plane-
jado é que o numero de doses produzidas dobre a
cada ano, ap6s quanto tempo esse nimero passara
a ser igual a 10 vezes o inicial?

(Uselog2 =0,3)

a) 1ano e 8 meses
b) 2 anos e 3 meses
c) 2 anos e 6 meses

d) 3 anos e 2 meses
e) 3 anos e 4 meses

(UCS-RS) Um explorador descobriu na selva ama-
zbnica uma nova espécie de planta. Pesquisando-a
durante anos, comprovou que seu crescimento mé-
dio variava de acordo com a férmula A = 40 - (1,1)},
em que a altura média A é medida em centimetro
e o tempo t em ano.

Verificou também que seu crescimento estacionava,
apos os 20 anos, abaixo dos 3 metros. Sabendo que
log2 = 0,30 e log 11 = 1,04, entdo a idade, em ano,
na qual a planta tem uma altura média de 1,6 metro
éigual a:

a) 15 anos.
b) 10 anos.

c) 9 anos.
d) 5 anos.

(UFMT) Para determinada espécie de roedores, com
populacdo inicial de 2.000 individuos e uma taxa
constante de crescimento de 10% ao més, se P(t) é
o numero de roedores apés t meses, entao:

P(t) = 2.000 - (1,1)"
Nessas condig¢des, em quantos meses a populacido
de roedores atingira 22.000 individuos?
(Dado: log 11 = 1,04.)

N
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A partir de certo instante, a concentracao C (nume-
ro de individuos por litro) de um tipo de bactéria
poluente em um lago decresce de acordo com a
funcdo C(t) = 50-27% + 20 - 27", em que t represen-
ta o tempo em ano. Considerando o ano com 365
dias e log 2 = 0,30, determine o tempo necessario,
em dia, para que a concentracao seja reduzida a 16
individuos por litro.

(Ufes) Um pesquisador constata que, em um dado
instante, existem 400 tartarugas da espécie A e 200
tartarugas da espécie B em uma reserva marinha.
Nessa reserva, a populacdo de tartarugas da espécie
A diminui a taxa de 20% ao ano, enquanto a popu-
lacdo da espécie B aumenta a taxa de 10%, também
a0 ano.

Determine, usando duas casas decimais, quanto
tempo é necessario, a partir desse instante, para
que as populacdes sejam iguais.

(Considere: log,, 11 = 1,04; log,, 2 = 0,30.)

(Ueap-AP) Num instante t = 0, um recipiente contém
uma quantidade Q, de bactérias que se reproduzem
normalmente. Em um instante t > 0 a quantidade
de bactérias existentes nesse recipiente é dada pela
férmula Q(t) = Q, - ¢*, onde t é o tempo, em hora,
a é a constante que depende do tipo de bactéria e
¢ é o nimero neperiano que é a base do logaritmo
natural. Supondo que um cultivo inicial de 10 bac-
térias se reproduz em condicdes favoraveis e que
doze horas mais tarde contamos 50 bactérias nesse
cultivo, qual o valor da constante a para esse tipo
de bactéria?

(Obs. o simbolo In, abaixo, representa o logaritmo
natural, ou seja, o logaritmo na base ¢.)

a) In %5 d) 51n 5
12
b) In 312 o) %

c) 12In "5

Em certo pais com populacdo A (em milhdo de habi-
tantes), as emissoras de tevé noticiaram a implan-
tagdo de um novo plano econdmico pelo governo.
O numero f(t) de pessoas que ja sabiam da noticia
ap6s t horas de sua divulgacgéo, t = 0, é dado por:

fy=—2—

1+ 4e¢ 40

Sabe-se também que, decorrida 1 hora da divulga-
¢do do plano, 50% da populagdo ja estava ciente da
noticia.

a) Que porcentagem da populagdo tomou conhe-
cimento do plano no instante em que ele foi
noticiado?

b) Qual é a populagdo desse pais?

(AdoteIn 2 = 0,69.)

(UFCG-PB) Certa espécie de animal, com populacdo
inicial de 200 individuos, vivendo em um ambiente
limitado, capaz de suportar no maximo 500 indivi-

100.000
200 + 300¢ %
onde a variavel t é dada em ano. O tempo necessario
para a populagdo atingir 60% da populagdo maxima é:
a) 0,4 anos.

b) 0,2 anos.
c) 0,5 anos.
d) 0,1 anos.
e) 0,6 anos.

duos, é modelada pela funcéo P(t) =

(Obs: use a aproximacgao In (%) = —0,8, onde In x

representa o logaritmo natural (ou neperiano) do
numero real x.)

(UFF-RJ) Apds acionado o flash de uma camera
fotogréfica, a bateria comeca imediatamente a re-
carregar o capacitor que armazena uma quantidade
de carga elétrica (medida em coulomb) dada por:

Q=1Qt) = Q41 —¢™)
Sendo:
e ¢ o numero de Neper;
e Q(t) a carga elétrica armazenada até o instante t,
medido em segundo;
e Q,acarga méaxima; e
® )\ uma constante.

Considerando A = % e ln 10 = 2,3, determine:

a) a expressao de t em funcao de Q;
b) o tempo necessario para que o capacitor recar-
regue 90% da carga maxima.

A concentracdo C de um medicamento no sangue de
uma pessoa, em funcao do tempo t,em hora, a partir
do instante da injecdo, decresce de acordo com a
funcdo C(t) = d - (0,8)", em que d é a dose adminis-
trada. Quanto tempo apds a injecdo a concentragao
do medicamento no sangue se reduz a 40% da dose
administrada? (Use a tabela de logaritmos naturais
abaixo).

X 1 2 3 4 5
In(x) | 0,00 0,69 1,10 1,39 1,61
X 6 7 8 9 10
Inlx) | 179 1,95 2,08 2,20 2,30

(Vunesp) A temperatura média na Terra comecou a
ser medida por volta de 1870, e em 1880 j4 apareceu
uma diferenca: estava 0,01 °C (grau Celsius) acima
daquela registrada em 1870 (10 anos antes). A fungdo
t(x) = (0,01) - 2°%* com t(x) em °C e x em ano, fornece
uma estimativa para o aumento da temperatura
média na Terra (em relagdo aquela registrada em
1870) no ano (1.880 + x), x = 0. Com base na funcéo,
determine em que ano a temperatura média na
Terra terd aumentado 3 °C. (Use as aproximagoes:
log, 3 = 1,6;1log, 5 = 2,3.)
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(Vunesp) Em uma experiéncia para se obter cloreto

de sédio (sal de cozinha), coloca-se num recipiente
certa quantidade de 4gua do mar e expde-se o reci-
piente a uma fonte de calor para que a agua evapore
lentamente. A experiéncia termina quando toda a
agua se evapora. Em cada instante t, a quantidade
de agua existente no recipiente (em litro) é dada
pela expressao:

10*
t+1
sendo k uma constante positiva e t em hora.

a) Sabendo que havia inicialmente 1 litro de dgua
no recipiente, determine a constante k.

Q(t) = log

b) Ao fim de quanto tempo a experiéncia termi-
nara?

A pressdo p do vapor-d’dgua no interior de uma
panela de pressao, em newton por centimetro
quadrado (N/cm?), varia em fungéo da temperatu-
ra t, em grau Celsius (°C), de acordo com a funcgao
f(t) =7+ (1,04)"*, quando t varia de 90 °C a 130 °C,
conforme mostra o gréafico:

P

33,61

15,33

7,00

Conhecendo os valoreslog219 = 2,34 elog 104 = 2,02,
concluimos que, quando a pressdo interna do vapor-
-d’dgua é 15,33 N/cm?, a temperatura no interior da
panela é igual a:
a) 110°C
b) 109 °C

c) 108°C
d) 107 °C

€) 106 °C

(UFRN) Suponha que, numa colénia de fungos, a mas-

sa biolégica de sua populagdo, no instante t (hora),
denotada por m(t), seja dada pela expressao:

t
m(t) = 1ot
De acordo com o ritmo de crescimento populacional
estabelecido por essa expressao, a massa da popu-
lacdo de fungos, em 50 horas, é da ordem de:
a) 100 g b) 10g c) 10.000 g d) 1.000 g

gramas (considere log 2 = 0,3)

m Estudando o decaimento radioativo de duas amos-

tras de substancia, A e B, um cientista concluiu que
os tempos f(x) e g(x), em século, necessarios para
que cada uma delas perca x gramas de sua massa,
respectivamente, sdao dados por:
12 — 1

f(x) = logye 12 Xe g(x) = 7" logo e
(Adote (0,99)% = 0,92.)

a) Em quanto tempo a substancia A perde 0,12 gde

sua massa?

8 —x

b) Em quatro séculos, que quantidade de massa a
substéancia B tera perdido?

c) Para que quantidade x de massa perdida tem-se

fx) =9g(x)?

(UFPA) As populagoes A e B de duas cidades sao de-
terminadas em milhar de habitantes pelas funcoes:
A(t) = log, (2 + t)° e B(t) = log, (2t + 4)% nas quais a
variavel t representa o tempo em ano. Essas cidades
terdo o mesmo numero de habitantes no ano t, que
éigual a:

a) 6 d) 12
b) 8 e) 14
c) 10

(UFV-MG) A fim de medir a magnitude de um terre-
moto, os sismologos Charles Francis Richter e Beno
Gutenberg desenvolveram a escala Richter em 1935.
Nesta escala, o maior terremoto ja registrado foi o
Grande Terremoto do Chile, em 1960, atingindo a
magnitude de 9,5, seguido do ocorrido na Indonésia,
em 2004, que atingiu a magnitude de 9,3. Na escala
Richter, a magnitude M é dada por:

M =logA —log A,
onde log denota logaritmo decimal, A é a amplitude
maxima medida pelo sismégrafo e A, é uma ampli-
tude de referéncia padrdo. Sabe-se também que a
energia E, em ergs (1 erg = 10”7 joules), liberada em
um terremoto estd relacionada a sua magnitude M
por meio da expressao

logE = 11,8 + 1,5M
A partir das informacodes acima, fagca o que se pede:
a) Sabendo que no litoral do Brasil, em 1955, foi
registrado um terremoto de magnitude 6,3 na es-
cala Richter, determine a razdo entre as energias

liberadas nos terremotos ocorridos na Indonésia
e no Brasil.

b) Considerando A, a amplitude maxima de um ter-
remoto e E; sua energia, e A, a amplitude maxima
de outro terremoto e E, sua energia, determine k
tal que

A, [Ey|
ik

(Unicamp-SP) Um capital de R$ 12.000,00 é aplicado
a taxa anual de 8%, com juros capitalizados anual-
mente. Considerando que nao foram feitas novas
aplicagoes ou retiradas, encontre:

a) o capital acumulado apds 2 anos;

b) o nimero inteiro minimo de anos necessarios
para que o capital acumulado seja maior que o
dobro do capital inicial.

(Se necessario, use log 2 = 0,301 e log 3 = 0,477.)

»



m (FGV) Um instituto de pesquisa publicou os dados

abaixo, referentes ao nimero de usuarios da inter-
net (por 10 mil habitantes) no ano de 2008.

Pais Internet (2008): usuarios
por 10 mil habitantes
A 2845
B 728,32

Especialistas avaliam que, a partir de 2008, o niimero
de usudrios por 10 mil habitantes crescerd a taxa de
10% ao ano no pais B e de 20% ao ano no pais A.
Baseado nessa estimativa, calcule o nimero minimo
de anos completos para que o nimero de usuarios
(por 10.000 habitantes) do pais A supere o do pais
B. (Use as aproximagoes: log 2 = 0,3; log 3 = 0,48;
log 11 = 1,04; sendo log k o logaritmo de k na
base 10.)

Suponha que a populacdo humana era de 6 bilhoes
de habitantes no final do ano 2000. Sabendo que a
estimativa do crescimento populacional é de 1,6%
ao ano, calcule o primeiro ano N em que a populagao
ultrapassard 7 bilhdes de habitantes. (Utilize uma
calculadora cientifica para efetuar os calculos.)

(UnB-DF) Um dos grandes desafios para o comité
organizador das Paraolimpiadas foi classificar os

atletas ao final de cada competicdo de corrida, ja
que cada atleta apresenta um nivel particular de
comprometimento fisico. Para diminuir as dispari-
dades, o comité impds um cdlculo para determinar
o desempenho final de cada atleta, ajustando o
tempo gasto por ele na prova de acordo com sua
deficiéncia. Considere que uma comissio de espe-
cialistas atribuiu a cada atleta um valor x, de acordo
com o grau de deficiéncia dele, e que, a partir desse

1

1+ 9¢™
Assim, nas provas de corrida, para o atleta ao qual
foi associado o valor x, o tempo t; gasto por ele foi
corrigido, e obteve-se o tempo final t; pela férmula
tp=t;- f(x).

Com base nessas informagcoes e supondo que x varie
no intervalo ]0; [, julgue os itens que se seguem.

valor, determinou o fator de corregdo f(x) =

a) f(x) = 1—10 para todo x > 0.

b) Existem valores de x para os quais f(x) é superior
all

c) Suponha que a comissao de especialistas atribuiu
ao corredor A o valor x = 1, e ao corredor B, x = 3.
Nessa situagdo, o tempo final do corredor B sera
menor que o do corredor A sempre que o tempo
gasto por B for inferior ao tempo gasto pelo cor-
redor A.

(Nota: e é o numero de Neper, isto é, ¢ = 2,7182... )

))) EXERCICIOS DE REVISAO CUMULATIVA

“ No plano cartesiano abaixo, estdo representados os

graficos de duas funcoes, f e g, de dominio [-2, 5] e
contradominio R.

Determine os valores de x, com x € [-2, 5], tal que:

a) f(x) =0 d) f(x) > 9(x)
b) f(x) >0 e) f(x) - g9(x) <0
c f(x)<0 f)m>0

9(x)

n O gréfico abaixo representa a fungdoy = ax + b,com

{a, b} C R.

Determine os valores de a e b.
y
4

7 x

n Construa o grafico das fungodes:

a) f(x) = [x* — 2x|

b) g(x) =2 + |x - 3]

¢) h(x) =3x + [2x — 6|

d) tx) =[x — 4| + |2 — x|

“ Determine o dominio da funcgéo f(x) = \/zx—i—;
X —

Reproducéo proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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