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ID “ecomposeren ‘el ‘ementssimples.dans R(X)lafraction:

X +1

F =
X3(X2+ X +1)°

R “eponse:

F—Q+a+b+c+ d+eX f+g9X
B X X2 X3 14+ X+X2 0 (14 X+ X2)2

e () restedeladivisioneuclidi*ennede X +1par X3(X?2+ X +1)%2 ——@Q =0

e Pourcalculer a,b,c onpose h = X etoneffectueund ‘eveloppementlimit ‘e a
l'ordre2de h3F

g X _ 1+h
T+ X+ X222 X T (14 bt h2)2
I+ h 1+ h

T1F R242h 2R 142 h+3 12

1+ h 1+2 h +3 h?
142 h+3h* | 1—h—h?
—h — 3h?
—h — 2h?

parsuite
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e Pour calculer d, e, f, g on pose h = 1+ X + X? et on effectue un développement

limité & lordre 1 de A2F |,

g LEX 14X 1+ X
X3 X(h-X-1) Xh—(X24+X)
14X 14X
“Xh—-D x—Dhyi W
B 1+X)((-1-X)=1h+1)

(X =Dh+D)(((-1=X)=1)h+1)
O +X)(1-2+X)h) 14+ X—(X*+3X+2)h
(X =Dh+1)(1—(2+X)h) 1—3h+O(h?)

14X —-(h+2X+1)h  1+X - (2X+1)h+O(h?)

1 —3h+ O(h?) B 1 —3h+ O(h?)
1+ X - (1+2X)h 1—-3h
X+1-3X+1Dh | X+1+(X+2)h

(X +2)h
par suite
X+1 X +2

I+ X+ X202 14X+ x2 7

Remarque : On peut aussi faire directemement la division suivant les puissances
croissante de h, avec retenue dans (*), le pivot est 1/1 =1 mod(h)

1+ X 1+ (X —-1)h

1+ X +(X?2=1)h
=1+X+(h-X-2)h
=1+4X—-(X+2h |1+X+(X+2)h
(X +2)h

Autre méthode pour calculer d, e, f, g par 'identité de Besout, on cherche U tel
que UX3 =1+V(X?2+X+1) — U = 1 alors f+gX est le reste de (X +1)U
par h — f+gX =1+X,ona (1+X)-X3(f+¢X)=(1+X)1 - X)h,
alors d +eX est lereste (1+ X)(1 —X)parh — d+eX =2+ X

Finalement

1 L 1. X+l o X2
X3 X2 X (14X +X2)2 0 14X+ X2




Autre méthode pour calculer a, b, ¢, d, e, f, g par identification de :
X+1=X*X*+X+1°F O
IT On consideére dans I'espace vectoriel R? le systeme :

< =((1,-1,2),(-1,-1,0),(3,-5,8),(1,—5,6))

1 Justifier que le rang de .7 est 2

Réponse : On résoud le systeme

.T1—1‘2+3$3+.’E4:0
T101 + Tovg + 303 + 2404 = 0 < —x1 — X2 — 0513 — 0514 =0
21’1+81’3+6$4:0

T1 = To — 3T3 — Ty (x)(1)
< —(1’2—3$3—J74)—1‘2—51’3—51174:0
2(%2 - 31‘3 - ZE4) + 81‘3 + 61‘4 =0

(+)(1)
g —21'2 - 2333 - 41‘4 =0
21‘2 + 21‘3 + 41‘4 =0

= {0

Ty = —Ty — 2Ty (x)(2)

2 inconnues éliminées — le rang = 2 UJ

Autre méthode : (vq,vy) est libre car 1/ — 1 # —1/ — 1. Donc le rang est
aumoin 2, on a (calcul) )vs = 4v; + vy et vy = 3v; + 20, donc le rang =2 O

Autre méthode : On applique Ialgorithme de complétition a savoir (rappel) :

E espace vectoriel, L C FE libre , G C F générateur :

i. Si G = () terminer L est une base
ii. Soit z € G, G =G\ {z}
iii. Siz ¢ vec(L) alors L =LU {x}
iv. Aller a i.



Iei E =vect(S), L=0et G=.

. G#0

. 2 =v; — G = (vg,v3,0y)

iii. ¢ vect(L) ={0} — L = (vy)
i. G#0

i. 2 =vy — G = (v3,vy)

iii. z ¢ vect(L) — L = (v1,v9)

. G#0

. 2 =v3 — G = (vg)

iii. € vect(L) — L = (v, vy)

i. G#0

H.rz=v—G=10

iii. z € vect(L) — L = (v, v9)

i. G =0 — L = (v, vs) est une base O

Autre méthode : On raméne a une matrice échelonnée la matrice du systeme
(/Ula Vg, U3, U4)

1 -1 3 1
-1 -1 -5 =5
2 0 8 6
On a
1 -1 3 1 1 -1 3 -1 1 -1 2 -1
0O -2 -2 4 |~10 -2 -2 4 |~|0 -2 -2 -4 | —rang=2
2 0 8 6 0o 2 2 4 0O 0 0 0

Donner une base de vect(.¥)

Réponse : Par la premiere méthode 1, xs inconnues éliminées — (vy, vs)
base. Par la deuxiéme et la trisitme méthode aussi (vy,vy) base. O
Donner la décomposition des autres éléments de .7 dans la base ci-dessus (On
ne demande pas de calculer toutes les décompositions possibles).

Réponse : Par la premiere méthode, la solution du systeéme linéaire est :

{(—4z3 — 3xy, —x3 — 214,23, 24) | x3,24 € R}

Soit
—Us —Uyg
Ty = —dx3 —3x4
To — — —XT3 —2.774,

En lisant verticalement la solution — v3 = 4v; + v vy = 3v1 + 209 O



Autre possibilitées :

Vo = —4’1)1 + vs
Vy = —5’01 + 2U3

(v1,v3) base — {

( 3 1
Vo = —51)1 —+ 51)4
(v1,v4) base —
5 1
| V3 = 5’01 + 51]4
)
V1 = _sz —+ Z?)g
(vg,v3) base — ¢
5 N 3
Vg = —Ug + —v
| Ve T gt s
(
V1 = —g’UQ + §U4
(vg,v4) base —
-5 N 4
V3 = —Uy + =V
\ ’ 3 %23 4
( 2 1
Vv = g’Ug — 31)4
(v3,v4) base — <
3 N 4 -
Uy = — =3 + =0
| v FUs T 2l

III On rappel que RY désigne I’ensemble de toutes les applications de N vers R, c’est un
espace vectoriel sur R pour les lois f+ ¢ 12z — f(z) +g(z) et Af 12— Af(x).
On pose E le sous ensemble de RY formé des applications f : N — R telles que :

VneN  f(n+2)=2f(n+1)— f(n)

1 Montrer que E est un sous espace vectoriel de RY
Réponse :
e La fonction définie par (n) = 0 pour tout n vérifie bien #(n + 2) =0 =
20-0=20(n+1)—6(n), donc # € E, donc E # )
e Sif,ge Eet A€ K, onapourtout n (f+Ag)(n+2) = f(n+2)+Ag(n+
2) = (2f(n+1) = f(n)) + A2g(n+1) —g(n)) =2(f(n+1)+ Ag(n+1)) —
(f(n) +Ag(n)) =2(f + Ag)(n+ 1) — (f + Ag)(n), donc f+Age B [
2 Soit ¢ : E — R? lapplication définie par ¢(f) = (f(0), f(1)) pour tout f € E.
i. Montrer que ¢ est linéaire.
Réponse : Si f,ge Eet A € K ona o(f+Ag) = ((f+29)(0),(f +
Ag)(1)) = (f(0) + Ag(0), f(1) + Ag(1)) = (f(0), f(1)) + A(g(0),9(1)) =
o(f)+Aelg) O



ii.

1il.

v.

Soit f € E telle que f(0) = f(1) = 0, montrer que f(n) = 0 pour tout
n € N.

Réponse : Récurrence sur n, supposons la proprieté vrai pour tout entier
<mn,sin=0oun =1 laproprieté est vrai sinon n > 2 et on a f(n) =
2f(n—1) = f(n—2)=20-0=0 U

En déduire que ¢ est injective.

Réponse : Soit f € ker(p), donc ¢(f) =0, soit (f(0), f(1)) = (0,0), soit
f(0) = f(1) = 0, d’apres la question précédente f(n) = 0 pour tout n,
donc f =0, soit ker(yp) = {0}, donc ¢ est injective O

Soit  : E — Im(y) l'application définie par ®(x) = ¢(z). Montrer que
© est un isomorphisme d’espace vectoriel.

Réponse :

e ¥ est surjective car si y € Im(yp) il existe x € F tel que y = ¢(x) donc
y=o(z)
e  est injective car si f € ker(@) on a (f) = 0, donc ¢(f) = 0, donc
f=0
e 0 est linéaire car ¢ est linéaire U
En déduire que dim(E) < 2.
Réponse : On a Im(yp) sous espace vectoriel de R?, donc Im(p) de

dimension finie < 2. Comme FE est isomorphe a I'm(p), alors E est de
dimension finie < 2 aussi O

3 On considere les applications g, h : N — R données par g(n) =1 et h(n) =n
pour tout n € N.

1.

ii.

1il.

iv.

Montrer que g et h appartiennent a F.

Réponse : Ona g(n+2)=1=21-1=2g9(n+1)—g(n) et h(n+2) =
n+2=2(n+1)—n=2h(n+1) — h(n) O

Montrer que le systeme ((g(0), g(1)), (h(0), h(1))) est libre dans R?.
Réponse : ((9(0), g(1)), (h(0), (1)) = ((1,1),(0,1)) et 1/0#1/1 [
En déduire que le systeme (g, h) est libre dans E.

Réponse : Une relation ag + fh = 0 entraine ag(0) + Sh(0) = 0 et
ag(1)+ph(1) = 0donc a(g(0), g(1))+A(h(0), (1)) = (0, 0) par la question
précédente o = =0 U

Montrer que dim(E) = 2.

Réponse : Comme (g,h) est libre, dim(E) > 2, par la question 2 on a
dim(E) < 2, donc dim(E) = 2 O

4 Montrer que pour tout f € F ils existent a, 5 € R uniques tel que f = ag+ (h
Réponse : Comme (g, h) est libre et dim(E) = 2, (g,h) est une base de E

O

5 Montrer que pour tout f € FEonaVneN  f(n)= f(0)+ (f(1) — f(0))n
Réponse : Ona f =ag+pfh — f(0)=a, f(1) =a+p — a= f(0) et =
f) = fo) O

Soit n € N (n > 1) et sur R le determinant d’ordre n



S O =N

0

6 Montrer que pour tout n € N (n > 1) on a 0p49 = 25,41 — 0,
Réponse : On développe par rapport a la premiere colonne

S =N =

0

0

1 0
2 1
1 2

7 Soit f : N — R tel que f(n) = d,41

i. Montrer que f € E

Réponse : f(n+2) = 6,45 = 20,40 — 01 = 2f(n+ 1) — f(n)

ii. En utilisant 5. montrer que Vn € N

Réponse : On ad, = f(n—1) = f(0)+ (f(1)) — f(0)(n—1) = & + (09 —
) (n—1)=2+B3-2)(n—1)=n+1

IV Soit dans M;3(R) la matrice :

1
A=10
0

1 Justifier que le polynome caractéristique de A est Py = —(X — 1)%(X — 2)

Réponse :

1-X 0
P, = 0 2-X
0 1

— N O
—_ o O

0

0 |=1-x)2-X)1-X)

1-X

2 Donner les valeurs propres de A

Réponse : sp(A) = {1,2}

O

3 Donner les vecteurs propres de A

2y=20
(x,y,z)EE1<:>{ =0

—r =0
(:r,y,z)EE2<:>{ y— =0

— By ={0,2,2) | x,2 € R} = vect((0,1,1))

0 1

op=n-+1

O

4 A est elle diagonalisable 7 (justifier votre réponse).

Réponse : A est diagonalisable car P4 est scindé et pour toute valeur propre

multiple A de A on a dim(E)) = m, O

O O O O

1
2

O

O

O

— E1 ={(x,0,2) | z,z € R} = vect((1,0,0), (0,0,1))

g



V Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient f,g € Z(F) des endomor-
phismes de E. On suppose que fog=20

1

Montrer que I'm(g) C ker(f)
Réponse : Soit y € Im(g), il existe € E tel que y = g(z), donc f(y) =
flg()) = fog(z) =0,doncy € ker(f) O

En déduire que dim(Im(g)) + dim(Im(f)) < dim(E)
Réponse : On a Im(g) C ker(f), donc dim(Im(g))
dim(E) — dim(Im(f)), donc dim(Im(g)) + dim(Im(f)) <

dim(ker(f)) =

< dim
dim(E) O

Dans la suite, on suppose de plus que f + g est bijectif

Montrer que Vy € F dJrel y = f(z)+ g(x)

Réponse : f + g bijectif entraine (équivaut en fait a) f + g surjectif O
En déduire que E = Im(f) + Im(g)

Réponse : Par la question précédente E C I'm(f)+Im(g) donc E = Im(f)+
Im(g) O

Montrer que dim(E) = dim(Im(g)) + dim(Im(f))

Réponse : On a E = Im(f)+ Im(g) donc dim(E) = dim(Im(f)+Im(g)) <
dim(Im(f)) + dim(Im(g)), avec la question 2 on a 'inégalité inverse, donc
dim(E) = dim(Im(g)) + dim(Im(f)) O

Montrer que Im(f) + Im(g) est directe

Réponse : On a dim(Im(f) + Im(g)) = dim(Im(f)) + dim(Im(g)), comme
Im(f)+ Im(g) de dimension finie, Im(f) + Im(g) est directe O
Montrer que V(z1,15) € E? il existe x € E tel que f(x) = f(x1) et g(z) = g(x9)
Réponse : Posons y = f(z;1) + g(x2) par la question 3, il exise = € E tel que
y = fx)+g(x), soit f(x1)+g(r2) = f(2) +g(x), comme I'm(f) + Im(g) est
directe, on a f(x) = f(x1) et g(x) = g(z2) O

Montrer que V(zy,x;) € E? il existe # € E tel que x = x; mod (ker(f)) et
x=1x9 mod (ker(g))

Réponse : f(z) = f(z1) et g(x) = g(z2) équivaut & f(r—z1) = 0et g(x—13) =
0, donc & x — 1 € ker(f) et x — x4y € ker(g) O



