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ELOSZO

Konyviinkkel a komplex fiiggvénytannal ismerkedd Olvasék
szdmdra kivantunk segitséget nydjtani. Olvaséinkrél feltételezziik a
komplex algebrdnak, az egyvéltozos fiiggvények analizisének és a
tobbvaltozés fiiggvények analizisének bizonyos szintfi ismeretét. A
konyv felépitése a Bolyai-sorozat konyveinek felépitését koveti. A
fejezetek elején roviden ismertetjiik a sziikséges elméleti alapokat,
definidljuk a lényegesebb fogalmakat, kimondjuk a fontosabb téte-
leket. A feladatok megolddsa sordn igyeksziink a tételek sziikséges
és elégséges feltételeit megvildgitani, a fontosabb eljardsokat be-
mutatni, s néhol utalunk a gyakorlati felhasznalds lehetSségeire is.
Reméljiik, hogy konyviink eléri céljat, sikeriil az Olvas6val a téma-
kor alapjait megismertetni, az alkalmazashoz segitséget nyujtani, s
a mélyebb megismerés utdni vagyat felébreszteni. Végiil koszon-
jiik a lektornak minden részletre kiterjedd rendkiviil lelkiismeretes
munkaéjat.

A szerzdk



1. BEVEZETES

Ezen példatirnak a témdja a komplex analizis és annak alkal-
mazdsai. Ennek a megértése feltételezi a Tisztelt Olvas6tél a komp-
lex algebra alapos ismeretét. A példatir témajabol és terjedelmébsl
ad6déan nem tartjuk feladatunknak a komplex algebra részletes ki-
fejtését. Azonban vizlatosan megemlitjiik az alapfogalmakat, fele-
levenitjiik a komplex szdmok halmazdban végezhetd miiveleteket,
elsGsorban azok geometriai jelentését hangsilyozva.

Komplex szdmnak nevezziik a z = a +i-b alakud dsszeget, ahol
a és b tetszSleges valds szamok, az i pedig az Ggynevezett imagind-
rius vagy képzetes egység, amely a —1 valds szdm négyzetgyokét
szimbolizlja: i = v/—1. Az a valés szdm a z komplex sz4m val6s
része, jelolése a = Re(z), a b valés szdm pedig a z komplex szdm
képzetes része, jelolése b = Im(z).

Egy komplex szdmot tehat két paraméter hatdroz meg egyér-
telmfien: a valds és a képzetes rész.

Felfoghatjuk a komplex szdmokat dgy is, mint rendezett valds
szampdérokat: z = (a, b).
Vegyiink fel a sikban egy derékszogli koordindtarendszert, mely-
nek elsd tengelyét valés tengelynek, masodik tengelyét imagindrius
tengelynek nevezziik. Jelolésiik rendre: Re és Im. Magétél értetd-
dé, hogy kolcsonosen egyértelmii kapcsolat van a sik pontjai és az
origébdl indulé helyvektorok kozott. Tehat minden komplex szdm
szemléltethetS egy sikvektorral. A Re és Im tengelyek 4ltal kifeszi-
tett sikot Gauss-féle komplex szdmsiknak nevezziik.

De megadhatjuk az (a, b) pont origbtél mért tdvolsagat (jele:
r), valamint az (a, b)-be mutaté helyvektornak a Re tengely po-
zitiv irdnydval bezart szogét (jele: (a), mely elSjeles mennyiséget,
szokds szerint, az éramutaté jardsdval egyez$ irdnyban tekintiink
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pozitivnak. El&bbit a z komplex szdm abszolit értékének, utébbit a
komplex szdm arkuszdnak vagy argumentumdnak nevezziik.

Ha ezeket hasznaljuk a komplex szdm megadédsahoz, a kovet-
kez&t kapjuk: z = r - (cosa + i - sina). Ezt az el6allitast nevezziik
a komplex szdm trigonometrikus alakjénak.

Késdbb kideriil, hogy a szdmitdsok szempontjdbél nagyon
praktikus, ha a komplex szdm felirdsdhoz igénybe vessziik az ex-
ponencidlis fiiggvényt, specidlisan az Euler-féle formulat:

€% = cosa +i-sina
Ezzel a z komplex szdm exponencidlis alakja z = r - €.

Algebrai alakban az Osszeadds a sikvektorok korében megis-
mert szokdsos vektorosszeadds mintdjara torténik. Tehat ha

z1=a+i-bész =c+i-d, akkor

ntun=(@+b)+i (c+d).
Tehat 6sszeaddsndl kiilon-kiilon 6sszeadédnak a valds részek és a
képzetes részek. Ez természetesen igaz kett6nél tbb komplex szém
Osszegére is.

Trigonometrikus és exponencidlis alakban kdzvetleniil nem vé-
gezhetd el az Osszeadds.

Az 6sszeadds szemléletes tartalmanak kideritéséhez felidézziik
a vektorok geometriai alkalmazasi teriiletét. Ez pedig a geometriai
transzforméciék kozott az eltolds. Rogzitsiik a zo = ag+i-bg komp-
lex szdmot. Ha egy tetsz6leges z = a + i - b komplex szdmhoz ezt
hozzéadjuk, akkor ez a z-nek megfelelS pont zp-val valé eltoldsat
fogja eredményezni. Altaldnosabban, ha adva van a komplex sikon
egy T tartomény, és a tartomdnyhoz tartozé minden komplex szdm-
hoz hozzdadjuk zo-t, akkor az egész T tartomany eltolédik zo-val.

Algebrai alakban a szorzést gy végezhetjiik el, hogy definicié
szerint megkoveteljiik a disztributiv térvény teljesiilését a komplex
szdmok halmazéban. Ezek szerint, hazy =a+i-bész; = c+i-d,
akkor

2za=(a+i-b)(c+i d)= (ac—bd)+i-(ad+ bc),
amely Kifejtés megadja a szorzat valés és képzetes részét.
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A szorzas miiveletének geometriai tartalma féként akkor vildg-
lik ki, ha a szorzdst trigonometrikus, illetve exponencidlis alakban
végezziik el. Ehhez legyen:

71 = ri(cosa; +i-sina;) és 75 = n(cosay + i - sinay).
Ekkor a szorzat trigonometrikus alakja:
2122 =N -n-(cos(ay +ap) +i-sin(a; + az))

Eszerint két (vagy tobb) komplex szdm szorzdsdnéal az abszolit
értékek 6sszeszorzédnak, az argumentumok pedig Osszeadédnak.

Ez az eredmény egyszerfien adédik, ha a komplex szdmok ex-
ponenciélis alakjat alkalmazzuk, felhaszndlva a hatvdnyozds azo-
nossagait:

A2 =n 'eial 1 .eiaz =r-r- eial . eia2 =rn-n .ei(a1+a2)
Ezekbdl az egyenletekbSl mar nem nehéz kitaldlni, hogy mi a geo-
metriai tartalma egy komplex szdmmal torténé szorzasnak.

Legyen z = r-(cosa + i-sina) egy tetsz6leges komplex szdm,
és 70 = rp - (cosqp + i - sing) egy rogzitett komplex szam.

Ha z-t zp-val szorozzuk, akkor z abszolit értéke ny-val szorzé-
dik, tehit az eredmény egy nydjtds vagy zsugoritds aszerint, hogy
ro > 1, illetve ry < 1, specidlis esetben pedig r nem véltozik,
ha ry = 1. Az argumentum pedig ao-val valtozik, novekszik vagy
csokken aszerint, hogy ap > 0, illetve ap < 0. Specidlis esetben,
ha ap = 0, azaz ha zp valés szdm, az ¢ argumentum nem vélto-
zik. Mas széval ekkor a transzforméci6 egy nydijtds. Osszefoglalva
tehdt a zp-val val6 szorzas a legéltaldnosabb esetben megfelel egy
nyujtva forgatdsnak.

Legyen adva a komplex sikon egy T tartomdny. Ha ennek a T
tartomdnynak minden pontjira alkalmazzuk a zg-val val6 szorzést,
akkor a nyijtva forgatdst a teljes T tartomdnyra mint geometriai
idomra kell alkalmazni.

Maradjunk még egy széra anndl a specidlis esetnél, amikor
ro = 1, tehdt ha egységnyi abszolit érték{i komplex szdmmal szor-
zunk, azaz legyen zp = cosag + i - sinag. Ekkor a zp-val valé
szorzds egyenértéki egy origé koriili g szogii elforgatdssal.
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A szorzas specidlis eseteként beszélhetiink a hatvanyozasrol.
Egyeldre csak pozitiv egész kitevsjl hatvanyokat értelmeziink.

Egy z komplex szdm n-edik hatvdnyat (n € Z, n > 1) gy
értelmezziik, mint a valds esetben: z" egy olyan n tényez8s szor-
zat, melynek minden tényezSje z. Algebrai alakban a hatvdnyozis
nagy kitevok esetén meglehetsen nehézkes. Az altaldnos esetben
a binomidlis tételre tudunk hivatkozni. Trigonometrikus és expo-
nencidlis alakban sokkal egyszer(ibben ériink célhoz. Alkalmazzuk
a szorzasndl idézett osszefiiggést: ha

z=r-(cosa +i-sina),
akkor 7" = r"-(cos(n - @) + i - sin(n - @)) és hasonléan 7" = r".e™",
Hatvanyozas sordn tehdt az abszolt érték hatvdnyozédik, az argu-
mentum pedig n-szeresére véltozik.

A hatvdnyozds ugyanigy interpretdlhat6 geometriailag, mint a
szorzds: az éaltaldnos esetben egy nyijtva forgatas.

Ha z = r - (cosa + i - sina), akkor z" dgy transzformal6dik
z-bél, hogy z abszolut értékét szorozzuk r"~!-nel, argumentumahoz
pedig hozzdadunk (n — 1) - @-t, vagyis a transzforméci6 egy r"~!
ardnyu nyujtds és egy (n — 1) - a szogili elforgatds egymdsutanja.

A z komplex szdm konjugéltjat a Z szimbélummal jeloljiik, és
az alabbi médon értelmezziik: haz =a+i-b, akkorZ=a—1i-b,
tehét egy z komplex szdm konjugéltja az a komplex szdm, melynek
valés része megegyezik z valds részével, képzetes része pedig Im(z)
ellentettje.

Konny 14tni a geometriai interpretdciét is: a konjugélds a valds
tengelyre vonatkozé tiikrozést jelent. Innen vildgos, hogy konjuga-
l4s sordn a komplex szdm abszolit értéke nem vdltozik meg, ar-
kusza pedig ellentettjére véltozik. Innen mar konnyen felirhat6 egy
komplex szdm konjugéltja trigonometrikus és exponencidlis alak-
ban a szokdsos jelolésekkel:

Z=r-(cosa —i-sina),illetve 7 =r-e~@,

Az osztast algebrai alakban tgy kell elvégezni, hogy a tortet a
nevezd konjugéltjaval bovitjiik.
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Legyen zi = a+ ib és z; = ¢ + id # 0. Az eredmény:

21 _ (a+ib)(c —id) _ac+bd . bc—ad

n 2 +d? Y R
A trigonometrikus, illetve exponencidlis alak haszndlatdval az osz-
tds is egyszerlibben végezhetd el. Legyen z; = ry-(cosa; +i-sina;)
és 22 = nrp - (cosap + i-sinay) # 0, illetve 73 = r - €41 és
7 = ry - €2, ekkor a hdnyados

a_n. (cos(ar — az) + i - sin(a; — ap)), illetve

2 n

2 _n-ef

. ela1—ap),

Il

2 n-en  n
A hényados abszolit értéke tehat a szdmldlé és nevez8 abszolit
értékének hdnyadosa, az argumentuma pedig a szamlal6 és nevezd

argumentumdnak kiilonbsége. Ezek alapjan mdr az osztds geomet-
riai tartalma is vilagos. Ha a zg = rp - (cosag + i - sinag) (zg # 0)

5 PV Z
komplex szdmmal osztunk, az egyenértékli az — = ———OI—Z (z0 %2 0)
20 20

komplex szdmmal valé szorzissal. Tehdt az 4ltaldnos esetben az
osztds is egy forgatva nydjtds. Mivel

1 ro(cos(—ap) + i - sin(—a))

20 2

= _1., . (COS("ao) +i- sin(—ao)),
o

. ) ftr 1 .
ezért az osztds egyenértékli egy — ardnyid nyijtas, és egy —ao
o

szogfi elforgatds egymadsuténjdval. Ez is természetesen lehet nyujtds
vagy zsugoritds attdl fiiggden, hogy ro < 1 vagy rp > 1, illetve
pozitiv vagy negativ irdnyu forgatds attdl fiiggden, hogy o elGjele
negativ vagy pozitiv.

Ezen a helyen sziikséges részletesebben kitérni a z komplex

) - 1
szdm reciprokdnak, az — (z # 0) komplex szdmnak a képzésére.

Ez egy kiilonleges geometriai transzformdcio.
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Legyen adott egy O kozépponti R sugari K kor egy sikban. Az

adott sik A és B pontjat a K korre vonatkozélag inverzeknek ne-
vezziik, ha O, A és B egy félegyenesre esik, tovdbbd OA-OB = R2.
Vilagos, hogy ha az A pont a koron beliil van, akkor a B a koron
kiviil és forditva. A koérvonal egy pontjanak inverze 6nmaga, €és
az is vildgos, hogy a kér O kozéppontjanak inverze a sik idedlis
pontja, a végtelen tavoli pont (). Ha rogzitett K kor esetén de-
finidlunk egy transzforméciét, amely a mondottaknak megfeleléen
rendel egyméshoz sikbeli pontokat, akkor azt korre vonatkozo tiik-
rozésnek vagy inverziénak nevezziik.

Ha a kor sugara minden hatdron tdl novekszik, tehit R — o,
akkor a kor egyenessé alakul, a korre vonatkozé inverzié pedig
dtmegy a kozonséges egyenesre vonatkozd tiikkrozésbe.

Legyen most z = r(cosa +i-sina) # 0, ekkor a konjugaldsrél
és osztdsrél mondottak szerint

= —l—(cos(—a) + i -sin(—a)), tehat
.

= l(cos(oc) — i -sin(a)),
,
ahonnan vildgos, hogy z és i egyazon, origébdl indulé a irdnyszo-

1 .
gli félegyenes pontja, tovdbbd az is, hogy [z|-|=| = o= 1, tehdta

1
Z
z6és i komplex szdmoknak megfelelS pontok az origé kozepi egy-
ségn;zzi sugard korre vonatkozolag inverz pontok. Ez azt is jelenti,
hogy a z komplex szdmrdl az % komplex szdmra valé 4ttérés két

tilkrozés egymasutanjat jelenti: az origé kozepli egységnyi sugari
korre vonatkozé inverzié és a val6s tengelyre vonatkozé tiikrozés
egymds utdni alkalmazésa tetszSleges sorrendben.

Ebben a részben kizarélag pozitiv egész gyokkitevs esetén fog-
lalkozunk a gySkvonds kérdésével.

Legyen z = r(cosa+i-sina) = r-e,éslegyenn € Z,n > 1.
Ebben az esetben az n-edik gyokvonds egyenértéki az aldbbi fela-
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dattal: Keressiik azokat az u = p-(cos¢ +i-sing) = p-e komplex
szdmokat, melyekre u" = z teljesiil. Kérdés ezen p abszoliit értéke
és ¢ arkusza. Egy z = r(cos a +i-sina) komplex szdmnak pontosan
n db kiilénb6z6 n-edik gyoke van. Ezek a kovetkezdk:

e = %(cos<6—z+k.2> +i-sin(g+k~-2£)>,
n n n n

k=0,1,2,...n—1.

Ezt a kérdést azért részleteztiik egy kissé jobban, mert ez egy olyan
eredmény, ahol jelentSs eltérés mutatkozik a valés és komplex ana-
lizis kozott. A valés fiiggvénytanban az f(x) = {/x fiiggvény ér-
telmezési tartomdnya pdros gyokkitevd esetén csak a nemnegativ
val6s szdmok halmaza, pdratlan gyokkitevs esetén a valés szamok
halmaza, de mindkét esetben igaz, hogy a gydkvonds eredménye —
ha az létezik — egyértelm@. Komplex z esetén azonban a gyokkite-
votdl fiiggetleniil, tetszSleges z esetén a gyokvonds minden esetben
elvégezhet6, azonban a valGs esettel ellentétben ez a hozzarendelés
nem fiiggvény, hiszen a gyokvonés nem ad egyértelm(i eredményt.
Az ilyen hozzérendelést szokds altaldnosabb tulajdonsigénak meg-
felelGen relacidnak, az adott esetben n értéki relaciénak nevezni. A
komplex analizisbeli n-edik gyok tehat nem fiiggvény, hanem egy
n €rtéki reldcié. (A szakirodalom hasznélja az n értékd fiiggvény
elnevezést is. Mi azonban ezt elkeriiljiik, hiszen a fiiggvény alapve-

t8 tulajdonsdga, az egyértelmiiség nem egyeztethets Sssze a relacié
tobbértékiiségével.)

Ha valaki részletesebben érdeklddik a komplex algebra irdnt,
akkor javasoljuk a Bolyai-sorozatban megjelent komplex szdmo-
kat tdrgyalé kotet (Sdrkézy Andrds: Komplex szamok, Miiszaki
Konyvkiadé, 1973.) részletes tanulméanyozasit.
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2. VALOS VALTOZOS KOMPLEX
FUGGVENYEK

2.1 Hatarérték, folytonossag

Az f fiiggvényt valés véltozés komplex fiiggvénynek nevez-
ziik, ha értelmezési tartoménya a valds szdmok részhalmaza, érték-
készletét a komplex szdmok alkotjdk:

fiDf—C D CR
A fiiggvény tehét val6s szdmhoz komplex szdmot rendel. A fiigg-
vény ¢ helyen felvett helyettesitési értékét f(z)-vel jeloljiik. A fiigg-
vény tehdt minden ¢ € Dy értékhez egy f(¢) = x(¢) +iy(¢f) komplex
szamot rendel. Exponencidlis alakban:

f@© = r(@®) - 9D = r(t) cos p(t) + ir(t) sinp(r)

A valés véltozés komplex fiiggvénynek tehdt a valds része és a kép-
zetes része egyardnt egy valds egyvdltozds fiiggvény. A fiiggvény
egyenértéki e rendezett fiiggvénypadrral.

Legyen # a Dy halmaz torl6d4si pontja. A fiiggvénynek a f
pontban létezik hatarértéke, ha van olyan zp € C, hogy minden
& > 0-hoz létezik olyan 6 > 0, hogy

|f() — 20| < &,ha0 < |t = 1| < 6.

A hatérérték 1étezésének sziikséges és elégséges feltétele a valds és
a képzetes rész hatarértékének létezése az adott pontban.

A valésban megismert médon értelmezhet6 a jobb, illetve a bal
oldali hatarérték is a #, pontban.

A fiiggvény folytonos a #, pontban, ha ott 1étezik a hatérértéke,
a helyettesitési értéke, és ezek egyenldk:

lim /(0) = f@)

A fiiggvény egy [tl, tz] intervallumban folytonos, ha annak bels6
pontjaiban, valamint a f,-ben jobbrdl, #,-ben balrdl folytonos.
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AzL = {zlz =z, t€EDC R} halmaz pontjai dltaldban egy
gorbét alkotnak.

Egyszerii ivnek nevezziik az egyenes szakasz topologikus — az-
az kolcsondsen egyértelmii és kolcsondsen folytonos — leképezéssel
nyert képét.

A leképezést akkor nevezziik kolcsonosen folytonosnak, ha a
leképezést adé fiiggvénnyel egyiitt annak inverze is folytonos. Ha
véges sok egyszerd ivet tigy csatlakoztatunk, hogy csak ezek vég-
pontjai legyenek kdzos pontok, gorbét kapunk. Az igy szarmaztatott
gorbéket Jordan-gorbének nevezziik. (A kolcsondsen egyértelmi
leképezésbdl kovetkezik, hogy #; # f; esetén z(f}) # z(f;), azaz a
gorbe nem keresztezi Snmagét.)

Ha az L = {z|z =z(t),t € [tl, tz]} gorbe Jordan-gorbe, és
z(t) = z(t2), akkor zdrt Jordan-gorbérdl beszéliink.

Mivel a [, 1] intervallum korldtos, igy a Jordan-gérbe is
korldtos ponthalmaz.

A Jordan-gorbe tétele szerint egy zart Jordan-gorbét a komp-
lex szdmsikbdl elhagyva két nyilt tartomanyt kapunk, melyeknek
hatdra az adott gorbe (ldsd még 3.1). Azt a tartomdnyt, amely a

z = o pontot nem tartalmazza, a gorbe belsejének, a masikat a
gorbe kiilsejének nevezziik.

Gyakorlé feladatok

1 — cost .sin 5t "
P + i , t € R\{0} fiigg-

vény hatarértékét az origéban! Folytonossd tehetd-e a fiiggvény?

1. Hatdrozza meg az f(t) =

Vizsgéljuk kiilon a valés, illetve a képzetes részt.
lim 1 —cost 1 lim sin 5t
0 12 2’ 0

1
= 5. Tehat li )= = +5i.
ehd l(I)nf() 2+ i

Ha az f fiiggvényt a O helyen igy értelmezziik: f(0) = % + 5i,

akkor a fiiggvény minden (véges) helyen folytonossd valik.
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2. Adjameg az; = 5+3iésazy = 9+5i pontokat 5sszekots egyenes
szakasz egyenletét val6s véltozés komplex fiiggvény alakjdban!

Az egyenes szakasz egyik lehetséges megaddsi médja:
fO =z +t(z-2u), t€I[0,1],
azaz: f(t) = 4t+ 5+ it + 3), t € [0, 1].
(¢t = 0 esetében a z;, t = 1-nél a z; pontot kapjuk).
Természetesen mds paraméterezéssel is megadhat6 az egyenes sza-

egyenlettel jellemezhet6. M4s alakban:
2t) =4+ 3cost+i(5 +3sint), tE] —m, .

(Ha t-re nem tesziink kikdtést, akkor a mozgé pont tobbszor is befutja a
kdrvonalat, igy a hozzédrendelés nem lesz kolcsonosen egyértelmii.)

5. Milyen gorbét jellemez a z(tf) = 4 + Scost + i(3 + 2sin¢),
t € | — n, n[ egyenlet?



transzformécié adja. Vagyis P; koordinatéi:

X] =Xx-cosa—y-sina

y1 =x-sina+y-cosa
Komplex szamok korében a forgatémétrixszal val6 szorzés helyett egysze-
rien az ¢'“-val val6 szorzds elegendd.

7. Milyen gorbét jellemez a z(f) = (3 + 4chr) + (5 + 2sht)i, t ER
egyenlet?

A val6s, illetve képzetes rész:

x(t) = 3 + 4cht

y() =5 + 2sht

=3 _ (-57

4
egyenlete, melynek kdzéppontja a zg = 3 + 5i pont, tengelyei a koordin4-

tatengelyekkel parhuzamosak.

Figyelembe véve, hogy x(t) = 7, igy lathat6, hogy a hiperboldnak
csak az egyik 4git adja meg az egyenlet.

t-t kikiiszobolve: = 1 adddik, ami egy hiperbola

8. Milyen gorbét jellemez a z(t) = ;—-*_-—;, t € R fiiggvény?

Mivel ¢ csak valés szdm lehet, igy a fiiggvény minden (véges)  esetén
folytonos.

Hatdrozzuk meg a fiiggvény valés, illetve képzetes részét!

i+t _(i+0(-i-n 1-2 . u
—_— = = =1
i—t 1+ 72 1+ 142
Azaz:
1-72 2t
H=—, H=-
- X0 1+12 Yo 1+ 72
, 5 (1= t2)2 + 472
Vegyiik észre, hogy x“ +y* = ————)2—— = 1, tehit az egyenlet egy
1+
origd kozpontd egységsugari kort jellemez. (A z = —1 pontot a t =

érték adja. Ha csak ¢ véges értékeit tekintjiik, a kérvonal nem zart.)
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1 N
9. Milyen gorbét jellemez a z(f) = T+ t € R fiiggvény?

Az el6z6 feladathoz hasonléan meghatdrozzuk a fiiggvény valds, il-
letve képzetes részét.

1—ti | 1
Mivel z(1) = ﬁt—; igy () = 75— YO = -

1 1412

Most x> + y2 = = x, azaz a fiiggvény az

1412
(x — 0,52 +y? = 0,52
kor egyenlete. (A 1 = % képe az orig6.)

10. Milyen gorbét hatdroznak meg az

ft) =1€" + €7, 1 € [-7, 7]
és az

fit) = 5" + ™™, 1€ [-m, 7]
fiiggvények?

Az f(t) fiiggvény val6s, illetve képzetes része:

x(t) = Tcost + cos Tt
y(t) = Tsint + sin7t

6
4._
2..
2 4 6
2.1 ébra

Az alakzat képe a 2.1 dbrén lithaté. Az alakzatot epicikloisnak r.1evezil‘(,
egy nagy koron kivillrél gordiild kis kor egy kiszemelt keriileti pontja
mozgésénak képeként szdrmaztathato.
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Az fi(t) = 56" + e t € [-n, 7]

fiiggvény valos, illetve képzetes része az el6z6h6z hasonléan
x1(t) = Scost + cos 5t
y1(¢) = Ssint — sin5¢

Az alakzat képe az dbrén lathaté. Hipocikloisnak nevezik, egy nagy koron
beliilr6l gordiils kis kor egy kiszemelt keriileti pontja mozgdsdnak pélys-
jaként szdrmaztathat6 (2.2 dbra).

2.2 4bra

11. Milyen gorbét hatdroz meg a z(f) = €' + —;-e"m, t € [—nx, n]

fiiggvény?

—_

0,5

-1
2.3 4bra
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Az el6z6 feladathoz hasonléan:
x(t) = cost + %cos 3t =cos’t

. 1 . .3
y(t) = sint — 3 sin3¢ = sin” ¢

A gorbe egy specidlis hipociklois, asztroid (2.3 dbra).

2.2 Valés valtozés komplex fiiggvények
differencialasa

A z(1) fiiggvény o pontbeli differencidlhdnyadosat a vals egy-
véltozés fiiggvényeknél megszokott médon értelmezziik.

Legyen a z(f) fiiggvény értelmezett a fy, pontban.

‘ t) — z(t
Ekkor, ha 1étezik és véges a litm 40 — «t) hatarérték, akkor

0 =1
ezt a fliggvényt a z(r) fiiggvény #p pontbeli differencidlhdnyadosa-
nak nevezziik. Jelolése: z(1o).

2(t0) 1étezésének sziikséges és elégséges feltétele a fiiggvény
valds és képzetes részének fy pontbeli differencidlhatésdga. Beldt-
hatd, hogy Z(t()) = X(to) + iy (l‘o).
A jobb és bal oldali hatdrérték értelmezésének mintdjara értelmez-
hetd a jobb és bal oldali differencidlhatésdg is. Azt a fiiggvényt,
amely értelmezési tartomdnya minden pontjdban az adott pontbeli
differencidlhdnyados értékét veszi fel, derivaltnak nevezziik.

g dz

Jelolése: z(t) = o

Mivel a derivélt definidldsa a valésban megszokott médon tor-
tént, igy a derivdldsi szabélyok is a valésban megszokottak marad-
nak. (Formdlisan i-t tetszéleges valds dllandénak tekintve derival-
juk a fiiggvényt.)

Az el6z6ekben lattuk, hogy az L = {zlz =z(t),t€DC IR}
pontok altaldban valamilyen gorbét alkotnak.
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A Z(to) vektor a gorbe fy pontbeli érint§jének iranyvektorat ad-
ja, amennyiben (%) = 0. Abbél, liogy z(f) = 0, nem feltétleniil
kovetkezik az, hogy a gorbének a #, pontban nincs érintGje. Az
adott pontbeli normalvektort az iz(f) (illetve ennek (—1)-szerese)
vektor szolgéltatja.

Haat e [tl, tz] intervallumon a z(f) fiiggvény derivaltja — vé-
ges sok hely kivételével — folytonos és zérustdl kiilonb6z8, és a ki-
vételes pontokban is létezik a fiiggvény jobb és bal oldali derivaltja,
valamint a #; pontban a jobb, #, pontban a bal oldali derivélt, akkor
a z(t)-vel jellemzett gorbét szakaszonként sima gorbének nevezziik.

Bizonyithatd, hogy szakaszonként sima gorbének létezik az iv-
hossza, és ez az

)
5= / V&) + 60)d
gl

képlettel szamolhat6.

Ha a z(r) fiiggvényt egy pontmozgés leirdsdnak tekintjiik, akkor
2(t) e mozgds sebességvektorat adja a #y iddpillanatban.

Ha z(¢) differencidlhaté fiiggvény, derivaltjat a z(r) fiiggvény
mdsodik derivéltjdnak nevezziik, és Z(f)-vel jeloljik. Pontmozgés
esetén a masodik derivalt a mozgds gyorsuldsvektorat adja.

Jelolje a 1y, illetve a ¢ pontbeli érintSk hajldsszogét Aa, a z(ty)
és z(r) pontok kozotti iv hosszdt As. Ekkor, ha létezik és véges

A
a :ﬁnrl = hatérérték, akkor azt a gorbe #, pontbeli gorbiiletének
—fo

nevezziik. Jel6lése «(7) (Igazolhatd, hogy a gorbiilet csak egyenes
esetében azonosan zérus.)

Amennyiben a fiiggvény kétszer derivilhatd, akkor gorbiilete:
Xy — &y

\/ () + 6)?)’

(feltéve, hogy a nevezd nem zérus).

K =
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Gyakorlé feladatok

1. Derivélhaté-e értelmezési tartomdnya minden pontjiban a
20 =382 + 585, te[-1, 1]
fiiggvény?

Létezik-e az e fiiggvénnyel jellemzett gorbének a t = 0 helynek meg-
felel6 z = 0 pontban érint&je?

Mivel a fiiggvénynek a valds és a képzetes része egyardnt differenci-
alhaté, igy a derivalt minden pontban létezik:

«t) = 9% + 1542
Mivel z(0) = 0, igy a derivéltb6l nem kovetkezik az érintd 1étezése az
origéban. Vegyiik észre azonban, hogy £ = q helyettesitéssel:

2(q) = 3q + 5qi, g€ [—1, 1],
ami lathatéan egy egyenes szakasz egyenlete, melynek origébeli érintSje

onmaga. Tehdt az, hogy a differencidlhdnyados értéke egy adott pontban
nulla, nem feltétleniil jelenti azt, hogy ott a gérbének nincs érintGje.

2. Differencidlhat6-e az értelmezési tartomdnya minden pontjiban a
() = cos® ¢ + isin’ t, t € [—m, n] fiiggvény?

Mely pontokban lesz z(t) = 0?7 Hatdrozza meg a gorbe {vhosszit!
A fiiggvény derivéltja minden ¢ értékre 1étezik.
() = -3 cos? tsint + i3sin? tcost
2(¢) akkor egyenld nulldval, ha ¢ = ky—t, ahol k tetszGleges egész szdm.

(Természetesen a fiiggvény grafikonjdban csak a k = 0, 1, 2, 3 értékek
adnak kiilonb6z6 pontokat.)

A t kikiiszobolésével a gorbe egyenlete
2 2
x3 +y3 =1
alakban irhaté. Képe egy asztroid (2.3 4bra), melynek a z(t) = 0 pontokban
szinguldris pontjai vannak, nincs érintgje.

Mivel a fiiggvény derivéltja csak néhdny pontban zérus, igy a gorbe
szakaszonként sima zdrt Jordan-gorbe, 1étezik ivhossza. Az {vhossz kisz4-
mitésakor elegendd a gorbe negyedrészének ivhosszat kiszdmitani.
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bl
S = / \/ (x(t))2 + (y(t))zdt
0

A gyok alatti mennyiség:
4+ yz = 9cos* tsin®t + 9sin* rcos? t =

=9cos’t- sin? t(coszt + sin’ t) = 9cos’t- sin’ t

% T

fgy §; = / 3costsint = [gsinzt]i =1,5.
0 2 0
Tehat a teljes ivhossz: s = 451 = 6.

3. Hatérozza meg az el6z8 részben szerepelt

1(t) = 7e" + &7, t €[, ) és a

() = 5" + ™™, 1 € [~x, )
fiiggvények derivaltjait!

Mely pontokban lesz a derivélt zérus?

21(1) = Tie" + Tie™
A derivalt akkor zérus, ha
&1 = it = il
Mivel két exponenciélis alakban adott komplex szdm egyenl6ségének ese-
tén a kitevsk 2sri-ben kiilonbozhetnek, igy:

Tt=m+t+k2n

t=24iZ

6 3

Mivel a t € [—mx, 7] kikotést tettiik, igy k lehetséges értékei —3, —2, —1,
0,1,2.

E pontokban a gorbének ,.csticsai” vannak, nincs érintGje. A pontok
a filggvény szinguldris pontjai: A gorbe szakaszonként sima z4rt Jordan-
gorbe.

(1) = Sie" — Sie™™
A derivilt akkor zérus, ha

eit = e—iSt azaz

t = —5t+ k2n.
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t=k%t, ahol k = —3,... 3.

E hat pontban (k = —3 és k = 3 ugyanaz a pont) a gérbének nincs érintgje.
Ez a gorbe is szakaszonként sima, zéart Jordan-gorbe.

4. Hatdrozza meg a z(t) = Re™ (R, w val6s 4llandék) fiiggvény elsd
és masodik derivaltjat!

A fiiggvény egy orig6 kozépponti R sugart koron torténd w szogse-
bességli pontmozgdast — egyenletes kormozgést — ir le.

«1) = iRwe™"
Minden egyes ¢ idSpillanatban z merSleges z(t)-re, és Iz(t)l = Rw. (Az

egyenletes kormozgds esetén a sebesség érintSirdnyu, és nagysdga Rw-val
egyenld.)

A madsodik derivélt:

#(t) = —Rw?e™

() minden egyes idGpillanatban merSleges z(z)-re, és |%(f)| = Ro?.
(Az egyenletes kormozgds gyorsuldsa az érintére merGlegesen a kor ko-
zéppontja felé mutat.)
Megjegyzés:

Szokasos a harmonikus rezgdmozgas (szinuszosan viltakoz6 dram)
lefrdsakor az

y(t) = Asinwt
vizsgélata helyett a
=4 eiwt
fliggvényt vizsgdlni, melynek képzetes része adja az y(r) fiiggvényt, mivel

ez utébbival egyszer(ibben térgyalhatdk a folyamatok.
5. Hatérozza meg a z(t) = R - exp|i| wot + gtz (R, wg, B val6s

allandok) fiiggvény elsd és masodik derivaltjat! (Az e = exp(a) jelolést
alkalmaztuk.)

A fiiggvénnyel egy R sugari koron g kezdGsebességli B szoggyorsu-
lasi pontmozgds irhatd le.
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«t) = iR(wo + Pt)exp (i (wot + §t2>> = i(wo + Bt)2(1)

A sebességvektor tehdt ez esetben is z(f)-re merSleges, érintSirdnyd, de
nagysdga nem 4llando.

20| = R(wo + 1)
A fiiggvény mésodik derivéltja:

() = iRﬂexp(i(a)ot + gt )) -

—R(wo + ﬁt)zexp (l (wot + gtz))

A kapott gyorsuldsvektor elsd tagja a sebesség irdnydba mutaté dgyneve-
zett tangencidlis gyorsulds, melynek értéke -t8] fiiggetlen 4lland6: RB. A
masodik tag az érint6re merSlegesen a kor kozéppontja felé mutaté centri-

petalis gyorsulds, melynek értéke Rw?, ahol w = wq + Bt.

6. Hatdrozza meg a z(f) = 4¢" + 2¢™, t € [—n, 7] fiiggvény elsd
és mésodik derivaltjat!

Milyen goérbe egyenletét adja meg a fiiggvény?

. 7
Hatdrozza meg e gorbe gorbiiletétatr =0ésat = 5 pontban!

A deriviltak:

) = i(4e" - 2¢7")

1) = —(4€" +2¢7") = (1)
Hatérozzuk meg z(t) valés és képzetes részét!

2(t) = 4(cost + isint) + 2(cost — isint) = 6cost + i2sint
Azaz x(t) = 6cost és y(t) = 2sint, ¢ kikiiszobolésével:

2 2
-)3% + Z‘i- = 1, tehét a gorbe egy origé kozépponti ellipszis.
A gorbiiletet az elzdekben felirt képlet alapjan szdmoljuk:
K= b (feltéve, hogy a nevezd nem zérus).

V(@ + 6oy
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Mivel:
Xx(t) = —6sint, y(t) = 2cost,
X(t) = —6c¢cost, y() = —2sint,
igy:

Megjegyzés:
Ha az ellipszis nagytengelye a, kistengelye b, akkor a nagytengely
A N 2
végpontjdban a gorbiileti sugir ik kistengely végpontjiban pedig %.
7. Hatdrozza meg a z(t) = shr + ichs, ¢+ € R fiiggvénnyel jellemzett
gorbe gorbiiletét!
Hogyan viltozik a gorbiilet, ha t — 0?

Az el6z6 feladathoz hasonléan a fiiggvény grafikonja az
y2 -x2=1, y>0
hiperboladg.
x(t) = che, y(t) = sht,
x(t) = sht, y(t) = che,
1

N

L.éthaté, hogy t — o esetén k() — 0, amint az vérhaté6 is volt, hiszen a
hiperbola ,,rdsimul” az aszimptotdra.

K(t) =

8. Hatdrozza meg a z(t) = r(1)e?® fiiggvény els6 és méasodik deri-
véltjat (r és ¢ val6s egyviltozos fiiggvények)!

Az elsd derivilt:

1) = HO)ePD + ip()r(t)e?®.
Az Osszeg elsS tagja z-vel azonos irdnyd, a masik erre merdleges.

A miésodik derivélt — a részletszdmitdsokat nem részletezve:
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20 = (70 = i (p0)") 40 + i G00p0) + 2H0P(0) 40,

Az 6sszeg elsd tagja z irdnyd, a mdsodik erre mer6leges.

2.3 Valés valtozés komplex fiiggvény integralasa

A derivalt definici6jdhoz hasonléan e fiiggvény hatdrozatlan
integrdljat is a valésban megszokott médon értelmezziik.

A z(t) fiiggvény primitiv fiiggvénye a Z(t), ha Z(r) = z(2).

A z(¢) hatdrozatlan integraljat ezen primitiv fiiggvények Osszes-
sége adja:

/ zZ(t)dt = Z(t) + c, ahol c tetsz8leges komplex éllando.

E fiiggvény esetén is érvényes az egyértelmiiségi tétel, azaz a
hatdrozatlan integril egy dlland6tdl eltekintve egyértelm(. (A de-
rivaldshoz hasonl6éan az integrdldskor is i formalisan egy valds al-
landénak tekinthetd.)

A hatédrozott integralt is a valésban megszokott médon értel-
mezziik.

Vegyiik a t € [a, b] intervallum egy felosztdsat:
a=th<ti <...t,=b

Jelolje a részintervallumok hosszdt Ay, azaz Aty = fke; — &, S €
részintervallum valamely pontjat .

Ha a lim Z 2(Ti) Aty hatdrérték a felosztast finomitva 1étezik,

k

véges, és a felosztdstdl, valamint a kozbiilsS pont vélasztdsétol fiig-
getlen, akkor ezt az értéket a z(¢) fiiggvény [a, b] intervallumra vett
hatdrozott integraljanak nevezziik.

Igazolhatd, hogy:
b
/ 20yt = [Z1))" = Z(b) - Z(a)
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Gyakorlé feladatok

1. Hatérozza meg a z(t) = ek (ahol k 0-tél kiilonboz6 egész) fiigg-
vény [0, 7], illetve [0, 2] intervallumra vett hatdrozott integraljat!

I ol e W o VA
0 ik |, ik ik

Felhasznaltuk, hogy e** = (ei")k = (=D~
Az integrdl értéke k paros értékeire zérus, paratlan k esetén %

Hasonl6an:

2 ikt 72t
/ eXar = [e_] =0
0 ik 0

2. Legyen z;(t) = &%, ()= k1€ Z.

Hatdrozza meg a két fiiggvény szorzatdnak a [0, 27] intervallumra
vett integraljat!

27’ . . 27{ .
/ etk! X e-—lltdt = / el(k—l)tdt
0 0

Az ¢el8z6 feladatbdl kovetkezden, ha k # [, az integrél értéke zérus; ha
k = I, akkor az integriland6 fiiggvény 1, igy az integral értéke 2.

Megjegyzés:
Ha a z)(?) és z5(¢) fiiggvények skaldr szorzatit az

27
/ 21(2) - Zp(t)dt
0

integrdllal értelmezziik, akkor azt mondhatjuk, hogy

() = L
T Van
fiiggvények ortonormalt fiiggvényrendszert alkotnak.

Ugyanis: k # [ esetén az igy értelmezett skalar szorzat zérus (a két
fiiggvény ortogondlis), k = [ esetén a szorzat 1 (normalt).

e kez
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Megjegyzés:
Hasonléan ortonormalt fiiggvényrendszert alkotnak az

sinkx, — I coslx, k 1€ N*

\/_\/_ v

fiiggvények is az x € [0, 27] intervallumon.

E fiiggvényrendszereket a Fourier-sorok tirgyaldséndl fogjuk alkal-
mazni.

3. Hatdrozza meg a z(t) = e kez fiiggvény [0, 2] intervallumra
vett hatdrozott integraljat!

Ha k = 0, akkor az integral értéke 22,
k # 0 esetén parcidlisan integrélva:

L 2
/ te®dt = === hak # 0.
A k

4. Hatdrozza meg a z(t) = fiiggvény [0, oo[ intervallumon

1
A+ i3
vett improprius integraljat!

A fiiggvény hatdrozatlan integrélja:

)
1 __dt= 1+ lff)
(1 +ir)3 —2i

Mivel

1

lim = 0,1
gh —21(1 FRERy) &y

=0 - =
a+ 11)3 —2i 2
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3. KOMPLEX VALTOZOS KOMPLEX
FUGGVENYEK

3.1 Hatarérték, folytonossag

E fejezetben sem torekedhetiink az elméleti alapok részletes
tirgyaldsdra csak a leglényegesebb fogalmakat emeljiik ki; s igyek-

. sziink a komplex szdmsikbeli alapfogalmak és az R? kozotti analé-

gidkat bemutatni.

A zo pont (komplex szdm) r sugari (r > 0) kdrnyezetét azok a
z komplex szdmok alkotjdk, amelyekre |z — zo| < r.

Jel6lése: K,.(zp), tehat:
K. (z0) = {z € C“z - 20| < r}

A végtelen tavoli pont r sugari kérnyezete alatt a |z| > r halmazt
értjiik.

A zo pont a D C C halmaz torléddsi pontja, ha zy tetszGleges
kornyezetében végtelen sok D-hez tartozé pont van.

A zp pont a D halmaz hatdrpontja, ha zj tetszSleges kornyeze-
tében van D-hez és C \ D-hez tartozé pont is.

Ha D minden hatdrpontjat tartalmazza, zdrt halmazrél, ha egyet
sem, nyilt halmazrol beszéliink. (Mindkét tulajdonsag igen specid-
lis, a halmazok nagy része se nem nyilt, se nem zart.)

A D halmaz korldtos, ha létezik az origénak olyan r sugari
kornyezete, amely D-t tartalmazza: D C K,(0).

A D halmazt dsszefiiggdnek nevezziik, ha barmely két pontja
Osszekothetd D-hez tartozé folytonos vonallal. Az Osszefiiggd nyilt
halmazt C-beli tartomdnynak nevezzik. Zdrt tartomdnyrol beszé-
liink, ha a tartomdnyt egyesitjiik annak hatdrdval.

Ha a tartomdny hatéréat n darab izolélt (k6z6s ponttal nem ren-
delkez8) rész alkotja, akkor azt n-szeresen Osszefiigg6nek nevez-
ziik.
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Péld4ul a

O<lzgf <r
tartomany — egy origé kozépponti korlap, mely az origét és a kor-
vonalat nem tartalmazza — e definici6 alapjdn kétszeresen Osszefiig-
g6, hiszen hatdra a korvonal és az origé.

Az f fiiggvény komplex vdltozos fiiggvény — roviden komplex
fliggvény —, ha értelmezési tartomdnya és értékkészlete is a komp-
lex szamsik egy-egy részhalmaza:

fiDf—-C DfCC
A fiiggvény tehat komplex szdmhoz komplex szdmot rendel. A
fiiggvény z € Dy helyen felvett helyettesitési értékét f(z)-vel je-
1oljiik.

A fiiggvény tehdt minden z = x+iy, z € Dy komplex szimhoz
egy w = f(z) = u + iv komplex szdmot rendel.

Természetesen u €s v is fiigg z-t6l — azaz x-t6l és y-tél —, igy
u és v is kétvéltozoés fiiggvény. u(x, y) a fiiggvény valds része,
v(x, y) a fiiggvény képzetes része. (A feladatok megolddsa sordn
— ha sziikséges — természetesen a z és a w esetében is haszndlni
fogjuk a poldrkoordindtdkat is, azaz a komplex szdmok algebrai
alakja mellett a trigonometrikus és exponencidlis alakot is.)

Az f fiiggvény megadasanal az

f@Q,w=f@,w=u+iv
jeloléseket egyarant haszndlni fogjuk.

A komplex fliggvények szemléltetésére két lehetSség is adodik.
A fiiggvényt szemléltethetjiik a két kétvaltozds fiiggvény u(x, y)
és v(x, y) segitségével, de gyakoribb, hogy a fiiggvényt az (x, y)
siknak az (u, v) sikra valé leképezésével szemléltetjiik.

Ez utébbi esetben megmutatjuk, hogy az f fiiggvény egy z
sikbeli gorbét vagy tartoményt a w sik mely részébe visz 4t.

Legyen zp az f fiiggvény értelmezési tartomanydnak torlédasi
pontja. Az f fiiggvény hatdrértéke a zp pontban wp, ha minden
¢ > 0-hoz tartozik zo-nak egy & > O sugari Kjs(zo) kornyezete,

hogy
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f@) € Ki(wo),
midén z € Dy N Ks(z0) \ {20}

(Mivel a végtelen tdvoli pont kornyezetét is értelmeztiik, igy a
wy, illetve zo lehet o is.)

Az f fiiggvény folytonos a zp helyen, ha

20 € Dy, zo-ban van f-nek hatdrértéke, és lg)n f@ = f(20).

Az f fiiggvény akkor és csak akkor folytonos a zp pontban, ha
az u és a v fiiggvények is folytonosak zo-ban.

Az egyvéltozds fiiggvények korében megismert, az Osszeg-,
kiilonbség-, szorzat- hdnyados, illetve kozvetett fiiggvény folyto-
nossigdra vonatkozé tételek a komplex fiiggvények korében is ér-
vényesek.

3.2 Linearis fiiggvények

Aw = az+ b, ahol a, b € C (a # 0) fiiggvényt linedris
fiiggvénynek nevezziik (a = 0 esetén a konstans fiiggvény adddik,
ezzel nem foglalkozunk).

A linedris fiiggvény leképezése egy hasonléségi transzforma-
ci6. Ugyanis a z sikban fekvé tetszleges gorbét (tartoményt) az
a-val val6 szorzds (mint azt az els6 fejezetben megmutattuk) arc(a)-
val elforgat, majd az origébdl — mint hasonldsagi k6zéppontbdl —
|al-kel nagyit. A b hozzéadésa a képalakzat b-vel valé eltoldsit je-
lenti. A linedris fiiggvény — mint hasonlésagi transzformacié — a z
sikot kolcsonosen egyértelmiien képezi le a w sikra a # O esetén.

Gyakorlé feladatok

1. Hatdrozza meg, hogy a
w=@4+3i)z+2—4i

linedris fliggvény milyen alakzatba viszi 4t a |z — 1 — 2i| = 2 egyenleti
korvonalat!
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A bevezetésbsl kovetkezik, hogy a kérvonal képe a w sikon korvonal
lesz, tehét csak a képkor kozéppontjat és sugarat kell meghatdroznunk.

Az eredeti kor kozéppontja a z9 = 1 + 2i pont.
Ennek képe:
wo=@+3)A+2)+2—-4i=-2+11i+2—-4i=7i
Mivel a (4 + 3i)-vel val6 szorzés |4 + 3i| = 5-tel val6 nagyitast is jelent,
a kor sugara 6tszorosére no. fgy a kor képe a
|lw—=7i| =10
egyenleti korvonal lesz.

Természetesen ugyanerre a megolddsra jutunk akkor is, ha nem vizs-
galjuk a linedris fiiggvény geometriai jelentését, hanem az €l6z6 fejezet
szerint felirjuk a z sikbeli korvonal egyenletét, és formdlisan behelyettesi-
tiink.

A korvonal a
2=2" +1+42i, ¢ €] —m, 7]

egyenlettel adhat6 meg. Ezt helyettesitve a leképez6 fiiggvénybe:
z= (2% +1+2i)(4+3i) +2-4i

Mivel 4 + 3i = 5¢0 , ahol gy = arctgf’—1 , igy

w = 10¢(P+20) 4 71 0 €)-m,nl.
Ami valéban az eléz8kben kapott kort adja meg.

Egy tetszGleges kor belsejét egy masik kor belsejére vald leképezés
mindig megadhat6 egy linedris fiiggvény segitségével. Ha nem kotjiik ki,
hogy a keriilet mely pontjinak mi legyen a képe a w sikon, akkor a leké-
pezd fiiggvény igen sokféleképpen megadhaté.

Ugyanis egy origé kozépponti kort a
w = z - exp(ipg) (ahol pg val6s dllandd)

leképezés bnmagdba viszi 4t, azaz erre a korre a leképezés egybevagosagi
transzformdaci6. (Az el6z6 feladatbeli képkor is fiiggetlen ¢g-tol.)

2. Adjon meg egy olyan linedris fiiggvényt, amely a |z — 4| < 2
tartoményt a |w — 3 — 3i| < 10 tartomdnyba viszi ét.
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A fiiggvény meghatérozasat tobbféle médon is végezhetjiikk. Toljuk
be eldszor a korlapot az origéba, majd noveljiik sugardt 6tszorosre, végiil
toljuk el a kozéppontot a (3 + 3i) pontba.

E transzformdcidkat a
w=5z-4)+3+3i=52-17+3i
fiiggvény végzi el.
Ellendrzésként a zg = 4 pont képe valéban a wy = 3 + 3i pont.
A masik lehetdség:

A w = az+b fiiggvényben keressiik az a, b € C dllandékat tgy, hogy
a zg = 4 pont képe a wy = 3 + 3i legyen, a z sikon 1évd kor keriiletének
egy pontja pedig a w sikon 1évd keriileti pontjdba menjen at.

Legyen példaul a z; = 2 pont képe a w; = —7 + 3i pont.
(lwy — wp| = 10, azaz w; valGban keriileti pont.)
A két dsszetartozé pontpart helyettesitve:
3+3i=4a+b
=T7+3i=2a+b
Az egyenletrendszer megoldésa:
a=5>b=-17+3i
wy ilyen vélasztdsa mellett tehdt éppen az el6z0 linedris fliggvényt kapjuk.
Ha a z; = 2 pont képének az wy = 3 — 7i pontot vilasztjuk, akkor
3+3i=4a+0b,
3 —7i = 2a + b, ahonnan

a = 5i, b = 3 = 17i ad6dik, ami az el6z56t6] kiilonboz6 megoldést ad.
Lathat6, hogy w; vélasztdsat6l fliiggben mds és mds linedris fiiggvénnyel
végezhetd el a leképezés.

3. Adjon meg egy olyan linedris fiiggvényt, amely az Im(2) = 2
félsikot az Im(w) + Re(w) < 1 félsikba viszi 4t!

Az el6z6 feladathoz hasonléan most is tobb lehetdség van a fiiggvény
eldéllitdsara.

Toljuk el el8szor az egyenest tigy, hogy az az origén menjen &4t; majd

forgassuk el 3Tﬂ-gyel, végiil az elforgatott egyenest toljuk el a w sikban.

w=@=2)(-1+d)+1=>G-1)z+3+2i
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«/_ V2

3z ;
A 3—n-gyel val6 forgatist az e 4 ' = ——— + i—— komplex szdmmal

val6 szorzas adja. Mivel az origén 4tmend egyenes képét az origébdl vald

nagyitds nem viéltoztatja meg, igy ezt még V2-vel szoroztuk, ez adta a
(—1 + i) szorz6t.

y
v

202 z1
1 Wi \
. \m
X _1 1 u

3.1 dbra

A misik lehetSség most is az, hogy az eredeti egyenesen vélasztunk
két pontot, s megadjuk ezeknek a képét a w sikon. A pontokat gy vessziik
fel, hogy ha zo-t6l z; felé haladva a leképezendd ponthalmaz ,balra” esik,
akkor wp-t6l wy felé haladva is ,balra” legyen a képtartomény. Ezzel bizto-
sitjuk, hogy ne csak a hatdrol6 egyenest képezze le a megfelels egyenesre,
hanem a félsikot is a megfeleld félsikra (3.1. dbra).

Legyen zg = 2i képe awy = 1,ész; = 2i + 1 képeaw = i.
w = az + b-be helyettesitve:
l=a-2i+b
i=aRi+1)+b
Az egyenletrendszer megolddsa
a=i—-1,b=3+2i
azaz éppen az el6z6 leképezést kapjuk.

Ellen6rzésképpen a z = 0 képe a w = 3 + 2i, ami nem pontja a
képhalmaznak, tehét a leképezés a megfeleld félsikra tortént.

Természetesen, ha wy-nek més pontot valasztunk, a leképezést most
is mds linedris fiiggvény dllitja eld.
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3.3 Specidlis hatvanyfiiggvények

Az f(z) = 7", z € C, n € N* fiiggvényeket vizsgiljuk.

Mivel az n = 1 esetet targyaltuk, igy legegyszeriibb esetben
n = 2, azaz vizsgéljuk meg el8szor a mésodfoki fiiggvényt.

f@ =2 =@x+iy? = (x - y?) +i2xy
E fiiggvény esetében tehdt a fiiggvény

valés része: u(x, y) = x* — y?,

képzetes része: v(x, y) = 2xy;

u és v egyarént egy nyeregfeliilettel szemléltethetd. (A két nyereg-
feliilet egymdashoz képest 45°-kal van elforgatva.)

Az f(z) = 7* fiiggvény a Re(z) = O félsikot képezi le a teljes
w sikra. Ezen a halmazon a leképezés kolcsondsen egyértelmd, ha
a Re(z) = 0 félsikbdl a képzetes tengely negativ felét kivessziik.

Az f(z) = 7? fiiggvény ugyanis minden

7= re¥ <p€]—'7—t 71]

’ 272

valés szémhoz a w = r2e' szdmot rendeli, ahol 2p €] — 7, 7],
azaz valéban a teljes sikot kapjuk meg. Azt, hogy a leképezés a
teljes Re(z) = 0 félsikra egyértelmien torténjen, gy szoktdk meg-
oldani, hogy a w sikot a negativ valés tengely mentén elvagjak
— bemetszik -, s a metszésvonal negativ oldaldhoz rendelik a z
sik képzetes tengelye negativ részének pontjait, pozitiv oldaldhoz
a képzetes tengely pozitiv részének pontjait. Helyezziink két ilyen
bemetszett sikot egymds folé — gy, hogy a tengelyek, az origé, a
bemetszés fedésben legyenek —, és a bemetszés széleit , keresztben”
Osszeragasztjuk (a bemetszés alsé bal oldaldt a felsd jobb oldalhoz
és viszont), valamint, mivel a 0 és a » képe 6nmaga, itt a két sikot
Osszef(izziik, ezekben a pontokban a két sik eldgazik. (Eldgazési
pontoknak nevezik &ket). Az igy készitett §sszeragasztott sikokbél
4116 feliiletet Riemann-feliiletnek nevezik. (A Riemann-feliilet nem
val6sdgos, hanem képzelt feliilet.) Erre a feliiletre a 72 fiiggvény
kolcsondsen egyértelmtien képezi le a z sikot. A leképzések vizs-
gdlata sordn csak az egyrétli w sikot vizsgaljuk.
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Gyakorlé feladatok

1. Hatérozza meg, milyen alakzatba viszi 4t az f(z) = 2? fiiggvény a
i T om
= 46 -z Z
=4e%, pe]-2.7]|
félkort és a
iZ +
z=reb6, reR
félegyenest!

A félkor képe:

w = 7% = 16¢'*, ahol 2p €] — 7, 7], tehét a kép 16 egység sugari
teljes kor.

A félegyenes képe:

AT

w=2=r23,
amely egy elforgatott félegyenes. Az eredeti két alakzat merdlegesen met-
szette egymadst, a képalakzatokra ugyanez vonatkozik. Mint a kés6bbiekben

latni fogjuk, a 2 fiiggvény leképezése az origé kivételével minden pontban
szogtartd.

2. Hatdrozza meg azt a fiiggvényt, amely a
Re(z) = 2
félsikot a w = t + 2i, t < —2 vonalon bemetszett sikra képezi le!

A z sik egyenesét toljuk be el6bb a képzetes tengelyre. Tudjuk, hogy

az? filggvény a képzetes tengelyt a bemetszett negativ valés tengely két
oldaldra képezi le. Ezt a bemetszést kell eltolni a megfelelS helyre.

A fiiggvény:
f@=G@-2?-2+2i

3. Hatdrozza meg, milyen alakzatba viszi az

f@ = 2 fiiggvény a z sik x = 1 egyenesét, illetveaz y = 1,y > 0
félegyenest!

Az x = 1 egyenes a z = 1 + ti, t € R egyenlettel jellemezhets. Ezt a
Z helyére helyettesitve:
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A+t =1-~2+i2t,azazu=1-126ésv =2

2
t kikiiszobolésével: u = 1 — ( %) adédik, ami egy w sikbeli parabola
egyenlete.

Azy = 1,y > 0 félegyenes a z = ¢t + i, t € Rt egyenlettel
jellemezhetd.

Ekkor u = 1 — 1, v = 21 adédik, amibél ¢ kikiiszobolésével:
2
\4
«=(3) -1
Mivel ¢+ € R, igy v értéke is csak pozitiv lehet, azaz a kép egy félpara-
bola.

Belathat6, hogy a két gorbe merSlegesen metszi egymdst, tehdt a le-
képezés ebben az esetben is szogtart6.

3.2 dbra. A z sik tengelyekkel parhuzamos egyeneseinek
leképezése aw = 2% mésodfokd fiiggvénnyel

Hasonl6an igazolhaté, hogy a tengelyekkel parhuzamos egyeneseket
is paraboldkra képezi le a masodfokii fiiggvény. A paraboldk merGlege-
sen metszik egymdst, kozos fékuszpontjuk az origé. Az ilyen konfokdlis
paraboldk sikjukban egy parabolikus koordindtarendszert hatdroznak meg,
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és kétféle haromdimenzidés koordinatarendszer éllithaté eld beldliik (3.2.
4bra):

A) parabolikus koordindtarendszer, ha a 3.2 4brét a valds tengely koriil
forgatjuk;

B) parabolikus hengerkoordindtarendszer, ha az 4dbrét a papir sikjdra
merdlegesen mozgatjuk.

4. Milyen alakzatba viszi it a 2 fiiggvény a z sikbeli egységnégyzetet?

A val6s tengely [0, 1] intervallumédnak képe 6nmaga.

A képzetes tengely [0, 1] intervallumdnak képe a valds tengely
[—1, 0] intervalluma.

Az el6z8 feladatban l4ttuk, hogy a tengelyekkel parhuzamos egyene-
sek képe parabola, igy a mdsik két oldal képe egy-egy parabolaiv. Ezek
az fvek a valGs tengelyt merSlegesen metszik. A leképezés tehdt ebben az
esetben is csak az origéban nem szogtart6 (3.3 ébra).

A
2

105 0,5 I
3.3 dbra. Az egységnégyzet leképezése méasodfokd fiiggvénnyel

Az f(z) = 7° fiiggvény inverzeként értelmezhetjik a w = /7 fiigg-
vényt. Az eddigiekhez hasonl6an a z arkuszara tovébbra is az

arc(z) €] — x, 7]

megszoritst tessziik, igy a négyzetgyokfiiggvény egyérték lesz, és a fiigg-
vény a teljes z sikot a Re(w) = O félsikra képezi le.

42

Megjegyezziik, hogy szokdsos a kétréteg(i Riemann feliiletbd] szar-
maztatni az inverzet, ilyenkor +/z-nek két értéket tulajdonitanak (z = 0 és
o kivételével), hiszen mindkét sik egy-egy értéket szolgéltat.

Vizsgiljuk meg aw = V7 fiiggvény esetében az u(x, y) és a v(x, y)
fiiggvényeket.

Mivel /x + iy = u + iv, tehét x + iy = u® — v + i2uv, azaz a val6s
és a képzetes részeket osszehasonlitva:

x=u? —V?

y = 2uv

Az egyenletrendszer megoldésa:

Y

u(x,y) = % >
—x 4+ 1/x2 2
vix,y) = * x—_.le,

ahol a két Osszetartozé megoldést y = 0 esetén a két pozitiv, illetve a két
negativ érték adja.

T~

3.4 dbra. A négyzetgyokfiiggvény valds része

43



A két lehetséges megoldds a Riemann-feliiletbdl ad6d6 keét értéket
jelenti.
A 3.4 4bra az u(x, y) feliiletet mutatja.

5. Hatdrozza meg, hogy az f(z) = V7 fiiggvény milyen sikrészre
képezi le a Re(z) = 0, illetve Re(z) < 0 félsikokat?
i T
Re(z) = O esetén z = re'?, ¢ € [~§’ —2-]
Ekkor tehat
L o7
V= \/;‘elg, 2 € [_Z’ Z]
Figyeljiik meg azonban, hogy
4 1
Re(z) < 0 esetén p € ] -7, — 5] U ] 3 n].
fgy a félsik képe:
i b4 n now .
Vz= - e'g, ahol % G]—E, - —-] U]Z’ 5] (3.5 4bra).

'

v

3.5 dbra. A z sik Re(z) < O része tengelyekkel pdrhuzamos
egyeneseinek leképezése a négyzetgyokfiiggvénnyel

Tehat a /7 fiiggvény leképezése nem folytonos a negati\" val6s ten-
gely mentén, hiszen a negativ tengelyhez kozeli pontokat a képzetes ten-
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gely pozitiv, illetve negativ feléhez kozeli pontokra képezi le, attél fligg6-
en, hogy Im(z) pozitiv vagy negativ értéki-e.

Megjegyzés: Lithaté, hogy a /z leképezése origén 4tmend egyenesek
esetén nem szogtarto.

6. Hatdrozza meg, hogy az f(z) fiiggvény milyen alakzatba viszi 4t a
z =t + 2i,t € R val6s tengellyel parhuzamos, illetve
z=1+1,t € R képzetes tengellyel psrhuzamos

egyeneseket!

Y
w

21

-3*

3.6 dbra. A z sik tengelyekkel parhuzamos egyeneseinek leképezése a
négyzetgyokfiiggvénnyel

Mivel vz = u + iv, igy z = u® — v* + i2uv.
Figyelembe véve, hogy z = ¢ + 2i,

2

t=u —vzés2=2uv,

azaz a kép az uv = 1 egyenlet( hiperbola u > 0 4ga. (Az el6zdekben
megillapitottuk, hogy a \/E a Re(w) = 0 sikra képez le.)
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A misik egyenes esetében:
1+ti= u? — v} + 2uv, azaz
W —vt=16ést="2uv
Ez esetben a kép ismét egy hiperbola u > 0 4ga lesz.

Bel4that6, hogy a két hiperbola merSlegesen metszi egymadst, tehdt
ebben az esetben a leképezés szogtarto.

Megjegyzés:
Ha az el6z6 egyenesekkel parhuzamos egyeneseket vesziink fel, akkor
a kép egy-egy hiperbolasereg lesz. ’
Erdekes megfigyelni, hogy példdul a z = -1+t egyenes’ esetén 3
kép a v — u? = 1 egyenletd hiperboldnak a Re(w) = 0 tartoményba esd
része, azaz egy-egy hiperbolaag fele lesz (3.6 dbra).

7. Adjon meg egy olyan fiiggvényt, amely a Re(z) = 1 ésIm(z) = 1

sikrészt az arc(w) € ]0, %] sikrészre képezi le! (3.7 dbra.)

y v
1
3.7a 4bra 3.7b dbra
v
1
| 1 i
3.7¢c abra

A z sikbeli tartoményt toljuk el az origba. fgy a feladat az els§
siknegyed leképezése egy siknyolcadra. -
A feladatnak megfelel példdul az f(z) = vz — 1 — i fiiggvény.

46

Megjegyzés:

A g(2) = if(z) + 1 +i az eredeti sikrészt a 3.7c dbran lathaté sikrészbe
viszi at.

Az f(z) = 2 fiiggvény esetében a kolcsonosen egyértelmti leképe-
zéshez mér egy harom rétegbdl 4ll6 Riemann-feliilet sziikséges, melyeket
a negativ val6s tengely mentén bemetsziink, s megfeleld médon Ossze-
ragasztunk. A sikok 0-ndl és oo-nél Osszeftizottek (eldgazasi pontok). Az
f@ = \3/2 értelmezésénél ismételten feltessziik, hogy arc(z) € ] — =, 7],
igy minden z értékhez egyetlen fiiggvényérték tartozik.

Szokédsos az inverz képzését a 3 levelli Riemann-feliiletr8]l képezni.
Ilyenkor a z = w3 egyenlet mindhdrom gyokét az f(z) = 3z figgvény
értékének nevezve tobbérték fliggvényrdl van sz6. Az éltalunk értelmezett
értéket fo6értéknek nevezik. Térgyaldsunk sordn tovabbra is ragaszkodni
fogunk az egyérték( fiiggvényekhez.

3.4 Linearis tortfiiggvények

A linedris tortfiiggvény — mds néven bilinedris fiiggvény — 4l-
taldnos alakja

az+b

0= Gva
ahol a, b, ¢, d € C éllandok.

(Szokésos az dllanddkra az ad — bc # 0 megszoritdst tenni, hi-
szen az egyenldség teljesiilése, azaz, ha ad = bc, és ¢ # 0, akkor
f = —.Hac = 0, akkor az el6z6ekben miér tdrgyalt linedris
fiiggvényt kapjuk.)

A linedris tortfliggvény lényeges tulajdonsiga, hogy a linedris
fiiggvényhez hasonléan kélcsonosen egyértelmtien képezi le a z
sikot a w sikra. A fiiggvény inverze is linedris tortfiiggvény.

. . |
Vizsgaljuk meg el6szor a g(z) = z reciprokfiiggvény altal 1éte-

sitett leképezéseket, hiszen az 4ltaldnos eset ebbdl mdr hasonléségi
transzformdcidval szdrmaztathato.
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Gyakorlé6 feladatok

1. Hatdrozza meg, milyen alakzatba viszi 4t a g(z) = - fiiggvény az

N |-

a) |z] = 1 kort;
b) Im(z) = Re(z), Re(z) > O félegyenest;
c) Re(z) = 1 egyenest!

a)Akortaz= €, ¢ €] — m, ] egyenlettel adhatjuk meg.

1 —
Képe: — = e ',
pe 7

tehat az egységkort Snmagéra képezi le a fiiggvény, de csak az = 1és a
z = —1 pont képe marad helyben.

b) A félegyenest a z = re% egyenlettel adhatjuk meg (ahol r € R*).
11 ==

Képe: o = ;e 4,
azaz a kép egy orig6bdl indulé félegyenes, mely az el6z8 félegyenes valés
tengelyre vett tiikorképe. (Az orig6 képe a végtelen tdvoli pont.)

c) Az egyenest z = 1 + it egyenlet jellemzi. Mivel

11 x .Y

7 x+iy x2+y? —lx2+y2'
ezért az egyenesen

1 t

U= ——¢év=— .
1+ 72 1+
Vegyiik észre, hogy
2
u2+v2=l—_:t—2=u,azaz (u—%) +v2=2‘1-.

A kép tehdt az (%, O) kozéppontd, —;— sugart, origén 4thaladé kor.

Megjegyzés: A leképezés a Re(z) > 1 félsikot a kor belsejére képezi
le. Az = 1 pont a leképezés sordn helyben marad, a z = o« képe az
origé. Hasonl6an l4that6 be, hogy a tengelyekkel parhuzamos egyenesek
képei — a tengelyek kivételével — més esetben is origbn 4tmend korok
lesznek (3.8 4bra). A feladatbél ldthatéan a leképezés az egységsugard kort
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€s a koordindtatengelyeket onmagukba viszi 4t. (Létni fogjuk, hogy més
alakzatok képei is lehetnek 6nmaguk.)
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3.8 dbra. A z sik tengelyekkel parhuzamos egyeneseinek leképezése
a reciprokfiiggvénnyel

2. Igazolja, hogy a reciprokfiiggvény kort vagy egyenest korbe vagy
egyenesbe visz at!

. Az 4llitds nem jelenti azt, hogy kor képe kor, egyenes képe egyenes,
mint azt az el8z6 feladatndl is lttuk. Az egyenest R = oo sugard kérként
értelmezve mondhatjuk, hogy a leképezés kort korbe visz 4t.

Az el6z8 feladat megolddsa sorén lattuk, hogy a

glx) = !
Z
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fiiggvény a z = x + iy ponthoza w = —)—;—:% pontot rendeli.
x“+y

A z sikon 16v6 kor az A(x? + yz) + Bx + Cy + D = 0 egyenlettel
jellemezhets. (A = O esetén az alakzat egyenes.)

—_Li') pont, igy a

x
Mivel a P(x, ont képe a P | —,

képalakzatra:

2 2
A b —2 4B o 4D=0
(2 +y2)°  (x2+)?) x*+y Xty
Atalakitva:
2 .2\ _
A+Bx—Cy+D(x* +y*) =0
adddik, ami valéban kor (D = O esetén egyenes) egyenlete.

Ha a kép a végtelen tdvoli pontot tartalmazza, akkor egyenes, ellenke-
26 esetben kor. Mivel a z = 0 pont képe a w = o0, igy az origdn 4thaladé
kor képe egyenes, amely nem halad 4t az origén. Természetesen mivel a
kép képe onmaga, igy az origén 4t nem haladé6 egyenes képe origdn dtmend
kor. Az origdn dthaladé egyenes képe origdn athaladé egyenes, amely az
el6z8 egyenes val6s tengelyre vett tiikorképe.

Vizsgiljuk meg a reciprokfiiggvény leképezésének geometriai tartal-
mat!

Vegyiink fel egy tetszSleges zp # 0 pontot, annak képét — az —;— pontot
0

) ) . . 1 . . . «
— és a kép konjugiltjit, az = pontot; valamint e hdrom ponton 4tmend
0
kort (3.9a dbra).

1
20 E
s g
1\M'
1 o
0
3.9a dbra 3.9b dbra
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Az Olvasé geometriai tanulményaibdl ismeri, hogy az érintd hossza
mértani kozepe a szeld két szeletének (a 3.9b dbra szerint OE? = OP-OP").

. 1 Ny
Ezt az el6z6 4brdra alkalmazva — mivel ‘%l - |z = 1 - az origébdl
a korhoz hiizott érintd hossza egységnyi, tehat az érintési pont rajta van
az origé kozépponti egységkoron. Ez viszont azt jelenti, hogy a két kor

merSlegesen metszi egymast.

Ezt az egységkort merSlegesen metsz8 kort, melynek kdzéppontja a
valés tengelyen van, a reciprokfiiggvény onmagdara képezi le.

Megjegyzések:
A) A zp pont egységsugard origé kozépponti , korre vonatkozé tiikor-
képének” szokds nevezni az = pontot (geometridban az inverzi6 felel meg

ennek a transzformdaciénak).

B) Az OP - OP’ szorzatot az O pont korre vonatkoz6 hatvany4nak
nevezik. Két kor esetén azon pontok halmaza, melyeknek a két korre vo-
natkozé hatvinya megegyezik, egy egyenes, amelyet a korok hatvanyvona-
lanak neveziink. Korsornak nevezik a sik azon koreinek halmazat, melyek-
nek azonos a hatvdnyvonaluk. Ha a korsor tagjainak nincs k6z6s pontja, a
korsor elliptikus; ha egy kozos pontban érintkezik az Osszes kor, paraboli-
kus; ha két k6z6s pontjuk van, hiperbolikus korsorrdl beszéliink.

C) Két egymadsra merGleges korsor a sikban egy bipolaris koordina-
tarendszert hatdroz meg. Kétféle hdromdimenziés koordindtarendszer 4llit-
hat6 el§ beldle. Bipoldris koordindtarendszer, ha az dbrit a papir sikjara
merSlegesen eltoljuk, toroidalis koordinétarendszer, ha a képzetes tengely
koriil forgatjuk.

3. Hatdrozza meg azt a linedris tortfiiggvényt, amely a
z=1-2i] <2
tartomdnyt |w — 4 — 5i| > 3 tartoményra képezi le!

A feladat tehdt egy kor belsejének egy mdsik kor kiilsejére valé leké-
pezése. A korvonalak egymadsra val6 leképezése — mint azt lattuk — meg-
oldhaté linedris fiiggvénnyel, de ez a leképezés a korbels6t a korbelsdre
képezi le.

A feladat megoldasahoz toljuk el el&bb a z sikon levd kort az origéba.
Az eltolt érték reciprokdt véve biztositjuk, hogy a kor belsejének képe a
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kor kiilseje legyen. Ezutdn 6-tal szorozva elérjiik, hogy a képkor sugara 3
egységre véltozzon, végiil az igy kapott kor kozéppontjit a w = 4 + 5i
pontba toljuk.

A leképzés tehat:

1 . (4+5D)z+12-13i
= 6 - — =
wEC T o Tt i—1-2
Ellen&rzésképpen:

A z =1 + 2i kozéppont képe aw = o, a z = | pont (az eredeti kor
keriiletének pontja) képe a w = 4 + 8i, amely a w sikbeli kor keriiletének
pontja.

4. Hatdrozza meg azt a linedris tortfiiggvényt, amely a
Re(z) = 0
félsikot a |w — 4i| < 3 korre képezi le!

A feladat megolddsanal felhasznédljuk az 1. feladat c) részének ered-
ményét.

Toljuk el az egyenest a valés tengely z = 1 pontjéba. Tudjuk, hogy ezt
az egyenest a reciprokfiiggvény a )w —51=3 korre képezi le (lattuk azt

is, hogy a Re(z) > 1 félsikot a kor belsejére képezi le). A képkort eltoljuk
az origdba, sugarit 6-szorosra noveljiik, majd eltoljuk a pozitiv képzetes
tengely irdnydba négy egységgel.

A fiiggvény tehat:

w=6( 1 1) 4= (=3 +4i)+ 15— 12

z—3

A zo = 4 pont képe a wy = 3 + 4i pont, a kor keriileti pontja, a z; = 3
pont képe — amely pont nem volt a leképezendd sikrészben — a wy =
pont, amely a kor kiilseje.

S. Hatdrozza meg azt a linedris tortfiiggvényt, amely a
z—1 =<4
kort a Re(w) = Im(w) félsikra képezi le!

A megoldist az el6z6 feladat mintdjara keressiik. Toljuk el a kort az

origéba, s sugardt valtoztassuk E-re. Majd a kozéppontjit a z = ~12- pontba
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tolva alkalmazzuk rd a reciprokfiiggvényt. Ez a kor belsejét a Re(w) = 1

félsikra képezi le. Az egyenest a w sik origéjdba toljuk, és (—%Z)—gyel

elforgatjuk. (A forgatast az (1 — i)-vel valé szorzdssal végezziik, amely
ugyan az orig6bdl val6 nagyitist is végez, de ez — mint a linedris fiiggvé-
nyeknél lattuk — az egyenest helyben hagyja.)

A fiiggvény, mely ezeket a transzformdacidkat elvégzi:

1 . 5=z .
w= ﬁ -1 (1 l) = Z—+—3'(1 l)
8 2
A zo = —3 Kkeriileti pont képe a wy = o, a kor mdsik keriileti pontjénak,

a z; = 5 pontnak a képe a w; = 0 pont, amely a hatdrol6 egyenesen
helyezkedik el. A kor egy belsd pontjdnak, a z; = 0 pontnak a képe a
w, = 3 — 3i pont, amely a képként kapott félsik pontja.

6. Hatdrozza meg azt a linedris tortfiiggvényt, amely az
Im(z) = 2
félsikot a |w — 3i| < 3 korre képezi le!

A feladatot megoldhatnénk az el6z5 két feladat mintdjara is. Egy ma-
sik lehetséges megoldds, hogy a hatdrolé egyenesen valasztunk hdrom pon-
tot, s megadjuk ezeknek a képét a korvonalon. A pontok kivélasztdsénal
figyelniink kell arra, hogy az eredeti tartomdny — a pontok sorrendjében
haladva — ugyanarra az oldalra (példdul balra) essen, mint a képtartomany.

A pontpdrok:

l.z; =2i w =0
2.0 =2+2i wyp =3+ 3i
3.3 =0 w3 = 6i
A leképezést a
_az+b
T z+c

alakban keresve az ismeretlen dllandékra harom egyenletet kapunk.
A 3. szerint a o képe 6i, azaz: a = 6i, mivel végtelenben w = a.
Mivel a z; = 2i képe aw; =0,
0= 6i ~.2i +b
2i+c¢

’
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innen b = 12, ¢ meghatdrozésa a 2. feltételbdl torténik:
6i-(2+2i)+ 12

343i=
! 2+2i+c

, ahonnan ¢ = 0.

A leképezés tehit: w = biz+ 12

b4

Ez a médszer barmely linedris tortfiiggvény meghatdrozésanal hasz-
nélhaté, de nem mindig a legegyszer(ibb. A kovetkez feladat egy egysze-
rlibb médszert mutat be.

7. Melyek azok a linedris tortfiiggvények, amelyek a z; # z; pontok-
hoz a w) # wy pontokat rendelik?

+
A tortfiiggvényt a w = ath alakban keressiik.
cz+d
Tudjuk, hogy w; = ay + b éswy = 222 b

cz1 +d 1T td
Képezziik a w — wy, illetve w — w; kiilonbségeket:
az+b az+b _ (ad - bo)z—z1)

w=w; = =
cz+d czy+d (cz+d)cz +4d)
Hasonl6an:
o (ad = b0z~ 2)
(cz + d)(czp + d)
A kett6 hdnyadosa: il A , ahol k = czp +d azaz egy
w— wy -2 cz1 +d’

komplex 4llandé.

Ennek meghatdrozdsa a w3 = f(z3) feltételbdl lehetséges az adott
feladatndl. Ezt a feltételt helyettesitve:

W3iTWI_ . BT

w3 = wp 3~
k értékét kikiiszobolve:

w—w, w3—w - 174 BT

w=—wy w3 —w 1—=22 B3~

Megjegyzés:

Legyenek zj, 23, 23, 24 € C tetszSleges, de egymdstdl kiilonboz6
komplex szdmok.

Ezek kettSsviszonyit a
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B3-2.24-2
B0 U0
hdnyadossal definidljuk. A kettGsviszony tehdt 4ltaldban komplex szdm.
Az el6z6 feladat alapjan mondhatjuk, hogy a linedris tortfiiggvény (és
természetesen a linedris fiiggvény is) a kettdsviszony értékét véltozatlanul
hagyja.
Ervényes a kovetkez§ 4llitds is: A kettSsviszony értéke akkor és csak
akkor val6s, ha a négy pont egy koron helyezkedik el. (Természetesen itt
is az egyenest R = o sugart kornek tekinthetjiik.)

(Z 1 222324)

Aldbbiakban csak védzoljuk a bizonyitds menetét.
Helyezkedjen el a 4 pont egy koron!
Z4 Zy

Je>

Z3 7))

Z) Z ﬂ
V43 ‘23
3.10a 4bra 3.10b 4bra

A 3.10a 4br4bél lithatéan a; = a, (azonos iven nyugvé keriileti
szdgek), illetve —ay = w — @y, azaz ay = a; — «, ha a pontok sorrendje
a 3.10b 4bra szerinti.

A (212322) szog a (21 — 23) és a (22 — 23) vektorok szoge, azaz
1 — 2 3 —2

1 3 = arc 3 1

a) = arc
L —23 33—
Hasonl6an a (212422) szogre:
4 —2
a; = arc2—=1
24 — 22

Ebbdl kovetkezben a két szog azonos (illetve eltérése csak kr lehet), tehat
a kettSsviszony arkusza 7z tobbszorose, azaz a kettdsviszony valds szdm.
(Beldthat6, hogy az éllitas forditva is igaz.)
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8. Hatdrozza meg azt a linedris tortfiiggvényt, amely a |z — 3i| < 3
sikrészt a Re(z) < Im(z) félsikra képezi le!

A 6. feladathoz hasonl6an 3 pontot vesziink fel a korvonalon, s ezek
képeit — megfeleld sorrendben — az egyenesen.

Az Osszetartozd pontparok:
f(=3+3) =0, f(0) = o, fB+3i) =—-1-1
Az értékeket az el6z6 feladatban kapott 6sszefiiggésbe helyettesitve:

w=0 —l-i-—w z+3-3i 3+3i-0
we—w —1-i-0  z—-0 (3+3i)—(-3+30)
Egyszertisitve:
w _ z+3-3i 343
“1-i z 6
Azaz:
z+3-3i
W= ——
[ 74

Ellendrzésképpen a kor egy bels6 pontjdnak, a z = i pontnak a képe a
w = —3 4 2i pont, amely valéban a Re(z) < Im(z) félsikba esik.

Megjegyzés: Az el6z6 feladatbeli 6sszefliggés alkalmazdsandl célszer( volt
awy = oo vilasztas, ekkor ugyanis az egyenletbdl egyszertibb w kifejezése.

9. Hatdrozza meg azt a linedris tortfiiggvényt, amely a
z=€% p€0,7]
félkort a valés tengely [—1, 1] intervallumdra képezi le!

A feladat megoldasdhoz felhaszndljuk azt a tényt, hogy ha f(z) linedris
tortfiiggvény, akkor amennyiben a z pont a z;, z; végponti koriven mozog,
képe a wy, wyp végponti iven halad. (Az iv természetesen egyenes szakasz
is lehet.)

Az el6z8 feladathoz hasonléan 3 pontot valasztunk:
f=D=-1Lf0)=0,f(1)=1
A 7. feladat alapjan:
w—(=1) 1-0 z-(=1) 1—1i
w—0 1-(=1) z-i 1-(=1)
Rendezve:
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z—i _ 2= i
1—iz  z+i
Ellendrizhetjiik, hogy a kiszemelt pontok képei az el&irt képpontok.

w =

-1

10. Hatdrozza meg, hogy a w = Z linedris tortfiiggvény milyen

alakzatba viszi 4t a z sik origén 4thaladé egyeneseit, illetve origé kozép-
pontud koreit!

Az inverz leképezés: z = 3: - 11. Ebbdl léthatéan a w; = 1 pont

. c 1 . . (
képe a z; = o, és awp, = — pont képe a zp = 0, tehdt a w; és wy

pontokon dtmend kordk képei a z sikon az origén 4thaladé egyenesek.
Tehédt az eredeti fiiggvény az origén 4dthaladé egyeneseket a wy és wy
pontokat tartalmazé korokre képezi le.

3.11 édbra. A z sik origén athaladé egyeneseinek, illetve origd

kozéppontu koreinek leképezése a w = Z 3 fliggvénnyel

A |z| = r egyenletd, z sikon 1év8, origé kozépponti korre:
3w—1| Bw-1] _
w—11]" |w=-1] ~

egyenlettel jellemezhetS alakzatot kapunk, amely olyan w pontokat tartal-

lz| = r

1 . PRI a1k
maz, melyeknek az 3 pontt6l valé tavolsdga r-szerese az 1 ponttdl valé
tdvolsdguknak.

57



Ezek a pontok egy tgynevezett Apolléniosz-koron helyezkednek el,
amely kor a két ponton 4thalad6 korket merSlegesen metszi (3.11 dbra).
(Specidlisan r = 1 esetben a két pont felezd merdlegesét kapjuk.)

Megjegyzés: A két korsereg a wy, wy pontokban elhelyezkedd azonos
nagysdgu, de ellentétes elGjell ponttodltések erGvonalrendszerét, illetve ek-
vipotencidlis vonalait adja. L4that6, hogy a w sikon kapott dbra szimmet-

rikus a w = — és w = 1 pontok felez6 merSlegesére. Ezt az egyenest a
korok merSlegesen metszik.

11. Hatdrozza meg azt a linedris tortfiiggvényt, amely a z = 0 pontot
a w = 2i pontra képezi le, s a z sik origén dtmend egyeneseinek képe a w
sik valds tengelyét merSlegesen metsz$ korok lesznek!

Az el6z6 feladat megjegyzését haszndljuk fel a feladat megoldédséhoz.

3.12 4bra. A z sik origébdl indul6 félegyeneseinek, illetve origé
—2i(z + 1)

kodzépponti koreinek leképezése a w = 1

fiiggvénnyel

A w = 2i és w = —2i pontokon 4thalad6 kordk a valds tengelyt

” . w—2i . .
mer6legesen metszik. A z = w0 leképezés a z sik origén dtmend
egyeneseit a két pontot tartalmazé korokre képezi le. (Lathat6, hogy z = 0,
haw = 2i)

—2i(z + 1)

Rendezve: w =
z—1

58

Az el6z6 feladathoz hasonl6an a |z| = r origé kézépponti kordk képei
erre a korseregre mer8leges korok (Apolléniosz-korok) (3.12 4bra).

Megjegyzés:
A) Ha csak az Im(z) = 0 félsikot nézziik, a leképezés a 2i pontban

elhelyezett ponttdltés és a valés tengelyen 1évS fémlapon kialakul6 elekt-
romos erdtér erdvonalainak, illetve ekvipotencidlis vonalainak képét adja.

B) Ha nem merd&legesen, hanem adott szogben kell a koroknek a valds
tengelyt metszeni, akkor elég egyetlen ilyen kort vizsgélni (példdul amely-
nek a kozéppontja a képzetes tengelyen van), hogy hol metszi a képzetes
tengelyt. A 2i pont és a metszéspont segitségével e feladat médszerével a
leképezés elGallithato.

12. Hatdrozza meg, hogy melyek azok a pontok, amelyek a 10. fela-
datbeli leképezés sordn helyben maradnak!

-1
A leképezést a w = ;_ 3 képlet definidita
-1
Ha a pont képe 6nmaga, akkor w = z, azaz z = ;_—3

Ebbdlz; =2+ V3,2, =2 — V3.
Tehét a valds tengely két pontja marad helyben a leképezés sordn.

Megjegyzés:
A 7. feladat alapjén a fiiggvény
YZU _g.tTa
w=22 -2

alakban is felirhatd, ahol k értéke — egy z;, z2-t0l kiilonbozd — Osszetar-
toz6é pontpdr alapjdn hatdrozhaté meg. A fenti alakot szokds a leképezés
normdlalakjanak nevezni.

13. Hatdrozza meg azt a linedris tortfiiggvényt, amely a |z| < 1,
z+ 1] = V2, Im(z) = 0 feltételekkel jellemzett sikrészt a

7
< < =
0 < arc(w) < )

sikrészre képezi le (3.13 édbra)!

A kétkoraz =1 ésaz = —1 pontokban metszi egymdst.
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Az a leképezés, amely az e pontokon dtmend koroket origén dtmend
egyenesekbe képezi le — az el6z6 feladatokban ldtottak alapjdn:

w= 2 +1 alakd.
z—1

Ez a fiiggvény az egységkort a képzetes tengelyre képezi le, a masik kor

képe az arc(w) = 7 egyenes.

Y v

X u
3.13 4bra

Ha a kapott tartoményt (-—J—:-) -gyel elforgatjuk, megkapjuk a megfe-
leld leképezést, amely tehét az
—iZ Z+
= 4 . —
f@)=e pa—

fiiggvénnyel jellemezhetd.

14. Igazolja, hogy a

z—a

1—az

fiiggvény, ahol k és a komplex 4llanddk, melyekre |k| = 1, és |a] < 1, az
egységkort onmagéra képezi le!

w=k-

(Tehét az egységkorvonal képe onmaga, az egységkor belsejét annak
belsejére képezi le a fiiggvény.)

Vizsgdljuk meg a k - lz —4

tortet!

—az
a = 0 esetén a fiiggvény egy linedris fiiggvény, mely a |k| = 1 miatt
csak arc(k)-val elforgatja az egységkort.
Ha a # 0, akkor a leképezés linedris tortfiiggvény. E leképezésnél az
origé képe a w = —ka pont, amely |a| < 1 miatt az egységkdr belsejében
van.

60

k

Az=ocoképeaw= — p pont, amely az egységkoron kiviil helyez-
kedik el. Be kell latnunk, hogy a koérvonal képe 6nmaga.
|z — a
|1 - Ez| '

Vizsgéljuk meg, hogy a tort szdmldléjdnak és nevez§jének abszolit
értéke mikor lesz egyenld, azaz kiilonbségiik mikor lesz nulla.

2

le—a? - [1-2| =@-a)(z-3) - (1-az) (1 -az) =

=gZ+aa—1-aa-zZ= |z +|af = 1= |a|2? =

= (kP = 1) (1 - laP)

Mivel |z] < 1 esetén a szorzat negativ, azaz |w| < 1, igy a kor belsejét
annak belsejére képezi le a fiiggvény.

Mivel k| = 1, igy |w| =

Megjegyzés:
Igazolhatd, hogy csak a fenti fiiggvények, illetve azok konjugdltjai a
wp = E . L= a_
1 —az

fiiggvények képezik le az egységkort onmagdra.
a, "+ ... + a1z + ag

A =
2 /@ b+ ... + b1z + by
tortfiiggvénynek nevezziik. (Ha m = 0, raciondlis egészfiiggvényrél
beszéliink.) E tortfliggvények koziil az el6zéeken kiviil a

2
zZ+1 1 1
—3 = - + o
82 2z 2 <Z z)

fliggvény leképezésével foglalkozunk.

alaku fiiggvényt raciondlis

15. Vizsgélja meg, hogy a

8@ = % (z+ %)

fiiggvény milyen alakzatra képezi le a |z| = r > 1 origé kdzéppontd
koroket!

Akbraz=re?, ¢ €] — m, 7] egyenlettel jellemezhetd. Ez esetben
1 1 1 i 1

- + - ) == 4 - <p) =

2 (Z z) 2 (’e tre
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—1(+1)cos +l(r—l)sin
B AT A A A A
A leképezés sordn tehat:

—l(+1>cos v—l(r—l)sin
u—2 " r 14 ) r 14
2 2

+ =

O

4 r 4 r
Azaz a kép ellipszis, melynek fékusztidvolséga egységnyi, mivel

@ -b =1
Ha r = 1, akkor az ellipszis rasimul a valds tengely [~ 1, 1] intervallumdra.
Az egységkor képe ezt az intervallumot kétszer futja be. Ahhoz, hogy a
|z] = 1 sikrészt a fiiggvény kolcsonosen egyértelmtien képezze le a teljes
sikra, a sikot ennél az intervallumnédl bemetszik, s a fels6 félkor képe
a metszésvonal fels§ fele, az als6 félkoré a metszésvonal alsé fele. (A
leképezés inverze ezt a bemetszett sikot képezi le a teljes sikra.)

16. Hatdrozza meg, hogy milyen alakzatba viszi 4t a

-1+

fiiggvény az arc(z) = ¢ = dllandg, |z] > 1 félegyeneseket! Az egyenesek

az=re?, r> 1, p dlland6 egyenlettel jellemezhetSek.
A

3.14 dbra. A z sik origébdl indulé félegyeneseinek, illetve origd
1
kozépponti koreinek leképezése a w = 0,5 (z + —z—> fiiggvénnyel
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Az el6z6 feladat alapjan a leképezés sordn:
u=l(r+l)cos¢> v=-l-(r—-l)sin<p
2 r 2 r
Az egyenletrendszerbl most r értékét kell kikiiszobolni.

A tengelyeken cos g, illetve sing értéke 0, ezek képe 6nmaga. Ha
cos¢ és sin p egyike sem zérus, akkor:

u? V2

=1

cos? " sin? 17
A kép tehdt hiperbola, melynek fokusza az el6z6 ellipszisek fékuszaval

azonos, tehét az igy keletkez ellipszisek és hiperboldk merSlegesek egy-
masra (3.14 é4bra).

Megjegyzés:
1 1
Agd) = 3 (z + E) fiiggvényt szokds Zsukovszkij-féle fliggvénynek

is nevezni. JelentSsége a repiil6gép szdrnyprofiljat elallité leképezésben
van.

3.5 A Bolyai-geometria Poincaré-féle modellje

Mint az Olvasé eldtt bizonydra ismert, Bolyai az euklideszi
geometridban szereplé egyik alapigazsigot (axiémat, posztuldtu-
mot) figyelmen kiviil hagyva épitett fel egy Gj geometriat. Az 6t
euklideszi posztuldtum:

e Minden pontbdl minden ponthoz hiizhaté egyenes.
Minden egyenesdarab folyamatosan meghosszabbithatd.
Minden pont koriil tetsz6leges sugdrral kor rajzolhatd.
A derékszbgek mind egyenlSk egymassal.

Ha két egyenest egy harmadik metsz, akkor e két egyenes a
metszd egyenesnek azon az oldaldn metszi egymadst, amelyiken
a belsd szogek Osszege kisebb két derékszognél.

Az utolsé azt jelenti, hogy a sikban egy adott ponton it csak
egyetlen egy olyan egyenes hiizhat6, mely egy az adott pontra nem
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illeszkedd egyenest nem metsz, azaz csak egyetlen, az adott pontra
illeszkedd, azzal parhuzamos egyenes létezik.

£ .9

Ez a posztuldtum ,kilég” a tobbi koziil, nem tiinik alapigazsig-
nak, nem teljesen magatél értet6ds.

A matematikusok hosszi iddn 4t sikerteleniil probaltdk a tob-
bire visszavezetni, azok segitségével igazolni vagy céfolni. Bolyai
eltekintett ettdl a posztuldtumtol, s a tobbi felhaszndldsdval felépi-
tett egy Uj geometridt, ,,semmibdl egy 1j vildgot” teremtett.

Az éltala alkotott (hiperbolikus) geometridban a sikban egy
adott ponton 4t legaldbb két olyan egyenes halad, amely egy adott
pontra nem illeszked6 egyenest nem metsz.

Bolyai a parhuzamossagot a kovetkez6képpen definidlja: Ha az
AP félegyenes nem metszi az OB félegyenest, de az OAP szog
belsejében 1évs barmely mds egyenes metszi azt, akkor az AP fé-
legyenes parhuzamos az OB félegyenessel (3.15 dbra).

A P

3.15 édbra

Bolyai Janos 1827-ben dolgozta ki, és 1833-ban publikdlta el-
méletét. Edesapja Tentamen cim@i matematika konyvének fiiggelé-
keként jelent meg ez az 1ij geometridt nagyon tomoren ismertetd
Appendix.

Ennek a geometridnak — mely az euklideszi geometridn nevel-
kedett ember szdmdra meglehetSsen szokatlan — egy modelljét al-
kotta meg Poincaré.

Nem célunk a Bolyai-geometria targyaldsa, csak a modell és a
linedris tortfiiggvények leképezése kozotti kapcsolatot mutatjuk be.
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Ebben a modellben a teljes nemeuklideszi siknak a komplex
szdmsik egységkorének belseje felel meg. (Az egységkor hatdra a
végtelen tdvoli pontokat tartalmazza, szokas horizontnak is nevez-
ni.) A modellben az ,.egyenesek” alatt az egységkort merSlegesen
metsz6 koroknek a |z| < 1 tartomdnyba es6 részeit értjiik. A re-
ciprokfiiggvény targyaldsakor ldttuk, hogy egy kor akkor és csak

akkor metszi merdlegesen az egységkort, ha azt a w = — fiigg-
b4
vény onmagdra képezi le. Ha tehat a kor tartalmazza a z, a 7 és az

— pontokat, akkor a képe 6nmaga, igy az egységkort merSlegesen

metszi. Az euklideszi axiémdk egyike, hogy barmely két ponton
dthalad egy egyenes. Ez a modellben is igaz.

Legyen a korbelsd két tetszbleges pontja: z;, 2 (21 # 22)-

1 1
A z1, 22, — pontok meghatdroznak egy kort (amely az — pon-
1 22
tot is tartalmazza.)

Ez a kor az egységkort merSlegesen metszi, azaz ennek a kor-
belsSbe esd ive a z;, z; pontokon dtmend ,.egyenes”.

Ha a 7, z; pontok valamelyike a horizont egy pontja (jel6ljiik
1
Z-vel, legyen példaul z, = Z), akkor a z;, Z, — pontok adjdk a kor
Z
hdrom pontjat.

Ha z;, zo mindketten horizontpontok, akkor is van rajtuk 4t-
mend, az egységkort merSlegesen metszd kor, azaz rajtuk dtmend
»egyenes”.

Tekintsiink egy e ,egyenest”, s egy rajta kiviil 1évé z pontot
(|z] < 1). Az e ,egyenes” két horizontpontjit jeldlje Z és Z*.

A z, Z pontokon, illetve a z, Z* pontokon &thaladé ,.egyene-
seket” az e-vel parhuzamos egyeneseknek nevezziik. Ebben a geo-
metridban tehdt a sikban egy adott ponton &t egy adott pontra nem

illeszked6 egyenessel két parhuzamos egyenes fektethets. E két
egyenes metszéspontja a z pont (3.16 dbra).

A két egyenes z-nél két par csiicsszoget alkot. Az egyik szog-
tartomdnyban a z-n dthalad6 6sszes egyenes metszi e-t, a masikban
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1évok koziil egyik sem metszi, s nem is parhuzamosak e-vel. Vagyis
ebben a geometridban végtelen sok olyan z-n 4thaladé ,.egyenes”
van, amely nem metszi az e egyenest. (Ezeket eltérd, ultraparhuza-
mos egyeneseknek nevezziik. Ilyenek az euklideszi geometridban
nincsenek.)

Az euklideszi geometridban egybevdgonak neveziink két alak-
zatot, ha azok egybevagdsagi transzformdacidval kolcsonosen fedés-
be hozhaték.

3.16 dbra

Ahhoz, hogy az egybeviagdsdg fogalmat értelmezhessiik, meg
kell mondanunk, hogy e modellben mit neveziink a sik egybevagé-
sagi transzformécidjdnak. Nyilvdnvaléan olyan transzformdciét kell
keresniink, amely a ,,sikot” (a korlapot) 6nmagdra képezi le.

Ezek a transzformacidk az el6z6 rész utolsé feladata szerint a

w=k 2 illetveaw, =k —— |k < 1, |a| < 1
1-az 1—-az

fiiggvényekkel jellemzett leképezések.

Mivel a linedris tortfiiggvények altali leképezés szogtartd, igy
az egységkorre merSleges koroket is ugyanilyen korokbe viszi at,
vagyis az ,.egyenesek” képei ,.egyenesek”.
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Igazolhatd, hogy e transzformécidkkal barmely ,.egyenes” 4t-
vihet6 egy tetszSleges mdsik ,.egyenes”-be. Két alakzatot egybe-
vagénak neveziink, ha ezekkel a transzformdicidkkal leképezhetSk
egymasra. (A leképezéskor a w fiiggvény a koriiljarasi irdnyt meg-
tartja, w; megforditja.) Csak érdekességként jegyezziik meg, hogy a
Bolyai-geometridban barmely két hdromszog egybevagd, ha szogei
egyenldk.

A szdgek mérését és egybevdgdsigat az teszi lehetdvé, hogy
a linedris tortfiiggvények dltali leképezés (euklideszi értelemben
is) szogtart6. Ily médon a szogek egybevagdsigit és mértékét az
euklideszi geometridban megszokott médon értelmezhetjiik.

Itt is megfigyelhetiink igen sok szokatlan dolgot. Vegyiink fel
harom horizontpontot, s vizsgéiljuk az e pontokkal meghatirozott
haromszoget.

Mivel az oldalaknak a horizontpontjai azonosak, az oldalak
parhuzamosak, igy e hdromszog bels6 szogeinek osszege 0°.

(Megjegyezziik, hogy a hiperbolikus geometridban felvett tet-
szbleges haromszog esetén a belsd szogek osszege mindig 180°-nél
kevesebb lesz.)

A tdvolsag értelmezéséhez az el6zGekben latott kettSsviszonyt
vizsgéljuk.

3.17 abra
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Legyen az e ,.egyenes” két pontja z; és 25, két horizontpontja
Zés Z*.

Ekkor a (ZZ*z123) kettSsviszony (3.17 4bra):

u-2Z -2

Z2°3100) = ——=!

( 122) e

Mivel a négy pont egy ,.egyenesen” van, igy a kettdsviszony
értéke valds szdm lesz, s sorrendjilk megvalasztdsa miatt értéke
legaldbb 1. (Csak z; = z; esetén egyenld 1-gyel.)

Ezen kettGsviszony értékét a linedris tortfliggvény dltali leképe-
z€és nem vdltoztatja meg, igy ez a z;, z, pontparra jellemzd dllandé.

A 71, 7 pontok tdvolsigét e kett8sviszony logaritmusdval jel-
lemezhetjiik. (A logaritmus alapszdma tetszSleges 1-nél nagyobb
rogzitett szam lehet.) Az igy definiélt 1?(21, 22) tidvolsdg a tdvolsa-
gaxiomdknak eleget tesz.

Tetszbleges z;, 22 esetén:

e ¥(z1,22) =0 (és ¥(z1, 22) = 0 csak z; = z esetben);

L 17(21, Zz) = t'?(zz, zl); tovabba,

e hazj, 22, 73 egy ,egyenes” hdrom pontja (z, a korbelsd pontja),
akkor ¥(z1, z3) = ¥(z1, 22) + ¥(22, 23), tehét az additiv tulaj-
donség is érvényes.

Vizsgiljuk meg a
2+ 2

2

1
1+ EZ
fiiggvény éltal létesitett leképezést. Ez a leképezés az egységkort

onmagéba viszi at.

w =

Az =0képeaw = —;—, a z = 1 pont képe onmaga, tehdt a
leképezés a valds tengelyt helyben hagyja.

1 4
Azn= 3 pont képe a w, = 3 pont.
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Az eldz6ek értelmében tehdt a z;, 7 pontot Osszekotd szakasz
képe a wy, w, pontokat 6sszekotd szakasz, igy ezek hossza (nem-
euklideszi értelemben) egyenld.

Ezt az eljarast folytatva a valds tengelyen egy ,,skédlat” készit-
hetiink, a tengelyt egyenlS hossziisdgu részekre bonthatjuk.

4 13
Az = gpontképeam:—- .l)

14’
A z), 2o pontok és azok horizontpontjai (mivel z;, z a valés
tengelyen van, igy Z = —1, Z* = 1) esetén a kettGsviszony:

3
k= (ZunZ") = 3
Ha a tavolsagot e feladat esetében az

Ink
Mo 2) = 195
képlettel értelmezziik, akkor a z;, zp pontok tdvolsdga egységnyi,
igy a valés tengely egységekre valé beosztasat készitettiik el.

A leképezés sordn a képzetes tengely képe egy ,.egyenes” lesz,
amely ,,egyenesre” tiikrozve az origét a wy pontot kapjuk. (Ez az
»egyenes” a z; és wy pontok felezd merSlegese.)

Vizsgialjuk meg kicsit részletesebben, hogy mit jelent e modell-
ben a tengelyes tiikrozés!

1
A w = — fiiggvény altali leképezés tulajdonsdgainak vizsga-
Z

1
latakor emlitettiik, hogy a z és az — pontok egymdsnak a korre
Z
2
. s . z z r
vonatkozé ,,tiikorképei” (r sugart kor esetén a z €s az — pontok
Z
ilyen tulajdonsaguak.)

Mivel itt az ,.egyenes” egy koriv, a tengelyes tiikr6zés erre a
korre valé tiikrozést jelent. (Ezzel a transzformdcidval a reciprok-
fiiggvény leképezésének tirgyaldsa sordn foglalkoztunk.) A tobbi
transzformdcié lényegében visszavezethets a tengelyes tiikrozésre.

e A pontra valé tiikrozés két — az adott ponton dthaladé — egymas-
ra merdleges egyenesre valo tiikrozéssel helyettesithetd.
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e Ha az el6z6 egyenesek nem mer6legesek, pont koriili forgatést
kapunk.

e Két parhuzamos egyenesre vald tiikrozés egymadsutidnja pedig
egy eltolast eredményez.

3.6 Az exponenciilis és a logaritmusfiiggvény

Az exponencidlis fiiggvényt a

w=e" =tV =¢*. eV =¢" (cosy+isiny)
egyenl6séggel értelmezziik. (Ldsd késSbbiekben még a Taylor-
sorokat.)

Ez az értelmezés egyrészt z valds értékeire az e* fiiggvényt

adja, masrészt az 1. fejezetben targyalt exponencidlis alakot is tar-
talmazza.

Az exponencidlis alakndl latottak alapjan a definiciébdl kovet-
kezik, hogy a hatvdnyozds azonossdgai komplex kitevd esetén is
véltozatlanul érvényesek. Ugyanis példaul:

€%l . @2 = 1TV . g2 V2 = %1 . V1 . %2 . eV2 =
= eX1+X2 ,ei()ﬂ +)’2) = eZl+22

A definici6kbdl kovetkezik, hogy az igy értelmezett exponenciélis
fiiggvény periodikus, hiszen

f@) = f(z+ 2mi)

A fiiggvény val6s része: u(x, y) = e*cosy

képzetes része: v(x, y) = e*siny
Mivel nincs olyan y érték, melyre cos y és siny egyszerre lenne 0O-
val egyenld, igy az exponencidlis fiiggvénynek a komplex szamok
korében sincs zérushelye. Erdekesség, hogy — a valéstél eltéren —
a fiiggvénynek oo-ben nincs hatirértéke. Ugyanis a z = o — mint
abban megéllapodtunk — a lim |z| = oo reldciét jelenti, ez viszont
igen sokféleképpen realizdlédhat. Példdul y = O esetén ha x pozitiv
végtelenhez tart, a fiiggvényértékek is végtelenhez tartanak, ha x
negativ végtelenhez tart, a fiiggvényértékek nulldhoz kozelednek.
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Mivel ezek az értékek kiilonbozGek, igy az exponencidlis fiigg-
vénynek valéban nincs végtelenben hatarértéke. (Lathaté ez abbdl
is, hogy rogzitett x mellett y értékét novelve nincs a fliggvénynek
hatérértéke.)

Az exponencidlis fiiggvény a z stk = < y < 7 sévjat képezi
le a teljes w sikra. Az el6zek alapjdn a képpontok kozott a 0 és a
o0 nem szerepel.

(A kolcsonosen egyértelmii leképezés biztositdsdhoz most egy
végtelen sok levélbsl osszetett, 0-ndl és oo-nél kilyukasztott Rie-
mann-feliilet sziikséges.)

Gyakorlé feladatok

1. Az exponencialis fiiggvény definiciéja alapjén hatdrozza meg, mely
komplex szdmokra teljesiilnek az

a) et = =20
b) € = 20i egyenlGségek!

a) A definicié alapjin
et =¢e“cosy+ie*siny=—-20+i-0
A val6s és a képzetes részeket 6sszehasonlitva az
e*cosy = =20
e*siny =0
egyenleteknek kell teljesiilniiik.
A miésodik egyenletbdl, mivel ¥ # 0, siny = 0, azaz y = k7, k € Z.
Ezt az els§ egyenletbe helyettesitve:
e* -coskmw = —20
Az egyenli8ség csak akkor teljesiilhet, ha
k = 2n+ 1, n € Z, ekkor ugyanis cos kx = —1; azaz:
z=m20+ Q2n+ i, n€EZ
esetén lesz ¢* = —20.
b) Az el6z6h6z hasonléan:
e*cosy + ie* siny = 0 + 20i, azaz
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e*cosy =0, *siny = 20.
Az els3 egyenletbdl y = ’5’ + kn, k € Z kovetkezik, amit a mésodikba
helyettesitve l4tszik, hogy k = 2n n € Z esetén lehet megoldds, azaz:

z=1n20+i(%”+2mz), nEZ.

2. Hatdrozza meg, milyen alakzatra képezi le az exponencidlis fiigg-
vény a z sik tengelyekkel parhuzamos egyeneseit!

Mivel az exponencidlis fiiggvény a z sik — < y < r sdvjat képezi le
a teljes w sikra, igy a képzetes tengellyel parhuzamos egyenesekbdl elég
ezeket a szakaszokat vizsgdlnunk. Ezek a z = xo + ti, t €] — x, 7]
egyenlettel jellemezhetdek.

Ebben az esetben u = e™0cost, v = €0 sint. Ha a két egyenletet
négyzetre emeljiik és osszeadjuk, akkor az

w? + v = e¥0

egyenletet kapjuk, mely a w sik origé kozépponti korének az egyenlete.
Ezek a korok adjék tehat a képzetes tengellyel parhuzamos egyenes szaka-
szok képét. (Ha ¢-re nem tesziink kikotést, akkor a pont tSbbszor is befutja
ezt a kort.)

3.18 4bra. A z sik tengelyekkel parhuzamos
egyeneseinek leképezése az exponenciilis fiiggvénnyel
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A valés tengellyel parhuzamos egyenesek koziil elegendd a ] — x, ]
sdvba esd egyenesek képeit vizsgdlni, hiszen a fiiggvény periodikus.

Ezek az egyenesek a
z=t+1iy),tER, yg €] — 7, 7]
egyenlettel jellemezhetdek.
Ebben az esetben u = ¢’ cos yp, v = ¢ sin yg.
b4

o a képzetes

Hayy = %t, a képzetes tengely pozitiv felét; ha yg =
tengely negativ felét kapjuk.

Ha cosyg # 0, a két egyenletet elosztva kikiiszobolhet6 ¢ értéke:
v

- =t ,

w - 8Yo

amely egy — az origét nem tartalmazé — félegyenes egyenlete (3.18 dbra).

3. Hatdrozza meg, milyen alakzatra képezi le az exponencidlis fiigg-
vény a z sik egységnégyzetét!

Az el6z8 feladatban lattuk, hogy a tengelyekkel parhuzamos egyene-
sek képei origé kozépponti korok, illetve origé felé tarté félegyenesek.

A pozitiv valds tengely [0, 1] szakaszdnak képe a w sikon a pozitiv
valds tengely [1, e] szakasza. A z = ¢t + i, t € [0, 1] képe az el5z6 feladat
szerint a v = u - tg] egyenes egy szakasza. A képzetes tengely [0, 1]
szakaszdnak képe az egységkor ive, hasonléan az = 1 + ¢#i, t € [0, 1]
szakasz képe egy e sugaru kor ive (3.19 dbra).

v

3.19 4bra
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Az egységnégyzet képe tehdt egy korgy(ir(idarab. Ha a feladatban
egységnégyzet helyett a Re(z) € [—1, 1], Im(z) €] — 7, 7] tartoményt
képezziik le, a kép egy teljes korgyftrti.

4. Hatdrozza meg, milyen alakzatra képezi le az exponencidlis fiigg-
vény az Im(z) = Re(z) egyenest!

Az egyenes a z = t + ti, t € R egyenlettel jellemezhet; képe:
e* = é'(cost + isint), azaz
u=écostésv = e sint, vagy

poldrkoordinétés alakban r = ¢, a képe tehdt egy logaritmikus spiral.

A logaritmusfiiggvényt az exponenciélis fliggvény inverzeként
értelmezziik. Az eddigiekhez hasonléan az értelmezésnél itt is
egyértéki fiiggvényt kivanunk elérni, ezért most is ragaszkodunk
a ¢ €] — m, x] megszoritdshoz. Lattuk ugyanis az exponenciélis
fiiggvény értelmezésénél, hogy a fiiggvény a —n < Im(z) < n
sdvot képezi le az origét és a végtelent nem tartalmazé w sikra, te-
hét ha a fenti megszoritast tessziik, a logaritmusfiiggvény egyértéki
lesz.

A logaritmus definiciéja:
A z = re komplex szdm logaritmusa az Inz = Inr + ip
komplex szdm, ahol p €] — 7, 7).

Ha z pozitiv valés szdm, akkor ¢ = 0, ez esetben tehat a valds
fiiggvények korében megismert logaritmusfiiggvényt kapjuk.

Az igy értelmezett logaritmus valéban az exponencidlis fiigg-
vény inverze, ugyanis: el"? = ""® = N7 . o = it = 7
(Megjegyezziik, hogy a gyokvondsndl emlitetthez hasonldan itt is
szokds tobbértéki — végtelen sok értéki — fiiggvényrdl beszélni.

Ilyenkor az e* = z egyenlet Osszes lehetséges megoldédsa ad-
ja Inz értékét, az altalunk értelmezett értéket ilyenkor féértéknek
nevezik. Ezzel az értelmezési méddal konyviinkben nem foglalko-
zunk.)

Mivel az exponencidlis fiiggvény a 0 és a o értéket nem veszi
fel, igy a logaritmusfiiggvény e két helyen nincs értelmezve.
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Beldthatd, hogy a logaritmus megszokott azonossigai az igy
értelmezett logaritmusfiiggvénynél érvényesek maradnak.

5. A logaritmusfiiggvény segitségével keresse meg az e részben sze-

repld 1. feladat megoldésat!

a) Az ¢ = =20 = 20 egyenl
2 =1In(~=20) = In20 + ix

et egyik gyoke:

Mivel az exponencidlis fiiggvény periodikus, ezért az egyenlet meg-

oldésai a

2 =1In20 + i(w + 2km) (ahol k tetszSleges egész) komplex szdmok.

b) Az &* = 20i = 20ei77t egyenlet egyik gyoke:
y

T
z=1In20+ iz

Az el6z6hoz hasonlban az Osszes megoldis:

z=1n20+i(’2—’+2/cn), ke

Z.

6. Hatdrozza meg, hogy a w = Inz fliggvény mely sikrészre képezi le

a Re(z) < 0 félsikot!

/4

3.20

dbra
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A félsikban
7= re“”,rGR"’,:pE}—-n, - g[u]’—;,n].
Mivel w = Inz = Inr + ip, tehdt u = Inr, v = ¢, ahol p-re az elbbi

megszoritisok érvényesek (3.20 dbra).

A leképezésbdl latszik, hogy a negativ valds tengely mentén az Inz
fiiggvény nem folytonos. Ugyanis a negativ valds tengelyhez kozeli pon-
tokban, ha Im(z) > 0, akkor ¢ n-hez, ha Im(z) < 0 akkor ¢ —m-hez kozeli
érték.

(Ha ¢-re a [0, 27[ kikotést tennénk, akkor a fiiggvény a pozitiv valds
szamokon nem volna folytonos.)

7. Hatarozza meg, milyen alakzatba viszi 4t a w = Inz fiiggvény az
origd kozépponti koroket, illetve az origébdl induld, de azt nem tartalma-
26, félegyeneseket!

A korokre |z| = r > 0 éllandd, azaz Inz = Inr + ip, ahol ¢ €
]—n, 7). Ezen korok képei tehdt a képzetes tengellyel parhuzamos egyenes
szakaszok.

A félegyeneseken z = rei‘o, r > 0, ¢ allandé,

itt Inz = Inr+ip, képiik a valds tengellyel parhuzamos egyenesek, melyek
az Im(z) € ] — &, x] sdvban helyezkednek el.

8. Hatdrozza meg, milyen alakzatba viszi 4t az

1=z
f(Z)_ln1+z

fiiggvény a |z| < 1, Im(z) > O félkort!

1-z

Vizsgéljuk meg el8szor a w = p linedris tortfiiggvény 4ltal léte-

sitett leképezést. A z = —1 pontképe aw = o, az = 1 képe az origé, igy
a hatdr mindkét részének képe az origébdl indulé félegyenes lesz. (Mivel
a tartomdny nyilt, igy a kép az origét nem tartalmazza.) Az origd képe a
w = 1 pont, igy a z €] — 1, 1[ intervallum képe a w sik pozitiv valds
tengelye, a z = i képe 6nmaga, igy a félkor képe a pozitiv képzetes tengely.

Az f(2) = Inw a két félegyenest az Imf(z) € ]0, g [ sdvra képezi
le. A hatdrokat a képhalmaz sem tartalmazza.
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9. Adjon meg egy olyan fiiggvényt, amely az
Im(z) €]0, 1{

sdvot a
|w] < 4, Re(w) < 0

félkorre képezi le!

A feladatot a 7. feladat alapjdn oldjuk meg.

A % - z transzformécié a ]0, 1[ sdvot a ]0, %[ [ sdvba viszi at. Ezt a

sdvot — a 7. feladat szerint — az exp (% . z) fliggvény az elsd siknegyedbe

viszi 4t.
Aw= 1-z
1+z

a fiiggvénynek az inverze 6nmaga, s ez az inverz képezi le a siknegyedet
a félkorre. Tehdt a

fiiggvény vitte 4t a félkort az elsd siknegyedbe. Ennek

T
1—e2?
w =

1+ e%z
az adott tartomdnyt a w < 1, Im(w) > 0 félk6rbe viszi 4t.

Ezt a félkort pozitiv irdnyba %—le] elforgatva és négyszeresre nagyitva
kapjuk az el&irt képet.
A fiiggvény tehat:
I
1—e2?
Zz
1+e2

Megjegyzés: Ha a félkort negativ irdnyba forgatjuk el, és vessziik a kife-
jezés négyzetét, az eredeti sdv egy teljes korbe megy ét.

f@ = 46'7 .

3.7 Az altalanos hatvanyfiiggvény

3.3-ban csak igen speciélis hatvanyfiiggvényekkel foglalkoz-
tunk. Az exponencidlis és a logaritmusfiiggvény definidldsa médot
ad a
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w = 7% (a € C komplex dllandd) éltalanos hatvanyfiiggvény
definidlasara.

Mivel z = €%, igy kézenfekvd a

w=272 = (elnz)a = ¢alnz
definicié.

E fiiggvény esetén is ragaszkodunk az egyértékiliséghez, amit
In z definidldsakor tett megszoritdsokkal ériink el.

(Mivel Inz z = 0 esetén nem értelmezett, a definicié erre az
esetre nem vonatkozik; 0% értékét 0-nak vessziik, ha Re(a) > O,
Re(a) < 0 esetén nem értelmezziik .)

Gyakorlé feladatok
1. Hatdrozza meg 53+% értékét!

A definici6 alapjan:

53+4i = e(3+4i)ln5 = e3ln5 _ei4ln5 - 125_ei4ln5 = 125 'ei6,44
Algebrai alakban:

53%4 = 123,5 + 19,2
Megjegyzés:

A feladat egyszer(ibbé vilik, ha els6 1épésként az

53+4i = 53 ) 541

dtalakitdst végezziik el.

2. Hatdrozza meg i értékét!
A definici6 alapjan: i = ¢/
Mivel

. iz . R 1 A i iZ -
i=e2,igylni= i3, azaz P=e"2 =e

Meglepd, hogy bér az alap és a kitevd is tisztdn képzetes szdm, a hatvény
értéke valds szdm lesz.

IR

3. Milyen z érték esetén teljesiil, hogy i = 40i?
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Az €l6z6 feladatban lattuk, hogy i = ei%. Alakitsuk 4t ennek alapjén
az egyenlet mindkét oldalat:

. (ig_! +i2k.7r)z = 40+i(§ +21n)

, k,IEZ,
A két oldalt 6sszehasonlitva:
In40 + i (’-2’- + th)
z= 7
l (5 + Zkﬂ)
Tehdt az egyenlSség végtelen sok z érték esetén teljesiil; k = [ = 0 esetén:
z=!l?—;:9+lzl-2,35i
2

4. Milyen z értékre teljesiil, hogy (1 + i)* = 20 — 20i?

i(z i(z
Mivel 1 +i = +2- e'(4 +2kﬂ) = V2, e'(i"“k”), és hasonléan:

—i(z
20 - 20i = 20v3. e (3+%) 4 1e 7,
igy az egyenlet megoldésai:

n20v2 — i (’4—' + 2k:rt)

ln\/§+i(;—z+2bt>

=

T

5. Adjon meg egy olyan leképezést, amely az arc(z) € ]O, 5

[ tarto-

ményt az arc(w) € ]0, 7-25 [ tartomédnyra képezi le!

Aw = 22 fiiggvény az eredeti tartomdnyt az arc(w) € ]0, %t{
tartomdnyra képezi le. Ha ezt %-gye] elforgatjuk, akkor az el§irt képet
kapjuk.

Vagyis az

f@@) = exp (lg_) _22,5

fiilggvény megfelel a feladat el6irdsainak.
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Megjegyzés:

Ha a z sikbeli szogtartomdny csicsa a zg = 1 + i pontban van, a
képtartomdnyé pedig a 3 + 2i pontban, akkor a leképezést a

@ =Tz —1-i>5 +3+2i
fiiggvényt allitja eld.

Az dltaldnos hatvényfiiggvény egy specidlis esetének, a

w =707 fiiggvénynek

a leképezését mutatja a 3.21 dbra. A val6s tengellyel pdrhuzamos egye-
nesek képeit egy a w sik negativ tartomédnyaban 1év6 akadalyt kikeriild
dramlds dramvonalai képének tekinthetjiik.

3.21 dbra. A z sik valds tengelyével parhuzamos
egyeneseinek leképezése a w = 073 hatvanyfiiggvénnyel

Az exponencidlis fliggvény definidldsa utdn a szokdsos médon
értelmezhetjiik a hiperbolds fiiggvényeket. E fiiggvények, a trigo-
nometrikus fiiggvények és inverzeik értelmezésére a Taylor-sorok
targyalasakor keriil sor.
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4. KOMPLEX FUGGVENYEK
DIFFERENCIALASA

4.1 Differencialhatésag

Legyen a zo pont az f(z) fiiggvény értelmezési tartomanydnak
torlédasi pontja. Az f(z) fiiggvényt a zo pontban differencidlhats-
nak nevezziik, ha a

. f(z0 + A2) = f(z0)

lim

Az—0 AZ

hatarérték 1étezik és véges.

Ezt az értéket az f(z) fiiggvény zo helyen vett differencidlha-
nyadosdnak nevezziik, és f’(zo)-val jeloljiik.

Azt a fliggvényt, amely értelmezési tartomdnya minden pont-
jaban az adott pontbeli differencidlhdnyados értékeit veszi fel, de-
rivdltnak nevezziik. Mivel a derivélt definicidja az egyvéltozés
valés fiiggvények korében megismert médon tortént, igy a valGs
fiiggvények korében megismert — az 6sszeg-, kiilonbség-, szorzat-,
hényados- és a kozvetett fiiggvény derivdldsira vonatkozé — szabéa-
lyok a komplex fiiggvények korében is érvényesek maradnak.

A fiiggvény differencidlhat6sdgdt a hatdrérték 1étezése biztosit-
ja. Mivel a Az — O feltétel tobbféle médon is bekdvetkezhet, ebbsl
bizonyos megkotések adédnak az u és a v fiiggvények parcidlis
derivaltjaira.

Legyen az f(z) = u(x, y) + v(x, y) és zo = xo + iyo.

Ha Az = Ax, azaz a val6s tengellyel parhuzamos irdnyban
mozdulunk el, akkor a differencidlhdnyados:

f'(0) = . (x0, yo) + v’ (x0, yo)

Ha a képzetes tengely irdnydban torténik az elmozdulds, azaz ha
Az = iAy, akkor

f'(z0) = —iut},(xo, yo) + v} (xo, Yo)
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Mivel a hatdrérték nem fiigghet a hatdrdtmenet médjatdl, igy a
differencidlhatésdghoz az u és v fliggvényekre teljesiilni kell az

Uy = vy és u, = —v,
egyenleteknek, melyeket Cauchy—Riemann-egyenleteknek neve-
ziink. Ezek teljesiilése és az u és v fiiggvények totdlis differencidl-
hatdsdga sziikséges és elégséges feltétele a differencidlhatésignak.

Ezen egyenletek felhaszndldsdval a komplex fiiggvény derivalt-
ja akkor is el8éllithat6, ha annak csak a val6s, illetve csak a kép-
zetes részét ismerjiik. A fiiggvény derivaltja:

'@ = u(x, y) + ivi(x, )

Ez pedig a Cauchy-Riemann-egyenletek segitségével:

@) = w(x, y) — iuy(x, y) = vj(x, y) + ivi(x, y)

alakban is felirhat6.

Ha z polarkoordinétakban adott, és f(2) = u(r, ) + iv(r, @),
ekkor a Cauchy-Riemann-egyenletek alakja médosul:

au__lav , au__ av
or rop Cap . or
Ez esetben f/(z) = d . (—al - lﬂ)
r ap op

Ha z derékszogli koordinatdkban adott, s f(z) poldrkoordind-
takban, azaz:

f(@ = o(x, y)exp(id(x, y)),
akkor az egyenletek:

a0
W _ 0 00
ox ay dy ax
Ekkor:
a0 90\
/ — . - = ¢
f(z)—<9 3y lay>e

A 7o pontbeli differencidlhatésdgnal ersebb megkotés a fiiggvény
20 pontbeli regularitdsa. A fiiggvényt a zo pontban reguldrisnak
nevezziik, ha van zo-nak olyan kornyezete, amelyben f(z) differen-
cidlhaté.
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Ha a fiiggvény a zo pontban nem reguldris, akkor zq szinguldris
pont. Ha a 7o egy kdryezetében a zq kivételével a fiiggvény reguls-
ris, zo-t izoldlt szinguldris pontnak nevezik. (Ezek osztilyozaséval
a késdbbiekben foglalkozunk.)

Az eldz6 fejezetben tirgyalt leképezésekre vonatkozik az a té-
tel, mely szerint, ha f reguldris egy tartoményban, és ott f/(z) # 0,
akkor az f fiiggvény éltal létesitett leképezés szdgtarté (konformis).

A kovetkezd fejezetben ltni fogjuk, hogy a regularitds igen
erds megkotés. Igaz ugyanis a kovetkezd 4llitds: Ha f egy egysze-
resen Osszefiiggd tartomdnyban reguldris, akkor ott tetszSlegesen
sokszor differencidlhat6.

Mivel a fiiggvény tetsz6legesen sokszor differencidlhat6, igy
f" 1étezése miatt 1éteznek és folytonosak u és v masodik parcidlisai
is. Az u} = vy, illetve uj, = —v;.

Ezen egyenletekbd] v-t gy kiiszobolhetjiik ki, hogy az elsé
egyenletet x szerint, a masodikat y szerint derivdljuk. Mivel a ve-
gyes masodrendii parcidlis derivéltak folytonossdga esetén a deri-
vélas sorrendje felcserélhetd, igy:

"o 0o M
Uex = vyx - uyy’

4 " "o __
Hasonl6an v{; + vj), = 0.

azaz uy, + u;, = 0.

Tehdt a reguldris fiiggvény valds és képzetes része egyarant ki-
elégiti a sikbeli Laplace-egyenletet. Az ilyen fiiggvényeket szok4s
harmonikus fiiggvényeknek nevezni (u ,,harmonikus térsa” v).

Egy kétviltozés valds fiiggvény csak akkor lehet egy reguldris
komplex fiiggvény valds, illetve képzetes része, ha harmonikus.

Gyakorlé feladatok

1. Hatdrozza meg a definicié alapjan az
1
Df@=2 & bg@=_,2%0
fiiggvények derivaltjat!

P (Y e
a)f(z)—Alzlfo——————Az =
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i 372 + 3282 + (82)°
= lim
Az—0 Az

A fiiggvény mindeniitt reguldris, s az 4ltala 1étesitett leképezés — az
origé kivételével — szogtarté. (Az origéban f'(z) = 0.)

b) g'2) =

= 322

a—0\z+ Az z/ Az
Az—0 AZ(z + A7)z 22
A fiiggvény az origé kivételével reguldris, az origé izolalt szinguldris
hely.

Megjegyzés: A feladatbél lathatd, hogy az egyvaltozés valds fiiggvényekre
kapott derivéltak az eddig megismert komplex fiiggvények esetében vilto-
zatlanok maradnak.

2. Vizsgélja meg, hogy mely pontokban differencidlhat6 az f(z) = 2z
fiiggvény!

f@=2Z=x*+y* tehatu=x>+y*ésv=0.
A Cauchy-Riemann-egyenletek alapjin az

uy=2x = v;, =0

u;, =2y=—v; =0
egyenlSségeknek kell teljesiilnitik. {gy a fiiggvény csak az origéban diffe-
rencidlhaté, de sehol nem reguldris.

3. Mely pontokban differencidlhaté az

f(2) = z-|zf fiiggvény?

f@Q=x+ iy)(x2 + y2) =x+ xy2 + i(xzy + y3)
E fiiggvénynél tehdt:

u=x3+xyzésv=xzy+y3
A parcidlis derivéltak:

u,’,=3x2+y2 v;,=x2+3y2

u;, = 2xy ~Vh = =2xy
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Lathat6, hogy a Cauchy-Riemann-egyenletek csak az origéban teljesiilnek,
azaz a fiiggvény csak az origéban differencidlhat6, sehol nem regularis.

4. Hatdrozza meg az exponencidlis fiiggvény derivaltjat!

f@) = &* = e* cosy + ie* siny, azaz
u=-e‘cosyésv=e'siny
Mivel
uy = e*cosy =V} = e*cosy és
uy = —e*siny = —vi = —¢*siny,
tehdt a Cauchy—Riemann-egyenl&ségek mindenhol teljesiilnek, igy a fiigg-
vény minden véges z helyen reguldris.
A derivéltja:
f'@ = ul + ivh = e*cosy + ie* siny = €%,
mint az vérhaté volt.

5. Hol differenciélhaté az f(z) = Inz = Inr + ip fiiggvény?

Mivel z polirkoordindtdkban adott, a Cauchy-Riemann-egyenletek
moédositott alakjat hasznaljuk.

Mostu = Inr,v = ¢,

w _1_Tv o _o_ %

ar r rop 9 or’

azaz a fiiggvény az orig6 kivételével minden pontban differencidlhaté és
reguldris.
Deriviltja:

f’()—e_-i. ﬂ_,‘.a_li __e_i’:___l__l
o= op dp ) T ore? 2

6. Hatdrozza meg az f(z) = P fiiggvény derivéltjat poldrkoordindtds
alakbél!

f(@) = r*cosdep + ir*sindp
, e® (v ou e 4, .
f@= 3 i) = T(4r cosdp—idr'(— sm4<p)) =
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—ip . .
e
- _4r4ez44p — 4’_3813:/) = 423
r

7. Lehet-eaz u = x* + y4 —6x? y2 kétviltozds fliggvény egy reguldris
fiiggvény valds része?

Mint lattuk, ehhez a Laplace-egyenletnek kell teljesiilnie, azaz csak az
who+ u;,'y = 0 teljesiilése esetén lehet u egy reguldris fliggvény val6s része.

A parciélis derivaltak:

uy = 4x3 - 12xy2 uly = 12x2 - 12y2

u;, = 4y3 - 12x2y uyy = 12y2 - 12x?
Mivel a mdsodrend(i parcidlis derivéltak Osszege nulla, igy u lehet egy
reguldris f fiiggvény valds része. Az f derivaltjat a harmonikus tirs meg-
keresése nélkiil is el6allithatjuk:

'@ = uf + ivh = ul — iu'y =4x> - l2)cy2 - i(4y3 - 12x2y)
A harmonikus tdrs megkereséséhez a Cauchy-Riemann-egyenleteket kell
alkalmaznunk.

u = v§ =4x3 - 12ch2
Ebbdl y szerinti integraldssal:

v= 4x3y - 4xy3 + c(x)
(Mivel y szerint integraltunk, az 4llandé x fiiggvénye lehet.)

Vi = ]2x2y - 4y3 + @) = —u§ = —(4y3 - ]2x2y)
Ebbdl lathatéan c(x) derivéltja nulla, igy c(x) csak allandé lehet.

Tehét a harmonikus térs: v = 4x> y--4)cy3 +c1, ahol c| egy tetszbleges
dllandé.

v meghatdrozdsdt mas médon is elvégezhetjiik. Ehhez egy kicsit atfo-
galmazzuk a feladatot. Adott a v fiiggvény teljes differencidlja, s meg kell
hatédrozni a fiiggvényt:

dv = Vidx + v;,dy = —u'ydx + uldy, azaz:

dv = ——(4y3 - 12x2y)dx + (4x3 - 12xy2)dy
v meghatdrozdsa a Py(xp, yo) ponttdl — példdul az origétdl — a P(x, y)
pontig vett vonalintegrillal végezhetS el. (Ha v csak egy bizonyos tarto-

mdnyban értelmezett, akkor figyelniink kell arra, hogy az integraldsi it az
adott tartomdnyban haladjon.) Esetiinkben v-re nincs semmi megkotés, igy
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az integréldsi ut tetszGleges. Haladhatunk el8szor az orig6bdl az (x, 0)
pontig az x tengelyen, utdna ebbdl a pontbdl az (x, y) pontig az y tengellyel
parhuzamosan. Az els6 szakaszon y = 0, és dy = 0, igy az integral értéke
is nulla.

A midsik szakaszon dx = 0, az integraldsi véltozét t-vel jelolve:
y
v= / (4x® = 12x%)dr = 4x’y — dxy’,
0
ami az el6z6 médon kapott eredménnyel megegyezd.
Megjegyzés: A feladatban szerepl§ fiiggvény az
f@=7"=@&+iy
fiiggvény volt, deriviltja:
fl@) =42

8. Lehet-e az u = In (x2 + yz) kétvéltozos fiiggvény egy reguldris
fliggvény val6s része?

Az el6z6 feladathoz hasonléan most is a Laplace-egyenlet teljesiilését
kell megvizsgalnunk:

)2 g 24y -4l g2 oy?
e =72 M= T 7. - 2
y (xz + y2) (x2 + yz)
Hasonléan:
S = 2x2 - 2y2
yy (x2 + y2)2

Mivel a masodrend( parcidlis deriviltak Osszege nulldval egyenld,
igy a fiiggvény harmonikus, tehdt lehet egy f(z) reguléris fiiggvény valds
része. Az f(z) fiilggvény deriviltja:

__2x ; 2y
x2 + )’2 x2 + y2
Keressiik meg « harmonikus tarsat.
ro_ 2x
LEWE A
Ha x # 0, akkor vy dtalakithat6:

@) = us + vy = u} — iu

87



vy = /Z . ——1—5dy= 2-arcth + c(x)
X y X
1+ (-)
x
AV, = u}, egyenl6ségbdl latszik, hogy c(x) csak 4lland lehet, igy
v=2'arctg% +c,hax #0;

x = 0 esetén v}, = 0, igy ekkor v = 4llandé.

Megjegyzés: a feladatban szerepld fiiggvény az f(z) = Inz? fiiggvény volt.

9. Lehet-e az u = r* cos 4p kétviltozés fiiggvény egy reguldris fiigg-
vény valds része?

Az el6z6 feladatoktol eltérSen u most polarkoordindtds alakban adott.

Most is a Laplace-egyenlet teljesiilését kell megvizsgdlnunk, de ennek
alakja polarkoordinatdk esetén mds:

a%u +1 ou l 133_14_

a2 r ar r2 op?
A parcidlisok:

ou

=0

— = 12r2~cos4<p

ar

l~a—u—=4r2-cos4<p

r odr

1 % 2
-r_2:9—<p—2 = —16r° - cosdyp

Mivel ezek Osszege zérus, igy u lehet egy reguldris f fliggvény valds része.
A fiiggvény deriviltja:

—ip —ip )
f/(Z)=——e i‘i—l-a—u ——“E— r.(?_li—l—u =
r Ap dp r ar op
e 4 o4
= —— - (4r* - cosdyp + i4r -sindp) =
;
e i

r

= 4t % = ar® . S
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Az u harmonikus tirsit most is a Cauchy-Riemann-egyenletekb6l kell

meghatdroznunk.
i = r% = 4r4-cos4qp
op  or

@ szerint integralva:

d
v = r* . sin 49 + c(r). A 3—; = —ra—: egyenldség teljesiilésébdl
kovetkezben c(r) = éllando, igy
v= r4sin4go + ¢

(a feladatban szerepl§ fiiggvény az f(z) = ).

4.2 Taylor-sor

A komplex tagd szdmsorozatokat és szdmsorokat, azok kon-
vergncidjat ugyanigy értelmezziik, mint a valds szdmsorozatok, il-
letve szdmsorok esetében, igy ezeket nem definidljuk. Néhdny fo-
galmat, illetve tételt emeliink csak ki.

A {z} = {a, + ib,}, n € N szdmsorozat akkor és csak akkor
konvergens, ha valds része és képzetes része is konvergens.
0
A Z 2z, komplex szdmsort abszoliit konvergensnek nevezziik,

n=0
-]

ha Z |z,,| (val6s) szdmsor konvergens. (Ha a sor nem abszoliit
n=0

konvergens, de konvergens, akkor feltételesen konvergensnek ne-

vezziik.)

A szdmsorok koziil a geometriai sort emlitjiik kiilon:

- 1
E 2o konvergens, ha |zo| < 1, s ekkor 6sszege —

— 2
n=0
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A Z fu(2) fiiggvénysor egy T tartomanyban konvergens, ha

n=1
00

minden zx € T esetén a Z [f»(zx) szadmsor konvergens. Egyenlete-

n=1

sen konvergél a T tartomanyban a fiiggvénysor f(z)-hez, ha minden
& > 0-hoz van olyan z-t6l fiiggetlen N kiisz6bszdm, hogy minden
Z € T esetén teljesiil a

N

Y@ - f@) <e

n=0
egyenlGtlenség.

Biztosan egyenletesen konvergens a T tartomdnyban a fiigg-
vénysor, ha minden z € T esetén teljesiil az | fn(z)] < m, egyen-
16tlenség, és a Zm,, szamsor konvergens.

n=1

A chz" és a Zc,.(z — a)" alaki fiiggvénysorokat hatvany-
n=0

sornak nevezziik. Bér a hatvanysorokra vonatkoz$ tulajdonsdgok

is szinte azonosak a valésban megismertekkel, néhdnyat kiemeliink

koziiliik.

Ha a Zc,,z" hatvanysor egy zp pontban konvergens, akkor
n=0
minden |z] < |zO| helyen is konvergens, s6t egyenletesen konver-
gens (Abel tétele).

A hatvanysor konvergenciasugardra vonatkozé tételek koziil
kett6t emlitiink:

A chz" hatvanysor konvergens a |z| < R tartoményban, ahol

n=0
1

R
A konvergenciasugar meghatdrozésa torténhet az

= limsup {/ |cu| (R értéke lehet 0 és o is) (Cauchy-Hadamard).
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1

L _ limsup| <"+
R TP,
hényadoskritérium alapjén is.

A hatvénysor |z| < R esetén egyenletesen konvergens,

|z| > R esetén divergens.

A |z| = R pontokban lehet konvergens és divergens is a hat-
vanysor.

Igazolhaté, hogy a konvergenciakoron beliil a hatvanysor 0sz-
szegfiiggvénye reguldris fiiggvény, s derivaltja tagonkénti deriva-
lassal éllithat6 el. A derivaltakbdl 4ll6 sor konvergenciasugara az
eredeti konvergenciasugarral azonos.

Igen lényeges a kovetkez6 tétel: Ha f reguldris az a pont egy
kornyezetében, akkor itt az f fiiggvény a (z — a) hatvanyai szerint
halad6 Taylor-sorba fejthet. A sor:

F@) = fla) + f’( ) f"(a)

Lle-a+ 15
(n)
=3 n,‘“)(z ~ay
n=0

L Z@z—al+...

A sor a konvergenciatartomdny minden pontjdban egyenletesen
konvergdl f(z)-hez (1asd még 5. fejezet).

Gyakorlé feladatok

oo
n
! .
1. Konvergens-e a E — szdmsor?
n

n=1

frjuk fel a sor néhany tagjat:
P SR T
2 3 4 5 6 7

A sor részletosszegét atrendezhetjiik:
. 1 1 1 1,1
— =)= 1=+ -
’O 375 ) 20 273 )
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A képzetes és a val6s rész egyardnt Leibniz tipusi sor, azaz konvergens,
igy az eredeti sor is konvergens, de a sor nem abszolit konvergens, mivel

1
Z; divergens.
n=1

o

n
2. Milyen z értékekre konvergens az f(z) = Z (1%) fiiggvény-
n=0 z
sor?

Minden rogzitett z esetén a sor egy geometriai sor, mely akkor kon-
vergens, ha hdnyadosdnak abszolit értéke 1-nél kisebb:

z |- _ll
‘T-F_z' T 1+
A fiiggvénysor konvergenciatartoménya tehét a
Izl < [1+ 2|
tartomdény.

Ez a tartomény egy félsik, melyet a z = 0 és z = —1 pontokat
Osszekots szakasz felez8 merGlegese hatérol, s amely az origdt tartalmazza.

<1

A fiiggvénysor tehat a Re(z) > —% félsikon konvergens.

@

3. Milyen z esetén konvergens a Z (

n=

2z
3z+1)

n
) fiiggvénysor?

Az €l6z6 feladathoz nagyon hasonl6 a feladat.

A konvergencidhoz a

\ z l2]
3z+ 1) lz+ 1]

egyenlGtlenségnek kell teljesiilnie. Ennek az egyenldtlenségnek egy kor-

belsd (dgynevezett Apolléniosz-kor belseje) tesz eleget. A kor kozéppontja

< 1l,azaz a <3

a val6s tengelyen van, a kor a valés tengelyt — %-ne’l és — %-nél metszi.
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-] o

_i\n _ A"
4. Hatdrozza meg a (Z———l-) = it fiiggvénysor kon-
222 (m@ ; —— ) fuggvénysorkon

n=1

vergenciatartomanyét!

Mivel ismét egy mértani sor szerepel a feladatban, igy a
z—-

< 1,azaz |z —i| < |y

egyenlStlenségnek kell teljesiilnie.

A |z = i| = |y| tulajdonsdgii pontok a valés tengelytSl és a z = i
ponttdl egyenld tdvol 1évS pontok, melyek egy parabolan helyezkednek el.

. ) + .
A konvergenciatartomdny az y = x2_1 parabola feletti sikrész.

4.1 4dbra. Lemniszkita

® n
5. Van-e olyan z érték, amelyre a Z (z2 + 1) fiiggvénysor kon-

n=0
vergens?

Mivel mértani sor szerepel a feladatban, a konvergencidhoz a
|2 +1] <1
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egyenlStlenségnek kell teljesiilnie. Valds szdmok korében nincs az egyen-
16tlenségnek megoldésa, igy a tartomédnynak a valés tengelyen nem lehet

pontja. A képzetes tengely | — v/2i, V/2i| intervalluma az origé kivételével
megfelel a feltételnek.

A konvergenciatartomany, melyet a 4.1 dbra mutat, az
(x2 - y2 - 1)2 + 4x2y2 <1

feltételnek eleget tevd tartomany. Atalakitva:
(x2 + y2)2 + 2(x2 = y2) =0

Az alakzat egy Bernoulli-féle lemniszkata belseje, a hatdrpontokban az
egyenl6tlenség nem teljesiil.

hd n

z .
6. Hatdrozza meg a ———— hatvanysor konvergenciasugarat!
g E 13,, T (=2r y g g
n=

A gyokkritériummal dolgozunk: R = lim sup /3" + (—2)". Mivel %

3" < 3"+ (=2)" < 2-3", s az egyenl6tlenség két szélén 4ll6 mennyiség n-
edik gyokének hatdrértéke 3, igy a kozépsé tagé is ennyi, azaz a hatvanysor
konvergenciasugara: R = 3.

© n
7. Hatdrozza meg a E (nnz')

n=1

hatvénysor konvergenciasugarat!

Most a gyokkritérium helyett célszer(ibb a hdnyadoskritériummal dol-
Cn+l (n + )M g _ (n + 1)"
Cn (n+ 1) T n ’

gozni:
n n
Mivel lim ("ni) = lim (1 + %) = e, igy e sor konvergenciasu-
R=-.
gara p

Megjegyzés: Ha felhaszndljuk a Stirling-formulat, mely szerint n! kozeli-

n
tdleg v2mn - (g) , dolgozhatunk a gyokkritériummal is. Természetesen

ekkor is R = % adédik.
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-] + “n
8. Hatdrozza meg a Z—Zn—(ln—Tl)— hatvanysor konvergenciasugarit!

n=1

n
A gyokkritérium alapjén: % = limsup { I+ =3, azaz
n?

1
R = —. (Felhasznaltuk, hogy lim ¥/n = 1.
% ( gy lim {/n = 1.)

. 1 . .
9. frja fel az f(z) = Z %12 fiiggvény O helyhez tartozé Taylor-

sorat!

Bontsuk fel az f fiiggvényt résztortek osszegére:
1 _ -1 + 1
2-3+2 z-1 z-2

= egy geometriai sor §sszege, azaz

2 3 n
—_—=14z4+7+ +... = X
=2 2+ +2 —Ez,ha|z|<l

A misik tag 4talakitva ugyancsak geometriai sor sszegének tekinthetd:

1 11 1 z . P
— = —— = (142 + =+ 4. | =
-2 T2 1% 2( 27Tty
1l 2y
=-3 EO(Z),ha|z|<2.
n=

Mivel |z|] < 1 esetén mindkét sor egyenletesen konvergens, igy az osszeg
atrendezhetd. Osszevonva:

fo= g e = (24 (3)) mi <

n=

322 -2z+ 1

10. frja fel = 2t Tt
rja fel az f(2) (z-—l)(z2+1)

fiiggvény O helyhez tartozé

Taylor-sordt!
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Az el6z6 feladathoz hasonléan most is résztortekre bontjuk a fiigg-

1 2z
ényt: =—+ .
vényt: /@) z=1 z22+1
Mindkét tag mértani sor osszegeként foghat6 fel:

11=—1(1+z+z2+z3+~‘)="zz” Il <1
n=0

7

2z _ _2, 4 _ - _qyn. 2n
1_‘_12_22(1 +z ...)—222( )" -z |z| <1
n=0
Atrendezve:

f@=-14+47z-22-32—... =
=N (-0 <t
n=0

Raciondlis tortfiiggvények esetében az el5z6 két feladatban latott modszer
4ltalaban j6l alkalmazhat6.

11. frja fel az f(z) =

sorat!

ZTI;—LI-—I_ fiiggvény 0 helyhez tartoz6 Taylor-

Az egyik lehetSség most is a résztortek Osszegére valé bontds volna,
de célravezetdbb, ha atalakitjuk a fiiggvényt:

1 1-22 _1-7
+2+1 1-22 1-25
Innen az €l6z8 feladathoz hasonléan:

f@=(01-2)(1-L+%-...)=

o
=1-2-5+2+...= (1 —ZZ)Z(—I)"-Z(’"
n=0

f@ = "

A sor a |z] < 1 tartoményban konvergens.

helyhez

(ST

12. Hatdrozza meg az f(z) = —2—1—- fiiggvény a =
#—z+1
tartozé Taylor-sorat!
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Alakitsuk 4t a fiiggvényt:

f@) = L = !

1IN 3 3 3 1\
(Z z)*z 5'(2'5)“

Ez ismét egy geometriai sor 9sszegének tekinthetd, azaz:

f.<z>=g(l—;i(z-%)2+‘9_6(z-%)4-...) =

I

A sor a

1 3
z- 5’ < 7 korbelsdben 4llitja el a fiiggvényt.

Yy

4.2 dbra. A 12. feladatban szerepld két tartomany

A fiiggvény 0 helyhez tartoz6 sora — az el5z6 feladat médszerével:
A@D=0+(1-2+f-...)=

=1+z-2-+...= ¢! +z)Z(—z)3", haz| < 1.
n=0
Az fi és az f, hatvanysor kiilonb6z6 tartomanyban éllitja el az f fiigg-
vényt. A két tartomanynak van kozos része. Ilyen esetben a fo-t az f;
analitikus folytatdsdnak nevezziik (4.2 dbra).
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13. frja fel az f(z) = % fiiggvény a; = 3 és ap = 3i helyhez tartozé

Taylor-sorét!
A fiiggvényt atalakitva:

¢))

4.3 sbra. A 13. feladatban szerepld két tartomany

Az el6z6khoz hasonléan:

11 1
- T Tk
3i
—i z—3i z—3i)2 _
"3_(1 3i +( 3i
[
—i z =3y
=—§_Z(_ 3i )
n=0
98

A sor konvergens, ha |z — 3i| < 3.

A két hatvinysor konvergenciatartoményat a 4.3 dbra mutatja. A két
sor a kozos tartomdnyban ugyanazt a fiiggvényt éllitja eld. Az el6z6hoz
hasonléan (2) most is az (1) analitikus folytatésa.

Megjegyzés: Az f(z2) = 1 fiiggvény is (1) analitikus folytatdsa, illetve
b4

mivel (1) konvergenciatartomanyét az — értelmezési tartomanya teljes egé-

szében tartalmazza, szokasos az (1) kiterjesztésének is nevezni.
14. frja fel a g(z) = l2 fiiggvény a = 3 helyen vett Taylor-sorat!
Z

Az el6z6 feladatban az f(z) = % fiiggvény sordt irtuk fel aza = 3
helyen.

Mivel g(z) = —f'(2), igy g(z) sorét az el6z6 feladatbeli sor tagonkénti
derivélasaval kapjuk meg:

1 z—3 z-3\?
= (-1+222=2-3(22) 4. ) =
80 =3 ( R ( 3 ) )

_ l Z —_ 3 n—1

=52 (_ 3 )

A sor konvergenciatartoménya viéltozatlanul a |z — 3| < 3 korbelsG.

15. frja fel az f(z) = V/z fiiggvény a = 1 + i helyhez tartoz6 Taylor-

sorat!

A valés fiiggvények korében megismert binomindlis sort hasznaljuk:

o0
a _ a@—1) » _ a\ »
1+ x) —-1+ax+——§!—x +...—Z(n)x,ha
n=0
| < 1, ahol (‘:) -z 1)";1!("“” D & (‘(’)‘) =1

A fiiggvényt 4t kell alakitani:
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1
f=\/1+i+z—(i+1)=\/1+i-(1+Z_1_’)2

T+i
z—1-07?
_ : 1z=1-i 1/1_\ _(+92 _
=Viti- |1+ 5 —73 +2(2 1) 20 =

3 (%) (574

A sor konvergens, ha |z — 1 —i| < |1 +i| = v/2. A konvergenciatartomény
tehat az 1 + i kdzépponti V2 sugart korlap.

4.3 Hiperbolas és trigonometrikus fiiggvények

Az Olvasé a valds fiiggvények térgyalésébél ismeri hogy e*
52
Taylor-sora: e* = 1 + F + 5 +. = Zn'
A sor konvergenciasugara R = . Ennek mintdjéra Taylor-
sordval definidlhatjuk tetszSleges komplex kitevére is az exponen-
n
cidlis fliggvényt: e = 1 + z + %-' +... + E—' +...
! n!
A valéshoz hasonléan a sor minden z értékre konvergens. Az
el6z8 részben mar definidltuk az exponenciélis fiiggvényt.

Ezzel a definiciéval 6sszhangban van a mostani definicid.
Ugyanis, ha z = iy, akkor:
2 3 4
i . Y .Y y
iy — —_ — gl Z_ =
ey =1+1iy T 13!+4!+...—-

2 4 3 5
Y Y . Y Y _
(1"5? E"...)'&'l()’“a"‘a—...)—

=cosy+isiny
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A hiperbolds fiiggvények definidldsa is torténhet a valésban meg-

szokott médon: chz = # és shz = %, s torténhet
Taylor-sorukkal:
2
chz—1+5+—+ —2(2’1)'
2 22+l
shz—z+—+ .. —Z(2n+1)'

mely Taylor-sorok a valésban megismert sorok 4&ltaldnositdsai.
Mindkét sor konvergenciatartomanya a teljes komplex szdmsik —
kivéve a z = o pontot. A thz és a cthz értelmezését a szokdsos
médon végezziik:

shz
thz = ohz (ha chz # 0)

chz
cthz = sz (ha shz # 0)

Mivel az exponencidlis fiiggvény periodikus volt, a belSle szarmaz-
tatott hiperbolds fiiggvények is periodikusak. shz és chz esetén ez a
peridédus 2mi, thz és cthz esetén 7i. Az exponencidlis fiiggvényhez
hasonléan a hiperbolds fiiggvényeknek sincs végtelenben hatarérté-
kiik.

A hiperbolés fiiggvények mintdjdra a sinz és a cosz fiiggvé-
nyeket is Taylor-sorukkal értelmezziik.

3 5 * n,2n+1

. b4 b4 (=1)"z
=z——t ===y =
SMZ=27 317 5 ; 2n+1)!
2 4 * n.2n

2  zZ _Z(~1)z
COSZ—1_§T+“——...— —6’-1—)—'—'

Mindkét sor minden véges z esetén konvergens.
Az el6z6h6z hasonléan:

sinz cosz .
tgz = —— (hacosz # 0) ctgz = —— (hasinz # 0)
cosz sinz
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Ugyanigy, ahogy belattuk, hogy ha y valds szam, akkor
e¥ = cosy + isiny,

belathatd, hogy az Osszefiiggés dltaldnosabban is igaz:
Tetsz6leges komplex z-re érvényes, hogy
€2 = cosz + isinz (Euler formula).

Bel4that6, hogy érvényesek a
ch(iz) = cosz és a sh(iz) = isinz

Osszefliggések is. Ugyanis, ha chz sordban z helyébe iz-t helyette-
sitiink, akkor:

=1—§+§!—...%+... = C0sZ
Hasonléan:

sh(iz)=iz+%zi—3+(—"52'-—?i +%

=i<z—§+§—5!—... +%+...> =isinz

Ezekbdl kovetkezben

th(iz) = itgz és

cth(iz) = ictgz.
Ezek az Osszefiiggések magyardzzdk a trigonometrikus és a hi-
perbolds fiiggvények azonossdgainak hasonlésdgit, és ez a szoros

kapcsolat indokolja a hiperbolds fiiggvények korében a szinusz,
koszinusz. .. elnevezések alkalmazasat.

Mivel a hiperbolds fiiggvények értelmezése a valésban megis-
mert médon tortént, igy érvényesek az ott megismert 9sszefiiggé-
sek. Példaul:

ch(zy + 22) = chzjchz; + shzshz,
sh(z; + z2) = shzichz; + chzishz,
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Ugy kaphatjuk meg ezen 6sszefiiggéseknek a trigonometrikus fiigg-
vények korében megfeleld parjat, hogy az Osszefiiggésekben z he-
lyett iz-t frunk.

A helyettesitéseket elvégezve:

cos(z; + z2) = cosz; cosz; — singz; sinzp

sin(z; + z2) = sinz; cos 2 + cos z; sin 2y,

azaz a trigonometria megszokott Osszefiiggései komplex valtozé
esetén is érvényesek.

Gyakorlé feladatok

1. Hatdrozza meg a chz, shz, cosz, sinz fiiggvények valds, illetve
képzetes részét!

Az el6zbekben felirt osszefiiggéseket haszndljuk a z = x+iy Osszegre:
cos Z = cos(x + iy) = cos x - cos(iy) — sinx - sin(iy) =

= cos xchy — i sin xshy, azaz

u =cosxchy v = —sinxshy.

Hasonl6an sinz = sin(x + iy) = sinxchy + icosxshy. A hiperbolas
fiiggvényeknél:

chz = ch(x + iy) = chxchiy + shxshiy = chxcosy + ishx siny
shz = sh(x + iy) = shxchiy + chxshiy = shxcosy + ichxsiny

2. Milyen z értékekre lesz chz = 0, illetve chz = —10?

Valés viltozé esetén a ch fiiggvény értékeinek minimuma 1-gyel
egyenl, de mivel az exponencidlis fiiggvény is vehet fel negativ értéket,
igy ez a chz-nél sem meglepd. Az el6z6 feladat szerint felirva chz valds és
képzetes részét, a chx-cos y +ishx-siny = 0 egyenletet kell megoldanunk.

Az 6sszeg els tagja csak akkor nulla, hacosy = 0, ekkory = %’ +kr,
keZ.

A miésodik tagban ekkor siny # 0, tehdt shx = 0, azaz x = 0.

A chz = 0 egyenlet megolddsai tehdt a z = l(%t + kn), ke Z
komplex szdmok.
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(Az eredmény vérhat6 volt, mivel chz = cosiz, igy a koszinuszfiigg-
vény zérushelyeinek i-szeresére teljesiil az egyenlGség).

A masik egyenlet:

chx - cosy + ishx -siny = —10
Mivel a jobb oldal képzetes része 0, igy az dsszeg mdsodik tagja nulla kell
legyen. Ha x = 0, akkor chx = 1, igy a val6s rész nem lehet —10. Ha

y = x+ 2kn, k € Z, akkor cosy = —1, igy az egyenletben chx = 10-nek
kell teljestilnie.

Tehat a megoldds: z = arch10 + i(w + 2kn), k € Z
3. Milyen z értékek esetén lesz sinz = 20, illetve cosz = 5i?

Az el6z8 feladathoz hasonl6an jirunk el. A szinuszfiiggvény felbon-
tdsat haszndlva:

sin xchy + i cos xshy = 20

Ha a mésodik tagban y = O értéket vélasztunk, az els6 tag értéke nem
lehet 20, igy cosx = 0 kell legyen, de ennek a sinx > 0 megoldésait kell
keresniink.

Tehat x = % + 2kn, k € Z, y = arch20 vilasztdsa esetén teljesiil az
egyenldség.
A masik egyenlet: cos xchy — isin xshy = Si

Most a val6s résznek kell O-nak lennie. Ezt az x = g +kn, k€EZ
vélasztdssal érhetjiik el.

Ha k péros, akkor sinx > 0, igy y = arsh(—5).

Ha k pératlan, akkor sinx < 0, igy y = arshS.

4. Milyen z érték esetén lesz thz = 3?
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